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Lêi nãi ®Çu

KhÝ hËu lu«n lµ bé phËn quan träng cña ®iÒu kiÖn tù nhiªn vµ m«i tr−êng.
KhÝ hËu cã ý nghÜa quyÕt ®Þnh ®Õn nhiÒu mÆt ho¹t ®éng s¶n xuÊt vµ ®êi sèng. §iÒu
kiÖn khÝ hËu lµ mét trong nh÷ng nh©n tè t¹o nªn sù h×nh thµnh, tån t¹i vµ ph¸t
triÓn cña thÕ giíi sinh vËt, ¶nh h−ëng quan träng ®Õn nhiÒu lÜnh vùc kinh tÕ vµ x∙
héi nh©n v¨n cña loµi ng−êi. Bëi vËy, khi nãi ®Õn mét miÒn ®Êt nµo ®ã ng−êi ta
kh«ng thÓ kh«ng nh¾c tíi ®iÒu kiÖn khÝ hËu cña nã.

Trong qu¸ tr×nh tån t¹i vµ ph¸t triÓn, con ng−êi lu«n ph¶i t×m hiÓu, nghiªn
cøu ®iÒu kiÖn tù nhiªn vµ m«i tr−êng ®Ó n¾m b¾t ®−îc c¸c qui luËt biÕn ®æi cña nã
víi môc ®Ých c¶i t¹o, chinh phôc vµ khai th¸c nã. V× vËy khÝ hËu còng lu«n lµ mét
®èi t−îng cÇn ®−îc t×m hiÓu vµ nghiªn cøu.

Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p ®−îc øng dông phæ biÕn trong nghiªn cøu khÝ
hËu lµ ph−¬ng ph¸p x¸c suÊt thèng kª. §©y lµ mét c«ng cô to¸n häc ®−îc ¸p dông
rÊt réng r∙i vµ cã hiÖu qu¶ trong nhiÒu lÜnh vùc. "Ph−¬ng ph¸p thèng kª trong khÝ
hËu" vËn dông mét sè nguyªn lý cña lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª to¸n häc, tÝnh to¸n
th«ng kª c¸c ®Æc tr−ng khÝ t−îng, khÝ hËu, gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n trong nghiªn
cøu qui luËt, b¶n chÊt, ®Æc tÝnh còng nh− c¸c vÊn ®Ò liªn quan ®Õn cÊu tróc c¸c
tr−êng khÝ quyÓn. Nã lµ cÇu nèi gi÷a lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª to¸n häc vµ khoa
häc khÝ quyÓn, lµ mét m«n häc mang tÝnh ph−¬ng ph¸p.

HiÖn nay cã rÊt nhiÒu tµi liÖu viÕt vÒ lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª ®ang ®−îc
l−u hµnh. Tuy vËy, mét c¸ch t−¬ng ®èi cã thÓ ph©n chia c¸c tµi liÖu nµy ra lµm hai
lo¹i. Lo¹i thø nhÊt thiªn vÒ to¸n häc, trong ®ã tr×nh bµy chÆt chÏ lý thuyÕt x¸c suÊt
dùa trªn nÒn to¸n häc ë tr×nh ®é cao. Nh÷ng tµi liÖu nµy th−êng dïng cho c¸c
chuyªn gia vÒ to¸n nªn rÊt khã ®èi víi sinh viªn còng nh− mét sè Ýt chuyªn gia
ngµnh khÝ t−îng thuû v¨n. Lo¹i thø hai bao gåm c¸c tµi liÖu thèng kª trong chuyªn
ngµnh, do c¸c chuyªn gia thuéc nhiÒu lÜnh vùc chuyªn m«n kh¸c nhau viÕt. §èi víi
lo¹i tµi liÖu nµy, tuú thuéc vµo tõng chuyªn ngµnh mµ néi dung khai th¸c nh÷ng
kiÕn thøc vÒ lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª còng kh«ng nhÊt qu¸n. Nãi chung nh÷ng
tµi liÖu nµy th−êng chØ ®i s©u vÒ mét sè khÝa c¹nh vµ coi nhÑ nh÷ng phÇn kh¸c, ®Æc
biÖt trong ®ã chó träng tr×nh bµy nh÷ng vÝ dô mang tÝnh ®Æc thï chuyªn ngµnh
hÑp. §iÒu nµy còng g©y kh«ng Ýt khã kh¨n cho viÖc øng dông chóng trong chuyªn
ngµnh khÝ t−îng khÝ hËu.

Tr−íc t×nh h×nh ®ã, quyÓn s¸ch nµy ®−îc biªn so¹n nh− lµ viÖc gi¶i quyÕt mét

yªu cÇu thóc b¸ch cña thùc tÕ. §óng víi tªn gäi cña nã − "Ph−¬ng ph¸p thèng kª
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trong khÝ hËu" − néi dung quyÓn s¸ch chó träng tr×nh bµy khÝa c¹nh øng dông c«ng

cô thèng kª to¸n häc vµo chuyªn ngµnh khÝ hËu. QuyÓn s¸ch ®−îc viÕt trªn c¬ së

tËp bµi gi¶ng mµ t¸c gi¶ ®∙ dïng ®Ó gi¶ng d¹y cho sinh viªn ngµnh khÝ t−îng khÝ

hËu tr−êng §¹i häc Tæng hîp Hµ Néi, nay lµ §¹i häc Quèc gia Hµ Néi, trong nhiÒu

n¨m gÇn ®©y. Môc ®Ých viÕt cuèn s¸ch nµy nh»m t¹o cho sinh viªn cã ®−îc mét tµi

liÖu chÝnh thèng trong qu¸ tr×nh tiÕp thu m«n häc "Ph−¬ng ph¸p thèng kª trong

khÝ hËu" ë tr−êng. QuyÓn s¸ch còng cã thÓ dïng lµm tµi liÖu tham kh¶o bæ Ých cho

c¸c c¸n bé, kü s− thuéc ngµnh khÝ t−îng khÝ hËu vµ c¸c ®éc gi¶ thuéc nh÷ng chuyªn

ngµnh gÇn gòi nh− thuû v¨n, h¶i d−¬ng trong qu¸ tr×nh lµm c«ng t¸c nghiªn cøu vµ

øng dông nghiÖp vô. Ngoµi ra, nh÷ng ®éc gi¶ kh¸c cã quan t©m ®Õn lÜnh vùc øng

dông cña lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª còng cã thÓ ®äc vµ khai th¸c nã.

QuyÓn s¸ch ®−îc viÕt cho nh÷ng ®èi t−îng ®∙ ®−îc trang bÞ kiÕn thøc to¸n cao

cÊp vµ lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª to¸n häc dµnh cho sinh viªn ngµnh khÝ t−îng thuû

v¨n. Bëi vËy, trong qu¸ tr×nh tr×nh bµy, mét sè kh¸i niÖm, ®Þnh nghÜa ®−îc xem lµ ®∙

biÕt, do ®ã chóng chØ ®−îc nªu ra mét c¸ch ng¾n gän mµ kh«ng ®i s©u chi tiÕt. MÆt

kh¸c, b¸m s¸t môc tiªu cña ch−¬ng tr×nh ®µo t¹o ®¹i häc chuyªn ngµnh khÝ t−îng khÝ

hËu, quyÓn s¸ch ®−îc viÕt d−íi h×nh thøc lµ mét gi¸o tr×nh m«n häc.

Trõ phÇn më ®Çu vµ phô lôc, quyÓn s¸ch ®−îc bè côc trong 7 ch−¬ng:

Ch−¬ng 1. Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n cña lý thuyÕt x¸c suÊt vµ óng dông trong

khÝ t−îng khÝ hËu. Ch−¬ng nµy tr×nh bµy nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n nhÊt cña lý

thuyÕt x¸c suÊt vµ ph−¬ng thøc vËn dông chóng ®Ó gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n

th−êng gÆp trong thùc tÕ.

Ch−¬ng 2. C¸c ®Æc tr−ng sè cña ph©n bè vµ vÊn ®Ò ph©n tÝch kh¶o s¸t sè liÖu.

ë ®©y, tr×nh bµy nh÷ng ®Æc tr−ng sè quan träng th−êng ®−îc øng dông trong ph©n

tÝch kh¶o s¸t vµ nghiªn cøu c¸c tËp sè liÖu khÝ t−îng khÝ hËu còng nh− c¸c ph−¬ng

ph¸p −íc l−îng chóng.

Ch−¬ng 3. Mét sè ph©n bè lý thuyÕt. Tr×nh bµy nh÷ng ph©n bè x¸c suÊt lý

thuyÕt th−êng ®−îc øng dông trong nghiªn cøu c¸c hiÖn t−îng khÝ quyÓn vµ c¸c bµi

to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª trong khÝ hËu.

Ch−¬ng 4. KiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª trong khÝ hËu. Ch−¬ng nµy ®Ò cËp ®Õn

mét lo¹t bµi to¸n liªn quan ®Õn vÊn ®Ò kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª th−êng gÆp

trong khÝ hËu, c¸ch thøc nªu bµi to¸n vµ c¸c b−íc tiÕn hµnh kiÓm nghiÖm.

Ch−¬ng 5. Ph©n tÝch t−¬ng quan vµ håi qui. ë ®©y tr×nh bµy c¸c ph−¬ng ph¸p

x¸c ®Þnh møc ®é vµ d¹ng thøc liªn hÖ gi÷a c¸c chuçi sè liÖu khÝ t−îng, khÝ hËu trªn

c¬ së c¸c ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch t−¬ng quan vµ håi qui cña thèng kª to¸n häc,

trong ®ã chó träng c¸c ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu quan hÖ tuyÕn tÝnh vµ biÕn ®æi c¸c

mèi quan hÖ phi tuyÕn vÒ d¹ng tuyÕn tÝnh.

Ch−¬ng 6. ChØnh lý sè liÖu khÝ hËu. Trªn c¬ së nh÷ng kiÕn thøc vÒ ph©n tÝch
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t−¬ng quan vµ håi qui, ch−¬ng nµy tr×nh bµy ph−¬ng ph¸p xö lý ban ®Çu c¸c chuçi

sè liÖu khÝ hËu, ph−¬ng ph¸p gi¶i quyÕt mét trong nh÷ng vÊn ®Ò c¬ b¶n lu«n tån t¹i

trong c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu lµ chuçi ng¾n vµ gi¸n ®o¹n. Ngoµi ra ë ®©y cßn nªu

mét sè ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng cña chuçi ng¾n th«ng qua viÖc bæ

khuyÕt vµ kÐo dµi chuçi.

Ch−¬ng 7. Ph©n tÝch chuçi thêi gian. Ch−¬ng nµy tr×nh bµy mét sè ph−¬ng

ph¸p th«ng dông nghiªn cøu hai ®Æc tÝnh c¬ b¶n nhÊt cña c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu

lµ tÝnh xu thÕ vµ tÝnh chu kú, qua ®ã nh»m trang bÞ nh÷ng c«ng cô h÷u hiÖu cho

viÖc gi¶i quyÕt mét trong nh÷ng nhiÖm vô thêi sù cña khÝ hËu hiÖn ®¹i lµ nghiªn

cøu biÕn ®æi khÝ hËu.

Nh»m gióp cho ng−êi ®äc cã thÓ tiÕp cËn vÊn ®Ò mét c¸ch nhanh chãng, t¸c

gi¶ ®∙ cè g¾ng tu©n thñ nguyªn t¾c tr×nh bµy lµ sau mçi mét phÇn lý thuyÕt sÏ cã

c¸c vÝ dô minh ho¹ gÇn s¸t víi nh÷ng bµi to¸n thùc tÕ. Tuy vËy, do khu«n khæ

quyÓn s¸ch cã h¹n, hÖ thèng c¸c bµi tËp kh«ng ®−îc ®−a vµo ®©y mµ sÏ dµnh cho

mét cuèn s¸ch kh¸c. Mét sè vÝ dô còng kh«ng ®−îc tr×nh bµy chi tiÕt. MÆt kh¸c

quyÓn s¸ch còng ch−a chó träng ®Õn nh÷ng néi dung liªn quan víi viÖc ph©n tÝch

kh«ng gian, ph©n vïng vµ lËp b¶n ®å khÝ hËu.

Ngoµi nh÷ng tµi liÖu ®∙ ®−îc liÖt kª trong danh môc tµi liÖu tham kh¶o, khi

biªn so¹n quyÓn s¸ch t¸c gi¶ cßn tham kh¶o thªm tËp bµi gi¶ng mµ GS−PTS

NguyÔn Träng HiÖu ®∙ dïng ®Ó gi¶ng d¹y cho sinh viªn ngµnh khÝ t−îng khÝ hËu

trong nh÷ng n¨m cña thËp kû b¶y m−¬i. §ã lµ mét nguån t− liÖu quÝ gi¸ gióp cho

t¸c gi¶ ®Þnh h−íng lùa chän ph−¬ng ph¸p tr×nh bµy néi dung còng nh− bè côc cña

cuèn s¸ch.

Trong qu¸ tr×nh biªn so¹n quyÓn s¸ch, t¸c gi¶ ®∙ nhËn ®−îc nh÷ng ý kiÕn

®ãng gãp quÝ b¸u cña c¸c ®ång nghiÖp thuéc §¹i häc Quèc gia Hµ Néi; nhËn ®−îc sù

gióp ®ì tËn t×nh, nh÷ng lêi ®éng viªn ch©n thµnh vµ nh÷ng ý kiÕn bæ sung vÒ mÆt

häc thuËt cña c¸c thµnh viªn Héi ®ång Khoa häc khoa KhÝ t−îng Thuû v¨n & H¶i

d−¬ng häc, tr−êng §¹i häc Khoa häc Tù nhiªn. Nh©n ®©y t¸c gi¶ xin bµy tá lßng

biÕt ¬n s©u s¾c. §Æc biÖt t¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¸m ¬n PGS−PTS NguyÔn V¨n

Tuyªn vµ PGS−PTS NguyÔn V¨n H÷u, nh÷ng ng−êi ®∙ ®äc kü b¶n th¶o cña cuèn

s¸ch vµ cho nh÷ng nhËn xÐt quÝ b¸u.

Do tr×nh ®é vµ kinh nghiÖm cßn h¹n chÕ, ch¾c ch¾n quyÓn s¸ch cßn nh÷ng

khiÕm khuyÕt nhÊt ®Þnh. T¸c gi¶ hy väng nhËn ®−îc sù gãp ý cña c¸c ®ång nghiÖp

vµ c¸c ®éc gi¶.

Hµ Néi, th¸ng 01 n¨m 1999

T¸c gi¶
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më ®Çu

Khi nghiªn cøu mét hiÖn t−îng nµo ®ã x¶y ra trong khÝ quyÓn ta cÇn ph¶i

quan s¸t nã, tr¾c l−îng nã. HiÖn t−îng ®−îc nghiªn cøu nãi chung lu«n lu«n liªn hÖ

víi c¸c hiÖn t−îng kh¸c bëi nh÷ng mèi phô thuéc cã tÝnh nguyªn nh©n, vµ v× vËy

tiÕn tr×nh cña nã phô thuéc vµo v« sè c¸c nh©n tè bªn ngoµi. VÒ nguyªn t¾c ta

kh«ng thÓ theo dâi ®−îc tÊt c¶ c¸c nguyªn nh©n x¸c ®Þnh tiÕn tr×nh cña hiÖn t−îng

nghiªn cøu vµ còng kh«ng thÓ thiÕt lËp ®−îc tÊt c¶ c¸c mèi liªn hÖ gi÷a hiÖn t−îng

®ang xÐt víi toµn bé nh÷ng yÕu tè bªn ngoµi. Ta chØ cã thÓ thiÕt lËp vµ theo dâi

®−îc mét sè nhÊt ®Þnh c¸c mèi liªn hÖ gi÷a hiÖn t−îng nghiªn cøu víi nh÷ng nh©n

tè kh¸c, vµ ®−¬ng nhiªn cßn v« sè nh÷ng nh©n tè n÷a ch−a ®−îc tÝnh ®Õn, chóng cã

t¸c dông nµo ®ã ®Õn tiÕn tr×nh cña hiÖn t−îng kh¶o s¸t. ChÝnh v× vËy mµ khi quan

s¸t hiÖn t−îng nhiÒu lÇn, bªn c¹nh nh÷ng ®Æc ®iÓm chung nhÊt, ta thÊy mçi lÇn

hiÖn t−îng xuÊt hiÖn víi mét d¸ng vÎ kh¸c nhau, mang nh÷ng ®Æc ®iÓm riªng ®Æc

tr−ng cho tõng lÇn quan s¸t. KÕt qu¶ lµ c¸c lÇn quan s¸t kh¸c nhau kh«ng hoµn

toµn gièng nhau. Ch¼ng h¹n, trong tr−êng hîp lý t−ëng, nÕu chóng ta ®ång thêi ®o

nhiÖt ®é kh«ng khÝ t¹i mét ®Þa ®iÓm nµo ®ã vµo mét thêi ®iÓm nhÊt ®Þnh b»ng

nhiÒu nhiÖt kÕ gièng nhau, cã thÓ nhËn ®−îc nh÷ng trÞ sè kh¸c nhau dao ®éng xung

quanh mét gi¸ trÞ nÒn nµo ®ã. Sù kh¸c nhau nµy phô thuéc vµo rÊt nhiÒu nh©n tè

kh¸ch quan, nh− møc ®é ®ång nhÊt cña c¸c nhiÖt kÕ vÒ ®é nh¹y, ®é chÝnh x¸c, t¸c

dông bøc x¹ cña mÆt trêi, mÆt ®Öm ®Õn c¸c bÇu nhiÖt kÕ,...

V× lÏ ®ã, khi nghiªn cøu mçi hiÖn t−îng cho tr−íc, ng−êi ta t¸ch tÊt c¶ nh÷ng

mèi liªn hÖ thµnh hai lo¹i: c¸c mèi liªn hÖ c¬ b¶n x¸c ®Þnh nh÷ng nÐt chung tiÕn

tr×nh cña hiÖn t−îng, mµ khi quan s¸t chóng ®−îc lÆp ®i lÆp l¹i nhiÒu lÇn, vµ c¸c

mèi liªn hÖ thø yÕu cã ¶nh h−ëng kh¸c nhau ®Õn tiÕn tr×nh t¹i mçi lÇn quan s¸t.

C¸c mèi liªn hÖ c¬ b¶n x¸c ®Þnh c¸i gäi lµ tÝnh qui luËt cña hiÖn t−îng. C¸c mèi liªn

hÖ thø yÕu lµm cho kÕt qu¶ quan s¸t hiÖn t−îng sai lÖch kh¸c nhau so víi  qui luËt

t¹i mçi lÇn quan s¸t. Nh÷ng sai lÖch ®ã ®−îc gäi lµ nh÷ng hiÖn t−îng ngÉu nhiªn.

Mçi mét mèi liªn hÖ thø yÕu riªng biÖt nãi chung chØ cã thÓ ¶nh h−ëng rÊt Ýt

®Õn tiÕn tr×nh cña hiÖn t−îng. Tuy nhiªn, v× cã v« sè c¸c mèi liªn hÖ thø yÕu cïng

t¸c ®éng nªn ¶nh h−ëng tæng céng cña chóng cã khi l¹i rÊt ®¸ng kÓ, thËm chÝ chóng

x¸c ®Þnh tÊt c¶ tiÕn tr×nh cña hiÖn t−îng, lµm cho hiÖn t−îng kh«ng cßn mét tÝnh

qui luËt râ rÖt nµo c¶.

Do t¸c dông ®ång thêi cña c¸c mèi liªn hÖ c¬ b¶n vµ c¸c mèi liªn hÖ thø yÕu
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nªn tÝnh qui luËt vµ tÝnh ngÉu nhiªn trong mäi hiÖn t−îng lu«n lu«n liªn hÖ mËt

thiÕt víi nhau, g¾n chÆt víi nhau.

V× hiÖn t−îng ngÉu nhiªn ®−îc sinh ra bëi v« sè mèi liªn hÖ thø yÕu trong

hiÖn t−îng cÇn kh¶o s¸t nªn, vÒ nguyªn t¾c, viÖc nghiªn cøu chóng b»ng c¸ch theo

dâi tÊt c¶ c¸c mèi liªn hÖ nµy lµ kh«ng thÓ ®−îc. Chóng ta chØ cã thÓ nghiªn cøu

hiÖn t−îng ngÉu nhiªn b»ng c¸ch ph¸t hiÖn tÝnh qui luËt trong b¶n th©n chóng.

Lý thuyÕt x¸c xuÊt lµ mét ngµnh to¸n häc nghiªn cøu tÝnh quy luËt cña

nh÷ng hiÖn t−îng ngÉu nhiªn. §Ó x¸c ®Þnh ®−îc tÝnh quy luËt cÇn ph¶i biÕt ®−îc

c¸c ®Æc tr−ng x¸c suÊt cña hiÖn t−îng ngÉu nhiªn. Muèn vËy, kh«ng cßn c¸ch nµo

kh¸c lµ ph¶i trë vÒ víi thùc nghiÖm. ViÖc x©y dùng ®−îc c¸c ph−¬ng ph¸p hîp lý ®Ó

xö lý c¸c kÕt qu¶ quan s¸t thùc nghiÖm lµ néi dung c¬ b¶n cña lý thuyÕt thèng kª.

Theo nghÜa ®ã, “Ph−¬ng ph¸p thèng kª trong khÝ hËu” lµ m«n häc vËn dông

mét sè nguyªn lý cña lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª to¸n häc, tÝnh to¸n thèng kª c¸c

®Æc tr−ng khÝ hËu, gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n trong nghiªn cøu c¸c hiÖn t−îng khÝ

hËu. Nã lµ mét m«n häc mang tÝnh ph−¬ng ph¸p, lµ cÇu nèi gi÷a lý thuyÕt x¸c suÊt

thèng kª to¸n häc vµ khÝ hËu häc.

KhÝ hËu lµ tr¹ng th¸i trung b×nh cña thêi tiÕt. Thêi tiÕt lµ tr¹ng th¸i tøc thêi

cña khÝ quyÓn, ®−îc qui ®Þnh bëi c¸c qu¸ tr×nh, c¸c ®Æc tr−ng vËt lý cña khÝ quyÓn.

Nghiªn cøu khÝ hËu lµ x¸c ®Þnh ®−îc nh÷ng qui luËt diÔn biÕn cña khÝ hËu theo

kh«ng gian vµ thêi gian, thiÕt lËp ®−îc nh÷ng mèi liªn hÖ bªn trong vµ bªn ngoµi

cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu, tõ ®ã tiÕn hµnh ®¸nh gi¸ tµi nguyªn khÝ hËu,

ph¸n ®o¸n vÒ sù biÓn ®æi khÝ hËu vµ gi¶i bµi to¸n dù b¸o khÝ hËu.

Trªn c¬ së c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu “Ph−¬ng ph¸p thèng kª trong khÝ hËu”

c¨n cø vµo tÝnh hai mÆt cña c¸c qu¸ tr×nh vµ hiÖn t−îng khÝ h©ô lµ tÝnh quy luËt vµ

tÝnh ngÉu nhiªn ®Ó:

1) Thèng kª, tÝnh to¸n vµ −íc l−îng c¸c trÞ sè khÝ hËu;

2) Ph¸n ®o¸n vµ kiÓm nghiÖm luËt ph©n bè cña mét sè ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ

hËu;

3) Ph©n tÝch mèi liªn hÖ t−¬ng quan vµ håi qui gi÷a c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ

hËu;

4) Ph©n tÝch qui luËt biÕn ®æi cña c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu;

5) ChØnh lý, bæ sung c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu.

Sè liÖu khÝ hËu, kÕt qu¶ thùc nghiÖm cña viÖc quan s¸t c¸c hiÖn t−îng khÝ

quyÓn, lµ yÕu tè quan träng, cÇn thiÕt vµ kh«ng thÓ thiÕu ®−îc ®èi víi viÖc sö dông

ph−¬ng ph¸p thèng kª trong nghiªn cøu khÝ hËu. Th«ng th−êng sè liÖu khÝ hËu

®−îc thµnh lËp tõ c¸c sè liÖu khÝ t−îng. Sè liÖu khi t−îng lµ sè liÖu thu thËp ®−îc
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tõ nh÷ng quan tr¾c khÝ t−îng. NghÜa lµ:

Quan tr¾c khÝ t−îng → Sè liÖu khÝ t−îng → Chuçi sè liÖu khÝ hËu.

Quan tr¾c khÝ t−îng ®−îc tiÕn hµnh ®Ó theo dâi sù xuÊt hiÖn cña c¸c hiÖn

t−îng vËt lý x¶y ra trong khÝ quyÓn, ®o ®¹c mét sè tÝnh chÊt vËt lý cña khÝ quyÓn

cÊu thµnh thêi tiÕt.

Khi nghiªn cøu mét hiÖn t−îng nµo ®ã ng−êi ta th−êng tiÕn hµnh kh¶o s¸t

nhiÒu lÇn trong cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau nh»m môc ®Ých gi¶m bít sù t¸c

®éng cña c¸c mèi liªn hÖ thø yÕu, lµm næi bËt nh÷ng mèi liªn hÖ c¬ b¶n ®Ó x¸c ®Þnh

qui luËt cña hiÖn t−îng. ChÝnh v× vËy viÖc quan tr¾c khÝ t−îng nãi chung ®−îc tiÕn

hµnh t¹i nh÷ng ®Þa ®iÓm ®−îc chän s½n (lµ vÞ trÝ tr¹m khÝ t−îng), vµo nh÷ng thêi

®iÓm qui ®Þnh (lµ kú quan tr¾c) vµ theo mét thÓ thøc b¾t buéc (qui tr×nh, qui ph¹m

quan tr¾c). C¸c yÕu tè ®−îc quan tr¾c ph¶i m« t¶ ®Çy ®ñ tr¹ng th¸i thêi tiÕt. VÞ trÝ

c¸c tr¹m quan tr¾c ®−îc lùa chän sao cho cã thÓ bao qu¸t ®−îc mét vïng kh«ng

gian nhÊt ®Þnh. C¸c kú quan tr¾c ph¶i ®−îc Ên dÞnh vµo nh÷ng thêi ®iÓm ®iÓn h×nh,

®ñ ®Ó m« t¶ ®−îc biÕn tr×nh thêi gian cña yÕu tè. ViÖc tu©n thñ qui tr×nh, qui ph¹m

quan tr¾c b¶o ®¶m tÝnh nhÊt qu¸n trong sè liÖu thu nhËp ®−îc.

KÕt qu¶ cña quan tr¾c khÝ t−îng cho ta tËp sè liÖu ®o ®¹c thùc nghiÖm c¸c

hiÖn t−îng khÝ t−îng, c¸c tÝnh chÊt vËt lý cña khÝ quyÓn m« t¶ ®iÒu kiÖn thêi tiÕt.

Tõ tËp sè liÖu nµy, b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p chän mÉu kh¸c nhau ng−êi ta míi thµnh

lËp c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu.

Chuçi sè liÖu khÝ hËu lµ mét bé phËn cña tæng thÓ khÝ hËu. Nã lµ bé phËn duy

nhÊt mµ ta cã thÓ cã ®Ó tõ ®ã tiÕn hµnh thèng kª tÝnh to¸n vµ nhËn ®Þnh ph¸n

®o¸n. Tæng thÓ khÝ hËu lµ tËp hîp mäi thµnh phÇn cã thÓ cña ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ

hËu. Tæng thÓ khÝ hËu bao gåm 3 nhãm: 1) Nhãm c¸c trÞ sè ®∙ x¶y ra nh−ng kh«ng

®−îc quan tr¾c; 2) Nhãm c¸c trÞ sè ®∙ x¶y ra vµ ®∙ ®−îc quan tr¾c; 3) Nhãm c¸c trÞ

sè ch−a x¶y ra. Sè thµnh phÇn cña tæng thÓ lµ v« h¹n. Tæng thÓ lu«n lu«n bao qu¸t

®Çy ®ñ mäi s¾c th¸i h×nh thï cña ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu.

Trªn c¬ së c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu ta cã thÓ tiÕn hµnh xö lý, tÝnh to¸n c¸c

®Æc tr−ng tham sè khÝ hËu, ph©n tÝch, ph¸n ®o¸n vµ m« t¶ ®Æc ®iÓm, tÝnh chÊt, cÊu

tróc bªn trong, tiÕn ®Õn dù b¸o khÝ hËu. ChÊt l−îng tÝnh to¸n phô thuéc vµo kh¶

n¨ng cña chuçi (dung l−îng mÉu − ®é dµi chuçi). Th«ng th−êng c¸c thµnh phÇn cña

chuçi c¸ch nhau mét n¨m, nªn sè l−îng c¸c n¨m quan tr¾c cµng nhiÒu th× dung

l−îng mÉu cµng lín, kÕt qu¶ tÝnh to¸n sÏ cµng ®¶m b¶o ®é æn ®Þnh thèng kª vµ do

®ã nh÷ng ph©n tÝch, ph¸n ®o¸n cµng chÝnh x¸c.
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Ch−¬ng 1
Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n cña lý thuyÕt x¸c suÊt

vµ óng dông trong khÝ t−îng khÝ hËu

1.1 Sù kiÖn, kh«ng gian sù kiÖn vµ tÇn suÊt sù kiÖn

1.1.1 PhÐp thö vµ sù kiÖn

C¸c kh¸i niÖm ®Çu tiªn cña lý thuyÕt x¸c suÊt lµ “phÐp thö” vµ “sù kiÖn”.

“PhÐp thö” ®−îc hiÓu lµ viÖc thùc hiÖn mét bé ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh nµo ®ã khi nghiªn

cøu mét hiÖn t−îng. “PhÐp thö” còng cã thÓ hiÓu lµ “thÝ nghiÖm” hoÆc ”quan s¸t”

hay “quan tr¾c”, “tr¾c l−îng”,... vÒ sù xuÊt hiÖn mét hiÖn t−îng nµo ®ã. Quan tr¾c

khÝ t−îng lµ mét kiÓu m« pháng “phÐp thö” nh− vËy. KÕ qu¶ cña “phÐp thö” lµ kÕt

côc. Mét phÐp thö cã thÓ cã nhiÒu kÕt côc. C¸c kÕt côc nµy ®−îc gäi lµ c¸c “sù kiÖn”.

Ng−êi ta chia c¸c sù kiÖn thµnh sù kiÖn c¬ së vµ sù kiÖn phøc hîp.

Trong nh÷ng tr−êng hîp ®¬n gi¶n cã thÓ ph©n biÖt ®−îc râ rµng sù kiÖn c¬ së

vµ sù kiÖn phøc hîp. Ch¼ng h¹n sù kiÖn con xóc x¾c nhËn mÆt nµo khi ta gieo lµ sù

kiÖn c¬ së. Nh−ng trong khÝ t−îng khÝ hËu, viÖc ph©n chia sù kiÖn c¬ së vµ sù kiÖn

phøc hîp nhiÒu khi cÇn ph¶i c¨n cø vµo c¸ch nh×n nhËn vÊn ®Ò. Ch¼ng h¹n, nÕu

chØ quan t©m ®Õn viÖc cã gi¸ng thuû hay kh«ng th× c¸c sù kiÖn “ngµy mai cã gi¸ng

thuû” vµ “ngµy mai kh«ng cã gi¸ng thuû” cã thÓ ®−îc xem lµ nh÷ng sù kiÖn c¬ së.

Song, nÕu xÐt thªm gi¸ng thuû d¹ng nµo − “láng” hay “r¾n”, th× sù kiÖn “ngµy mai

cã gi¸ng thuû” lµ sù kiÖn phøc hîp, nã cã thÓ ®−îc chia thµnh c¸c sù kiÖn c¬ së:

“ngµy mai cã gi¸ng thuû láng” − m−a, “ngµy mai cã gi¸ng thuû r¾n” − tuyÕt r¬i

ch¼ng h¹n vµ “ngµy mai cã gi¸ng thuû hçn hîp c¶ láng vµ r¾n” − m−a vµ tuyÕt r¬i.

NÕu cßn xÐt ®Õn l−îng gi¸ng thuû th× c¸c sù kiÖn nµy sÏ trë thµnh nh÷ng sù kiÖn

phøc hîp, ta cã thÓ chia chóng thµnh nh÷ng sù kiÖn nhá h¬n, ch¼ng h¹n gi¸ng

thuû trªn 10mm vµ d−íi 10mm, v.v.

1.1.2 Kh«ng gian sù kiÖn

Kh«ng gian sù kiÖn, hay kh«ng gian mÉu, lµ tËp hîp tÊt c¶ nh÷ng sù kiÖn c¬

së cã thÓ cã. Nh− vËy kh«ng gian mÉu biÓu diÔn mäi kÕt côc hay sù kiÖn cã thÓ cã.

Nã t−¬ng ®−¬ng víi sù kiÖn phøc hîp lín nhÊt.
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Mèi quan hÖ gi÷a c¸c sù kiÖn cã thÓ ®−îc m« t¶ b»ng h×nh häc. Th«ng th−êng

ng−êi ta biÓu diÔn kh«ng gian mÉu bëi mét h×nh ch÷ nhËt mµ bªn trong nã lµ c¸c

h×nh trßn biÓu thÞ nh÷ng sù kiÖn. VÝ dô trªn h×nh 1.1a, kh«ng gian mÉu lµ h×nh

ch÷ nhËt S biÓu thÞ nh÷ng kÕt côc gi¸ng thuû trong ngµy mai. Bèn sù kiÖn c¬ së

®−îc m« t¶ bëi phÇn bªn trong cña ba h×nh trßn (®−îc ®¸nh sè 1, 2, 3, 4). H×nh trßn

®øng ®éc lËp t−¬ng øng víi sù kiÖn “kh«ng cã gi¸ng thuû”. PhÇn giao nhau cña hai

h×nh trßn cßn l¹i biÓu thÞ cã gi¸ng thuû hçn hîp c¶ hai d¹ng (láng vµ r¾n), cßn

phÇn cña h×nh ch÷ nhËt n»m ngoµi c¸c h×nh trßn t−¬ng øng víi sù kiÖn trèng rçng,

nã kh«ng thÓ xuÊt hiÖn.

Tuy nhiªn còng kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i biÓu diÔn mèi quan hÖ gi÷a c¸c sù kiÖn

theo s¬ ®å trªn ®©y. Th«ng th−êng ng−êi ta xem kh«ng gian sù kiÖn lÊp ®Çy toµn bé

h×nh ch÷ nhËt S mµ trong ®ã c¸c sù kiÖn c¬ së phñ võa kÝn nã (h×nh 1.1b). Víi c¸ch

biÓu diÔn nµy h×nh chh÷ nhËt S ®−îc xem nh− lµ sù kiÖn phøc hîp lín nhÊt, trong

®ã cã thÓ chia thµnh c¸c miÒn kh«ng giao nhau biÓu thÞ c¸c sù kiÖn xung kh¾c víi

nhau. Ch¼ng h¹n trªn h×nh 1.1b, bèn miÒn kh«ng giao nhau t−¬ng øng víi bèn sù

kiÖn c¬ së ®∙ nãi trªn ®©y. Trong tr−êng hîp nµy, nhÊt thiÕt mét trong bèn sù kiÖn

ph¶i x¶y ra. MÆt kh¸c còng cÇn l−u ý r»ng mçi mét trong c¸c sù kiÖn c¬ së biÓu thÞ

cã gi¸ng thuû ta cã thÓ thªm vµo c¸c ®−êng ph©n chia ®Ó biÓu diÔn nh÷ng sù kiÖn

nhá h¬n, ch¼ng h¹n l−îng gi¸ng thuû trªn 10mm vµ d−íi 10mm.

1

2

3

4
1

2

4

3

a) b)

S S

H×nh 1.1 S¬ ®å biÓu diÔn kh«ng gian mÉu.

1) Kh«ng cã gi¸ng thuû; 2) Gi¸ng thuû láng; 3) Gi¸ng thuû r¾n; 4) Gi¸ng thuû hån hîp

1.1.3 TÇn suÊt sù kiÖn

Khi tiÕn hµnh phÐp thö, hiÖn t−îng cã thÓ xuÊt hiÖn còng cã thÓ kh«ng xuÊt

hiÖn. §Ó ®o ®é ch¾c ch¾n cña sù kiÖn “hiÖn t−îng xuÊt hiÖn” hay “hiÖn t−îng kh«ng

xuÊt hiÖn” trong lÇn thö ng−êi ta sö dông kh¸i niÖm “x¸c suÊt sù kiÖn”. X¸c suÊt

cña sù kiÖn A nµo ®ã n»m trong kho¶ng tõ 0 ®Õn 1:

0 ≤P(A)≤1 (1.1.1)
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Sù kiÖn cã x¸c suÊt xuÊt hiÖn b»ng 0 øng víi sù kiÖn bÊt kh¶ V cßn sù kiÖn cã

x¸c suÊt xuÊt hiÖn b»ng 1 øng víi sù kiÖn ch¾c ch¾n U, tøc P(V) = 0, P(U) = 1.

Theo ®Þnh nghÜa cæ ®iÓn, x¸c suÊt cña sù kiÖn A lµ tû sè gi÷a sè kÕt côc thuËn lîi

cho A so víi tæng sè kÕt côc ®ång kh¶ n¨ng. Tuy nhiªn, ®Þnh nghÜa nµy chØ ¸p dông

®−îc khi sè kÕt côc ®ång kh¶ n¨ng lµ h÷u h¹n. §Ó tÝnh ®−îc x¸c suÊt cña sù kiÖn cho

mét líp phÐp thö réng lín h¬n, ng−êi ta ®−a ®−a vµo ®Þnh nghÜa x¸c suÊt theo quan

®iÓm thèng kª. Kh¸i niÖm c¬ b¶n ®−a tíi ®Þnh nghÜa nµy lµ kh¸i niÖm tÇn suÊt.

Gi¶ sö tiÕn hµnh (trªn thùc tÕ) n phÐp thö cïng lo¹i khi nghiªn cøu mét hiÖn

t−îng nµo ®ã. Gäi A lµ sù kiÖn “hiÖn t−îng xuÊt hiÖn” vµ gäi m lµ sè c¸c phÐp thö

quan s¸t thÊy A. Khi ®ã tû sè 
n
m

 ®−îc gäi lµ tÇn suÊt xuÊt hiÖn sù kiÖn A trong

lo¹t phÐp thö ®∙ ®−îc tiÕn hµnh:

p = 
n
m

(1.1.2)

TrÞ sè cña tÇn suÊt nãi chung phô thuéc vµo sè l−îng n phÐp thö ®−îc tiÕn

hµnh. Khi n bÐ, tÇn suÊt thay ®æi râ rÖt nÕu ta chuyÓn tõ lo¹t n phÐp thö nµy sang

lo¹t n phÐp thö kh¸c. Tuy nhiªn thùc nghiÖm chøng tá r»ng ®èi víi ph¹m vi kh¸

réng, tÇn suÊt cã tÝnh æn ®Þnh, nghÜa lµ khi sè phÐp thö n kh¸ lín th× trÞ sè cña tÇn

suÊt biÕn thiªn rÊt Ýt xung quanh mét h»ng sè x¸c ®Þnh nµo ®ã. Ký hiÖu x¸c suÊt

cña sù kiÖn A lµ P(A), theo ®Þnh luËt sè lín ta cã:

∞→→







ε≤− nkhi0)A(P

n
mP (1.1.3)

trong ®ã ε lµ mét sè d−¬ng bÐ tuú ý.

Kh¸i niÖm tÇn suÊt lµ mét kh¸i niÖm mang tÝnh trùc gi¸c, kinh nghiÖm

nh−ng cã c¬ së lý thuyÕt v÷ng ch¾c. Nã ®−îc øng dông rÊt cã hiÖu qu¶ ®Ó −íc l−îng

x¸c suÊt khÝ hËu. NÕu gäi A lµ sù kiÖn hiÖn t−îng khÝ hËu xuÊt hiÖn, n lµ sè lÇn

quan s¸t hiÖn t−îng, m lµ sè lÇn xuÊt hiÖn hiÖn t−îng trong n lÇn quan s¸t th× p lµ

tÇn suÊt xuÊt hiÖn hiÖn t−îng. §¹i l−îng p ®−îc dïng ®Ó −íc l−îng gi¸ trÞ x¸c suÊt

xuÊt hiÖn hiÖn t−îng.

VÝ dô, tõ sè liÖu m−a ngµy lÞch sö 50 n¨m cña th¸ng 5 ë mét tr¹m ng−êi ta

quan s¸t thÊy cã cã 487 ngµy cã m−a. VËy x¸c suÊt xuÊt hiÖn m−a trong nh÷ng

ngµy th¸ng 5 ë tr¹m nµy ®−îc x¸c ®Þnh bëi trÞ sè tÇn suÊt 487/(31 x 50) = 487/1550

= 0.314.
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1.2 Mét sè phÐp tÝnh vµ quan hÖ vÒ sù kiÖn vµ x¸c suÊt sù kiÖn

1) Hai sù kiÖn A vµ B ®−îc gäi lµ xung kh¾c víi nhau nÕu A xuÊt hiÖn th× B

kh«ng xuÊt hiÖn vµ ng−îc l¹i. C¸c sù kiÖn A1, A2,..., An ®−îc gäi lµ lËp thµnh nhãm

®Çy ®ñ c¸c sù kiÖn nÕu chóng xung kh¾c víi nhau tõng ®«i mét vµ nhÊt thiÕt mét

trong chóng ph¶i xuÊt hiÖn.

2) Sù kiÖn B ®−îc gäi lµ sù kiÖn ®èi lËp víi sù kiÖn A nÕu chóng kh«ng ®ång

thêi xuÊt hiÖn vµ chóng lËp thµnh nhãm ®Çy ®ñ c¸c sù kiÖn. VÝ dô, c¸c sù kiÖn “cã

gi¸ng thuû” vµ “kh«ng cã gi¸ng thuû” lµ hai sù kiÖn ®èi lËp. Trong tr−êng hîp nµy

ta cã hÖ thøc:

P(B) = 1−P(A) (1.2.1)

3) Sù kiÖn B ®−îc gäi lµ tæng cña hai sù kiÖn A1 vµ A2 nÕu B xuÊt hiÖn kÐo

theo A1 hoÆc A2 hoÆc ®ång thêi c¶ A1 vµ A2 xuÊt hiÖn. X¸c suÊt cña sù kiÖn B trong

tr−êng hîp nµy b»ng x¸c suÊt cña tæng c¸c sù kiÖn A1 vµ A2:

P(B) = P(A1+A2) = P(A1) + P(A2) − P(A1.A2) (1.2.2)

C«ng thøc nµy cßn ®−îc gäi lµ qui t¾c céng x¸c suÊt.

Trong c«ng thøc (1.2.2) sù kiÖn (A1.A2) ®−îc gäi lµ tÝch cña c¸c sù kiÖn A1 vµ

A2, xuÊt hiÖn khi ®ång thêi c¶ A1 vµ A2 cïng xuÊt hiÖn.

P(A1.A2) = X¸c suÊt ®Ó A1 vµ A2 ®ång thêi xuÊt hiÖn (1.2.3)

NÕu A1 vµ A2 xung kh¾c víi nhau th× P(A1.A2) = 0.

Qui t¾c céng x¸c suÊt cã thÓ ®−îc më réng cho tr−êng hîp nhiÒu sù kiÖn:

P(A1+A2+A3) = P(A1)+P(A2)+P(A3) − P(A1.A2)−P(A2.A3)−

−P(A3.A1)−P(A1.A2.A3) (1.2.4)

4) X¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn
Trong thùc tÕ ng−êi ta th−êng quan t©m ®Õn x¸c suÊt cña mét sù kiÖn nµo ®ã

khi cho tr−íc mét vµi sù kiÖn kh¸c ®∙ hoÆc sÏ x¶y ra. Ch¼ng h¹n, tÝnh x¸c suÊt cña
sù kiÖn xuÊt hiÖn m−a ®¸ khi biÕt r»ng cã gi¸ng thuû x¶y ra; hoÆc tÝnh x¸c suÊt c¸c
cÊp tèc ®é giã ë mét sè vÞ trÝ nµo ®ã ven bê biÓn khi biÕt r»ng b∙o ®ang ®i ®Õn gÇn

vµ sÏ ®æ bé vµo ®Êt liÒn. ë ®©y sù kiÖn ®−îc quan t©m lµ “m−a ®¸” vµ “tèc ®é giã”,
cßn sù kiÖn cho tr−íc lµ “cã gi¸ng thuû” vµ “b∙o sÏ ®æ bé vµo ®Êt liÒn”. Ng−êi ta gäi
c¸c sù kiÖn cho tr−íc lµ nh÷ng ®iÒu kiÖn hay sù kiÖn ®iÒu kiÖn, cßn x¸c suÊt cña sù
kiÖn ®−îc quan t©m khi cho tr−íc c¸c ®iÒu kiÖn ®−îc gäi lµ x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn.
NÕu A lµ sù kiÖn ®ang xÐt, B lµ ®iÒu kiÖn cho tr−íc th× x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn cña A
lµ x¸c suÊt cña sù kiÖn A khi cho tr−íc ®iÒu kiÖn B ®∙ hoÆc sÏ xuÊt hiÖn. Ký hiÖu
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x¸c suÊt nµy lµ P(A/B). NÕu sù kiÖn B ®∙ xuÊt hiÖn hoÆc sÏ xuÊt hiÖn th× x¸c suÊt
cña sù kiÖn A lµ x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn P(A/B). NÕu B kh«ng xuÊt hiÖn th× tù nã
kh«ng cho th«ng tin g× ®èi víi x¸c suÊt cña sù kiÖn A.

X¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn P(A/B) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

)B(P
)B.A(P)B/A(P = (1.2.5)

Cã thÓ minh ho¹ c¸ch tÝnh x¸c suÊt nµy trªn h×nh 1.2.

A BA.B A/B

S
S’ = B

H×nh 1.2 Minh ho¹ c¸ch tÝnh x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn

X¸c suÊt (kh«ng ®iÒu kiÖn) cña A lµ tû sè gi÷a diÖn tÝch miÒn A vµ S (h×nh bªn tr¸i). X¸c suÊt cã ®iÒu

kiÖn cña A víi ®iÒu kiÖn B ®−îc x¸c ®Þnh khi xÐt miÒn B nh− mét kh«ng gian mÉu míi trªn ®ã sù kiÖn A

®−îc biÓu diÔn bëi miÒn giao nhau A.B (h×nh bªn tr¸i)

5) C¸c sù kiÖn ®éc lËp

Cã thÓ viÕt l¹i c«ng thøc (1.2.5) d−íi d¹ng qui t¾c nh©n x¸c suÊt:

P(A.B) = P(A/B).P(B) = P(B/A).P(A) (1.2.6)

Tõ ®ã, hai sù kiÖn ®−îc gäi lµ ®éc lËp víi nhau nÕu sù xuÊt hiÖn hoÆc kh«ng

xuÊt hiÖn cña sù kiÖn nµy kh«ng lµm ¶nh h−ëng ®Õn x¸c suÊt xuÊt hiÖn cña sù

kiÖn kia vµ ng−îc l¹i. Ch¼ng h¹n, kÕt côc cña viÖc gieo ®ång thêi hai con xóc x¾c lµ

®éc lËp nhau. Sù ®éc lËp gi÷a c¸c sù kiÖn A vµ B còng cã nghÜa lµ:

P(A/B) = P(A) vµ P(B/A) = P(B)

Tõ tÝnh chÊt ®éc lËp cña c¸c sù kiÖn A vµ B suy ra:

P(A.B) = P(A).P(B) (1.2.7)

VÝ dô 1.2.1. XÐt −íc l−îng x¸c suÊt khÝ hËu (tÇn suÊt) tõ tËp sè liÖu cho trong

b¶ng 1.1. Gi¶ sö ta quan t©m ®Õn viÖc −íc l−îng x¸c suÊt ®Ó l−îng m−a ë ®iÓm A

vµo th¸ng 1 kh«ng d−íi 0.3mm trong ®iÒu kiÖn nhiÖt ®é tèi thÊp kh«ng d−íi 0oC.

VÒ mÆt vËt lý cã thÓ nhËn thÊy r»ng, nhiÖt ®é th−êng h¹ xuèng rÊt thÊp vµo nh÷ng

®ªm trêi quang, cßn ®Ó xuÊt hiÖn m−a th× bÇu trêi ph¶i cã m©y. §iÒu ®ã gîi cho ta

ý t−ëng r»ng hai sù kiÖn l−îng m−a kh«ng d−íi 0.3mm vµ nhiÖt ®é tèi thÊp kh«ng

d−íi 0oC cã liªn hÖ thèng kª víi nhau (tøc chóng kh«ng ®éc lËp) vµ x¸c suÊt cã ®iÒu
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kiÖn cña m−a ®−îc cho bëi nh÷ng ®iÒu kiÖn nhiÖt ®é kh¸c nhau sÏ kh¸c nhau vµ

kh¸c víi x¸c suÊt kh«ng ®iÒu kiÖn. Tõ nh÷ng kiÕn thøc vÒ b¶n chÊt vËt lý cña qu¸

tr×nh, cã thÓ suy ra r»ng x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn cña m−a víi ®iÒu kiÖn nhiÖt ®é tèi

thÊp ≥0oC sÏ lín h¬n x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn nµy trong tr−êng hîp ng−îc l¹i (nhiÖt ®é

tèi thÊp nhá h¬n 0oC).

§Ó tÝnh tÇn suÊt cã ®iÒu kiÖn nµy ta chØ cÇn xem xÐt ®Õn nh÷ng tr−êng hîp sè

liÖu cã nhiÖt ®é tèi thÊp Tm ≥ 0oC. Tõ b¶ng 1.1 ta thÊy cã tÊt c¶ 24 ngµy nh− vËy,

trong ®ã cã 14 ngµy m−a víi l−îng m−a ®o ®−îc R≥0.3mm. Do ®ã ta cã −íc l−îng:

P(R≥0.3/ Tm≥0) = 14/24 = 0.58

Trong sè 7 ngµy cßn l¹i cã nhiÖt ®é tèi thÊp d−íi 0oC chØ cã 1 ngµy cã l−îng

m−a ®o ®−îc R≥0.3mm. Do ®ã x¸c suÊt m−a trong tr−êng hîp ng−îc l¹i (nhiÖt ®é

tèi thÊp nhá h¬n 0oC) sÏ lµ:

P(R≥0.3/ Tm<0) = 1/7 = 0.14

B¶ng 1.1 Sè liÖu nhiÖt ®é tèi thÊp vµ l−îng m−a ngµy ®iÓm A th¸ng 1−1973

Ngµy R Tm Ngµy R Tm Ngµy R Tm Ngµy R Tm

1 0.0 14.3 9 0.5 17.3 17 0.0 0.0 25 0.0 −9.8

2 1.8 18.8 10 1.3 20.3 18 0.0 1.5 26 0.0 −9.8

3 28.2 16.5 11 8.6 21.8 19 0.0 19.5 27 0.0 −8.3

4 0.0 −0.8 12 1.5 18.8 20 11.4 12.8 28 0.0 −3.0

5 0.0 3.0 13 4.6 21.8 21 0.0 14.3 29 0.3 −3.0

6 0.0 10.5 14 0.5 11.3 22 0.0 6.8 30 0.8 8.3

7 0.0 15.8 15 0.5 21.8 23 17.8 15.0 31 1.3 17.3

8 1.0 16.5 16 0.0 18.0 24 0.0 −4.5

T−¬ng tù nh− vËy, x¸c suÊt kh«ng ®iÒu kiÖn cña l−îng m−a trªn 0.3mm b»ng:

P(R≥0.3) =15/31 = 0.48

Sù kh¸c nhau cña c¸c x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn nhËn ®−îc trong vÝ dô trªn ®©y

ph¶n ¸nh sù phô thuéc thèng kª gi÷a hai ®¹i l−îng nhiÖt ®é tèi thÊp vµ l−îng m−a.

Tuy nhiªn, khi ®∙ hiÓu biÕt tèt b¶n chÊt vËt lý cña qu¸ tr×nh ta sÏ kh«ng ®i s©u vµo

viÖc nghiªn cøu mèi liªn hÖ t¹i sao nhiÖt ®é tèi thÊp cµng cao sÏ lµ nguyªn nh©n

g©y m−a. §óng h¬n lµ gi÷a c¸c sù kiÖn nhiÖt ®é vµ m−a tån t¹i mèi liªn hÖ thèng

kª v× chóng ®Òu cã mèi quan hÖ vËt lý kh¸c nhau víi l−îng m©y. V× sù phô thuéc

thèng kª kh«ng nhÊt thiÕt bao hµm c¶ mèi quan hÖ nh©n qu¶ vËt lý, nªn khi ®Ò cËp

®Õn sù phô thuéc thèng kª gi÷a c¸c biÕn cã thÓ kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i g¾n nã víi

mèi quan hÖ vËt lý cña chóng.
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VÝ dô 1.2.2. TÝnh x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn theo chuçi thêi gian. C¸c biÕn khÝ

quyÓn th−êng biÓu lé sù phô thuéc thèng kª gi÷a nh÷ng trÞ sè cña chóng víi nh÷ng

gi¸ trÞ trong qu¸ khø hoÆc t−¬ng lai. Mèi phô thuéc nµy xuyªn suèt thêi gian vµ

®−îc gäi lµ tÝnh æn ®Þnh. TÝnh æn ®Þnh cã thÓ ®−îc ®Þnh nghÜa nh− lµ sù tån t¹i mèi

phô thuéc thèng kª (d−¬ng) gi÷a nh÷ng gi¸ trÞ liªn tiÕp cña cïng mét biÕn, hoÆc

gi÷a sù xuÊt hiÖn liªn tiÕp c¸c sù kiÖn cho tr−íc nµo ®ã. Sù phô thuéc d−¬ng ë ®©y

cã nghÜa lµ nh÷ng trÞ sè lín cña biÕn cã xu h−íng sÏ kÐo theo nh÷ng trÞ sè lín

t−¬ng øng vµ ng−îc l¹i. Th«ng th−êng mèi phô thuéc thèng kª cña c¸c biÕn khÝ

t−îng theo thêi gian lµ d−¬ng. VÝ dô, x¸c suÊt ®Ó nhiÖt ®é ngµy mai v−ît qu¸ trung

b×nh sÏ lín nÕu nhiÖt ®é ngµy h«m nay ®∙ trªn trung b×nh. Nh− vËy, c¸ch gäi kh¸c

cña tÝnh æn ®Þnh lµ sù phô thuéc d−¬ng cña chuçi.

Ta h∙y xÐt tÝnh æn ®Þnh cña sù kiÖn xuÊt hiÖn m−a t¹i ®iÓm A víi tËp sè liÖu

nhá trong b¶ng 1.1 trªn ®©y. §Ó ®¸nh gi¸ sù phô thuéc cña hiÖn t−îng m−a trong

chuçi cÇn ph¶i −íc l−îng x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn d¹ng:

P(Rhn/Rhq),

trong ®ã: Rhn lµ cã m−a ngµy “h«m nay”, Rhq− cã m−a ngµy “h«m qua”.

V× trong b¶ng 1.1 kh«ng chøa sè liÖu cña ngµy 31/12/72 vµ ngµy 1/2/73 nªn ta

chØ cã 30 cÆp “h«m qua/h«m nay” tham gia tÝnh to¸n. §Ó tÝnh P(Rhn/Rhq) ta chØ cÇn

®Õm sè ngµy cã m−a (nh− lµ ®iÒu kiÖn hoÆc sù kiÖn “h«m qua”) mµ ngµy tiÕp sau

còng cã m−a (nh− lµ sù kiÖn cÇn quan t©m hay sù kiÖn “h«m nay”). Khi −íc l−îng

x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn nµy ng−êi ta kh«ng quan t©m ®Õn ®iÒu g× x¶y ra ë nh÷ng

ngµy tiÕp theo kh«ng m−a. Trõ ngµy 31/1, cã tÊt c¶ 14 ngµy cã m−a, trong ®ã cã 10

ngµy m−a mµ h«m sau còng x¶y ra m−a vµ 4 ngµy cã m−a mµ h«m sau kh«ng m−a.

V× vËy tÇn suÊt cã ®iÒu kiÖn sÏ ®−îc tÝnh bëi:

P(Rhn/Rhq) = 10/14 = 0.71.

(10 ngµy “h«m nay” cã m−a trªn tæng sè 14 ngµy cã m−a ®−îc xÐt).

B»ng c¸ch t−¬ng tù, x¸c xuÊt ®Ó “h«m nay” cã m−a víi ®iÒu kiÖn “h«m qua”

kh«ng m−a ®−îc tÝnh bëi:

P(Rhn/ hqR ) = 5/16= 0.31

(5 ngµy “h«m nay” cã m−a, 16 ngµy “h«m qua” kh«ng m−a).

Sù kh¸c nhau gi÷a c¸c −íc l−îng x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn nµy kh¼ng ®Þnh sù phô

thuéc cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi sè liÖu. X¸c suÊt P(Rhn/Rhq) chÝnh lµ x¸c suÊt

®Ó hai ngµy m−a liªn tiÕp. B»ng c¸ch t−¬ng tù ta cã thÓ tÝnh ®−îc x¸c suÊt ®Ó 3
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ngµy, 4 ngµy,... cã m−a liªn tiÕp. Cßn x¸c suÊt P(Rhn/ hqR ) lµ x¸c suÊt ®Ó ngµy h«m

sau cã m−a nÕu ngµy h«m tr−íc kh«ng m−a.

6) Qui t¾c céng x¸c suÊt

XÐt nhãm ®Çy ®ñ c¸c sù kiÖn xung kh¾c (MECE) Ai, i=1..L trªn kh«ng gian

mÉu ®−îc quan t©m vµ B còng lµ mét sù kiÖn ®−îc x¸c ®Þnh trªn kh«ng gian mÉu

nµy (h×nh 1.3). Khi ®ã x¸c suÊt cña sù kiÖn B cã thÓ ®−îc tÝnh bëi:

P(B) = ∑
=

L

1i
i )A.B(P (1.2.8)

Theo qui t¾c nh©n x¸c suÊt ta cã:

P(B) = ∑
=

L

1i
ii )A(P)A/B(P (1.2.9)

Nh− vËy, cã thÓ tÝnh ®−îc x¸c suÊt kh«ng ®iÒu kiÖn cña B khi biÕt c¸c x¸c

suÊt cã ®iÒu kiÖn cña B vµ x¸c suÊt kh«ng ®iÒu kiÖn cña c¸c Ai. CÇn chó ý r»ng

ph−¬ng tr×nh (1.2.9) chØ ®óng khi c¸c sù kiÖn Ai t¹o thµnh nhãm ®Çy ®ñ c¸c sù kiÖn

xung kh¾c cña kh«ng gian mÉu.

S

B.A2 B.A3 B.A4 B.A5

A1 A2 A3 A4 A5

B

H×nh 1.3 Minh ho¹ qui t¾c céng x¸c suÊt

Kh«ng gian mÉu S chøa sù kiÖn B (h×nh ellip) vµ 5 sù kiÖn xung kh¾c A1,...,A5

VÝ dô 1.2.3. Cã thÓ xem xÐt vÝ dô 1.2.2 trªn ®©y d−íi gãc ®é qui t¾c céng x¸c

suÊt. Gi¶ sö chØ cã L=2 sù kiÖn xung kh¾c lËp thµnh nhãm ®Çy ®ñ trªn kh«ng gian
mÉu: A1 lµ sù kiÖn h«m qua cã m−a vµ A2 = 1A  lµ sù kiÖn  h«m qua kh«ng m−a. Ký

hiÖu sù kiÖn B lµ h«m nay cã m−a. Khi ®ã x¸c suÊt cña B cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

P(B) = P(B/A1).P(A1) + P(B/A2).P(A2)

Tõ sè liÖu trong b¶ng, trõ ngµy 31/1, sè tr−êng hîp ®−îc xÐt ®Õn lµ 30 (ngµy),

trong ®ã 14 ngµy cã m−a (tøc: P(A1) = 14/30 vµ P(A2) = 16/30). Trong sè nh÷ng ngµy

cã m−a th× cã 10 tr−êng hîp tho¶ m∙n hai ngµy m−a liªn tiÕp (tøc P(B/A1)=10/14),

víi 16 ngµy kh«ng m−a cßn l¹i cã 5 tr−êng hîp ngµy tiÕp theo x¶y ra m−a (nªn

P(B/A2)=5/16). VËy ta cã:
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P(B)=(10/14)(14/30)+(5/16)(16/30)=0.5

7) §Þnh lý Bayes

§Þnh lý Bayes lµ sù kÕt hîp lý thó cña qui t¾c céng vµ nh©n x¸c suÊt. Trong
tÝnh to¸n th«ng th−êng, ®Þnh lý Bayes ®−îc dïng ®Ó tÝnh ng−îc x¸c suÊt cã ®iÒu
kiÖn.

Ta h∙y xÐt l¹i t×nh huèng nh− ®∙ chØ ra trªn h×nh 1.3, trong ®ã nhãm ®Çy ®ñ
c¸c sù kiÖn xung kh¾c Ai ®∙ ®−îc x¸c ®Þnh, cßn B lµ mét sù kiÖn kh¸c x¶y ra trªn
nÒn c¸c sù kiÖn Ai. Tõ qui t¾c nh©n x¸c suÊt vµ c«ng thøc (1.2.9) ta suy ra:

P(Ai/B) = 

∑
=

= L

1j
jj

iiii

)A(P)A/B(P

)A(P)A/B(P
)B(P

)A(P)A/B(P
(1.2.10)

Ph−¬ng tr×nh (1.2.10) lµ biÓu thøc cña ®Þnh lý Bayes. Nã ®−îc øng dông ®Ó

tÝnh x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn cña c¸c sù kiÖn thµnh phÇn trong nhãm ®Çy ®ñ c¸c sù

kiÖn xung kh¾c Ai.

VÝ dô 1.2.4 §Þnh lý Bayes tõ quan ®iÓm tÇn suÊt. Trong vÝ dô 1.2.1 ®∙ tr×nh

bµy c¸ch −íc l−îng x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn ®èi víi sù xuÊt hiÖn m−a víi c¸c ®iÒu kiÖn

nhiÖt ®é tèi thÊp Tm≥0oC vµ Tm<0oC. Ta cã thÓ sö dông ®Þnh lý Bayes ®Ó tÝnh x¸c

suÊt cã ®iÒu kiÖn cña Tm khi cho tr−íc sù kiÖn m−a cã hoÆc kh«ng xuÊt hiÖn. Ký
hiÖu A1 lµ sù kiÖn nhiÖt ®é tèi thÊp Tm≥0oC, A2= 1A  lµ sù kiÖn ®èi lËp, tøc nhiÖt ®é

tèi thÊp Tm<0oC vµ B lµ sù kiÖn x¶y ra m−a. Râ rµng hai sù kiÖn A1 vµ A2 lËp thµnh

nhãm  ®Çy ®ñ c¸c sù kiÖn trªn kh«ng gian mÉu.

Tõ sè liÖu ta cã 24 tr−êng hîp nhiÖt ®é tèi thÊp Tm≥0oC trªn tæng sè 31 ngµy,

v× vËy −íc l−îng x¸c suÊt kh«ng ®iÒu kiÖn ®èi víi nhiÖt ®é tèi thÊp sÏ lµ:

P(A1) = 24/31 vµ P(A2) =  7/31

Tõ vÝ dô 1.2.1 ta ®∙ tÝnh ®−îc P(B/A1) = 14/24 vµ P(B/A2) = 1/7.

§Ó tÝnh c¸c x¸c suÊt P(Ai/B) theo c«ng thøc (1.2.10) cÇn ph¶i tÝnh gi¸ trÞ P(B)

ë mÉu sè cho tÊt c¶ c¸c tr−êng hîp:

P(B) = P(B/A1).P(A1) + P(B/A2).P(A2)

                  = (14/24)(24/31) + (1/7)(7/31) = 15/31

(KÕt qu¶ nµy kh¸c chót Ýt so víi −íc l−îng x¸c suÊt m−a nhËn ®−îc trong vÝ dô

1.2.2, v× ë ®ã sè liÖu ngµy 31/12 kh«ng ®−îc ®−a vµo tÝnh).

VËy, x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn cña nhiÖt ®é tèi thÊp Tm≥0oC víi ®iÒu kiÖn cã m−a

lµ:

P(A1/B) = (14/24)(24/31)(15/31) = 14/15
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T−¬ng tù, ta cã x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn ®èi víi nhiÖt ®é tèi thÊp Tm<0oC víi ®iÒu

kiÖn cã m−a lµ:

P(A2/B) = (1/7)(7/31)(15/31) = 1/15

Nh÷ng kÕt qu¶ nhËn ®−îc trong vÝ dô trªn ®©y ®∙ kh¼ng ®Þnh vai trß ®ãng

gãp th«ng tin cña nh÷ng sù kiÖn phô thuéc. Gi¶ sö dù b¸o viªn ®∙ ®−a ra kÕt luËn

“nhiÖt ®é tèi thÊp Tm≥0oC”. NÕu kh«ng cã th«ng tin g× thªm ta cã thÓ sö dông x¸c

suÊt kh«ng ®iÒu kiÖn P(A1) = 24/31 ®Ó ®¸nh gi¸ møc ®é tin t−ëng vµo kÕt luËn dù

b¸o. Ng−êi ta gäi x¸c suÊt P(A1) lµ x¸c suÊt tiªn nghiÖm (prior probability). B©y giê

gi¶ sö r»ng, b»ng c¸ch nµo ®ã cã thÓ biÕt ®−îc m−a sÏ xuÊt hiÖn (hay kh«ng xuÊt

hiÖn), møc ®é tin t−ëng vµo kÕt luËn dù b¸o lóc nµy phô thuéc vµo mèi quan hÖ

thèng kª gi÷a nhiÖt ®é tèi thÊp vµ m−a, vµ sÏ ®−îc ®¸nh gi¸ th«ng qua x¸c suÊt cã

®iÒu kiÖn P(A1/B) vµ P(A1/B ) t−¬ng øng víi hai tr−êng hîp cã m−a (sù kiÖn B) vµ

kh«ng m−a (sù kiÖn B ). V× P(A1/B)=14/15 > P(A1) = 24/31 nªn nÕu m−a xuÊt hiÖn,

kÕt luËn dù b¸o “nhiÖt ®é tèi thÊp Tm≥0oC” cã ®é tin c©y cao h¬n. Hay nãi c¸ch

kh¸c, khi cã thªm th«ng tin m−a xuÊt hiÖn x¸c suÊt dù b¸o ®∙ bÞ thay ®æi (t¨ng

lªn). Ng−êi ta gäi x¸c suÊt nµy lµ x¸c suÊt hËu nghiÖm. ë ®©y, x¸c suÊt hËu

nghiÖm lín h¬n x¸c suÊt tiªn nghiÖm.

1.3 C«ng thøc Bernoulli vµ x¸c suÊt c¸c sù kiÖn th«ng th−êng

Bµi to¸n: Gi¶ sö tiÕn hµnh n phÐp thö ®éc lËp cïng lo¹i vµ trong cïng mét

®iÒu kiÖn nh− nhau. Mçi mét phÐp thö chØ cã 2 kÕt côc lµ A vµ A . X¸c suÊt xuÊt

hiÖn sù kiÖn A ë mçi phÐp thö kh«ng ®æi, b»ng p vµ kh«ng phô thuéc vµo chØ sè

phÐp thö. H∙y tÝnh x¸c suÊt ®Ó trong n lÇn tr¾c nghiÖm, sù kiÖn A xuÊt hiÖn k lÇn.

Gäi B lµ sù kiÖn “trong n lÇn tr¾c nghiÖm sù kiÖn A xuÊt hiÖn k lÇn”. Sù kiÖn

B cã thÓ ®−îc thùc hiÖn theo nhiÒu c¸ch kh¸c nhau: Sù kiÖn A xuÊt hiÖn trong tæ
hîp k phÐp thö bÊt kú cña n phÐp thö. Nh− vËy cã tÊt c¶ k

nC  c¸ch.

Ta cã:

X¸c suÊt xuÊt hiÖn sù kiÖn A lµ P(A) = p.

X¸c suÊt xuÊt hiÖn sù kiÖn A  lµ P(A ) = 1−p = q.

V× c¸c phÐp thö lµ ®éc lËp nªn x¸c suÊt hiÖn sù kiÖn B sÏ lµ:

P(B) = k
nC pkqn−k (1.3.1)

BiÓu thøc (1.3.1) ®−îc gäi lµ c«ng thøc Bernoulli. Trong khÝ hËu c«ng thøc

nµy th−êng ®−îc øng dông ®Ó tÝnh x¸c suÊt c¸c sù kiÖn th«ng th−êng.
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Sù kiÖn th«ng th−êng lµ sù kiÖn cã x¸c suÊt xuÊt hiÖn vµ kh«ng xuÊt hiÖn gÇn

t−¬ng ®−¬ng nhau. Bµi to¸n ®−îc ®Æt ra ë ®©y lµ h∙y tÝnh x¸c suÊt ®Ó trong n lÇn tr¾c

nghiÖm hiÖn t−îng khÝ hËu xuÊt hiÖn k lÇn. Ký hiÖu x¸c suÊt nµy lµ Pn(k), ta cã:

Pn(k) = k
nC pkqn−k. (1.3.2)

CÇn l−u ý r»ng, c«ng thøc Bernoulli chØ ®−îc ¸p dông khi x¸c suÊt xuÊt hiÖn

sù kiÖn kh«ng ®æi vµ kh«ng phô thuéc vµo sè thø tù lÇn tr¾c nghiÖm.

VÝ dô 1.3. Gi¶ sö kh¶o s¸t chuçi sè liÖu 100 n¨m tæng l−îng m−a n¨m ë tr¹m

A ng−êi ta thÊy cã 46 n¨m cã l−îng m−a v−ît qu¸ chuÈn khÝ hËu. H∙y tÝnh x¸c

suÊt ®Ó trong 10 n¨m quan tr¾c cã 1, 2, 3, 5, 7 n¨m cã l−îng m−a v−ît chuÈn khÝ

hËu.

Gäi A lµ sù kiÖn “tæng l−îng m−a n¨m v−ît qu¸ chuÈn khÝ hËu”. Sù kiÖn A cã

thÓ ®−îc xem lµ sù kiÖn th«ng th−êng bëi, vÒ ý nghÜa khÝ hËu, m−a lµ mét yÕu tè

biÕn ®æi thÊt th−êng, gi¸ trÞ tæng l−îng m−a n¨m nãi chung th−êng dao ®éng lªn

xuèng xung quanh chuÈn khÝ hËu tõ n¨m nµy sang n¨m kh¸c. X¸c suÊt sù kiÖn A

cã thÓ ®−îc −íc l−îng bëi tÇn suÊt P(A) ≈ p = 46/100 = 0.46.

Tõ ®ã, víi n = 10 (10 n¨m quan tr¾c), p = 0.46, q = 1−p=0.54, k = 1, 2, 3, 5, 7

ta cã:

P12(2)= 2
10C (0.46)2(0.54)8,     P10(3)= 3

12C (0.46)3(0.54)7,

P10(5)= 5
10C (0.46)5(0.54)5,     P10(7)= 

7
10C (0.46)7(0.46)3.

1.4. §Þnh lý Poisson vµ x¸c suÊt c¸c sù kiÖn hiÕm

C«ng thøc Bernoulli trªn ®©y chØ cho kÕt qu¶ chÝnh x¸c khi sè l−îng phÐp thö

n bÐ vµ p cµng gÇn 0.5; khi p qu¸ bÐ hoÆc qu¸ lín th× sai sè m¾c ph¶i sÏ kh¸ lín,

h¬n n÷a khi n rÊt lín viÖc tÝnh to¸n cµng trë nªn phøc t¹p. Trong tr−êng hîp nµy

ta cã thÓ ¸p dông ®Þnh lý Poisson sau ®©y:

Gi¶ sö tiÕn hµnh n phÐp thö ®éc lËp, mçi phÐp thö sù kiÖn A xuÊt hiÖn víi

x¸c suÊt P(A) = p. NÕu khi n → ∞ mµ p → 0 sao cho np = λ = const th×:

!k
e)k(Plim

k

nn

λ
= λ−

∞→
(1.4.1)

Tõ ®ã ta cã c«ng thøc xÊp xØ ®Ó tÝnh x¸c suÊt “trong n lÇn tr¾c nghiÖm sù kiÖn

A xuÊt hiÖn k lÇn”:

Pn(k) = 
!k

e
kλλ− (1.4.2)
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ë ®©y n lµ sè lÇn quan s¸t, k lµ sè lÇn xuÊt hiÖn hiÖn t−îng, p lµ x¸c suÊt

hiÖn hiÖn t−îng, λ lµ trung b×nh sè lÇn xuÊt hiÖn hiÖn t−îng. §iÒu kiÖn rµng buéc

lµ c¸c lÇn tr¾c nghiÖm ®Òu ph¶i tho¶ m∙n tiªu chuÈn Bernoulli vµ x¸c suÊt xuÊt

hiÖn hiÖn t−îng ph¶i kh¸ nhá (p << 1). Trong tr−êng hîp p kh¸ gÇn víi 1 (p ≈ 1) th×

thay cho viÖc xÐt sù kiÖn A lµ "sù kiÖn xuÊt hiÖn hiÖn t−îng" ta xÐt sù kiÖn B lµ "sù

kiÖn kh«ng xuÊt hiÖn hiÖn t−îng" (B=A ).

Trong khÝ hËu, c«ng thøc nµy th−êng ®−îc øng dông ®Ó tÝnh x¸c suÊt hiÖn sù

kiÖn hiÕm. Còng cÇn nãi r»ng, thËt khã cã thÓ ®−a ra ®−îc mét ®Þnh nghÜa chÝnh

x¸c kh¸i niÖm “sù kiÖn hiÕm”. Tuy nhiªn, ®Ó cã mét kh¸i niÖm chung nhÊt ta cã thÓ

chÊp nhËn ®Þnh nghÜa sau ®©y: “Sù kiÖn hiÕm lµ sù kiÖn cã x¸c suÊt xuÊt hiÖn rÊt

nhá so víi ®¬n vÞ”. TÝnh mËp mê trong ®Þnh nghÜa nµy lµ ë chç kh¸i niÖm “x¸c suÊt

xuÊt hiÖn rÊt nhá” kh«ng ®−îc ®Þnh l−îng ho¸ mét c¸ch cô thÓ; cã thÓ xem ®ã lµ

mét khiÕm khuyÕt buéc ng−êi sö dông ph¶i c©n nh¾c mét c¸ch kü l−ìng trªn c¬ së

nh÷ng kiÕn thøc chuyªn m«n cña m×nh. Nh− vËy, khi nghiªn cøu mét hiÖn t−îng

nµo ®ã trªn c¸c vïng ®Þa lý kh¸c nhau, cã thÓ x¶y ra tr−êng hîp ë n¬i nµy th× hiÖn

t−îng ®ang xÐt lµ hiÖn t−îng hiÕm nh−ng ë n¬i kh¸c nã l¹i kh«ng cßn lµ hiÖn t−îng

hiÕm n÷a.

VÝ dô 1.4 Gi¶ sö ë ®iÓm B trung b×nh hµng n¨m cã 2 ngµy s−¬ng muèi. TÝnh

x¸c suÊt hµng n¨m ë B cã 0, 1, 2,..., 6 ngµy cã s−¬ng muèi.

Ta thÊy hiÖn t−îng s−¬ng muèi ë ®Þa ®iÓm B lµ mét hiÖn t−îng hiÕm khi xuÊt

hiÖn (b×nh qu©n mét n¨m chØ cã 2 ngµy, λ=2). Ta lËp b¶ng tÝnh sau ®©y:

B¶ng 1.2. X¸c suÊt xuÊt hiÖn s−¬ng muèi

Sè ngµy (k) 0 1 2 3 4 5 6

Pn(k) = 
!k
2e
k

2− 0.14 0.27 0.27 0.18 0.09 0.04 0.01

Nh− vËy víi c¸c gi¸ trÞ k l©n cËn λ=2 th× x¸c suÊt Pn(k) lín ®¸ng kÓ, k cµng

nhá hoÆc cµng lín h¬n λ th× x¸c suÊt Pn(k) cµng gi¶m dÇn.

Cã thÓ nhËn thÊy ë ®©y tÝnh t−¬ng ®èi cña kh¸i niÖm “sù kiÖn hiÕm”. NÕu

quan niÖm r»ng tÊt c¶ c¸c ngµy trong n¨m ®Òu quan tr¾c s−¬ng muèi th× râ rµng

x¸c suÊt xuÊt hiÖn “hiÖn t−îng s−¬ng muèi” rÊt nhá (2/365 ≈ 0.0055). Tuy nhiªn,

nÕu t¹i ®Þa ®iÓm xÐt s−¬ng muèi chØ cã thÓ xuÊt hiÖn vµo nh÷ng ngµy chÝnh ®«ng

(tõ th¸ng 12 ®Õn th¸ng 2 n¨m sau) th× viÖc quan tr¾c s−¬ng muèi kh«ng ph¶i ®−îc

thùc hiÖn ë tÊt c¶ c¸c ngµy trong n¨m mµ chØ trong 3 th¸ng chÝnh ®«ng (90 ngµy).

Trong tr−êng hîp nµy x¸c suÊt xuÊt hiÖn hiÖn t−îng lín h¬n ®¸ng kÓ so víi tr−êng

hîp trªn (2/90 ≈ 0.02222).
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1.5 §¹i l−îng ngÉu nhiªn vµ hµm ph©n bè x¸c suÊt

Khi nghiªn cøu mét hiÖn t−îng nµo ®ã ta cÇn tiÕn hµnh c¸c phÐp thö, trong

mçi phÐp thö cã thÓ nhËn ®−îc c¸c kÕt côc kh¸c nhau. Ch¼ng h¹n, kÕt qu¶ cña mét

lÇn quan tr¾c l−îng m©y cã thÓ nhËn mét trong c¸c t×nh huèng “trêi quang”, “Ýt

m©y”, “m©y r¶i r¸c” hoÆc “nhiÒu m©y”. Nh÷ng t×nh huèng nh− vËy ®Æc tr−ng vÒ

chÊt l−îng cho phÐp thö, chóng chØ mang tÝnh chÊt ®Þnh tÝnh. §Ó ®Æc tr−ng ®Þnh

l−îng cho phÐp thö ng−êi ta ®−a vµo kh¸i hiÖm ®¹i l−îng ngÉu nhiªn.

§¹i l−îng ngÉu nhiªn lµ ®¹i l−îng mµ trong kÕt qu¶ cña phÐp thö, hay mét

lÇn thÝ nghiÖm, nã nhËn mét vµ chØ mét gi¸ trÞ tõ tËp nh÷ng gi¸ trÞ cã thÓ, gi¸ trÞ

nµy hoµn toµn kh«ng thÓ ®o¸n tr−íc ®−îc.

VÝ dô, trong tr−êng hîp quan tr¾c l−îng m©y trªn ®©y, bÇu trêi cã thÓ ®−îc

chia lµm 10 phÇn. KÕt qu¶ mçi lÇn quan tr¾c gi¸ trÞ cña l−îng m©y chØ cã thÓ nhËn

mét trong c¸c trÞ sè 0,1,...,10 (phÇn m−êi bÇu trêi) vµ ta chØ cã thÓ biÕt ®−îc gi¸ trÞ

nµy sau khi tiÕn hµnh quan tr¾c.

Ng−êi ta th−êng ký hiÖu ®¹i l−îng ngÉu nhiªn bëi c¸c ch÷ c¸i in hoa X, Y,

Z,..., cßn c¸c ch÷ c¸i in th−êng t−¬ng øng x, y, z,... ®−îc dïng ®Ó chØ c¸c gi¸ trÞ cã

thÓ cña chóng. §Æc tr−ng cã thÓ m« t¶ mét c¸ch ®Çy ®ñ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lµ

luËt ph©n bè x¸c suÊt. D¹ng tæng qu¸t cña luËt ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn

lµ hµm ph©n bè. Theo ®Þnh nghÜa, hµm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X lµ hµm

mét biÕn F(x) ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

F(x) = P(X < x) (1.5.1)

Trong ®ã P(X < x) lµ x¸c suÊt ®Ó ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n

x. Ng−êi ta cßn gäi F(x) lµ x¸c suÊt tÝch luü cña X t¹i gi¸ trÞ X=x. Hµm ph©n bè cã

c¸c tÝnh chÊt sau:

1) 0 ≤ F(x) ≤ 1

2) P(α ≤ X < β) = F(β)−F(α)

3) NÕu α < β th× F(α)≤ F(β)
4) 1)x(Flim

x
=

+∞→
 vµ 0)x(Flim

x
=

−∞→

§å thÞ hµm ph©n bè x¸c suÊt cã d¹ng nh− trªn h×nh 1.4a. Trong khÝ hËu tÝnh

chÊt 2) ®−îc øng dông ®Ó tÝnh x¸c suÊt mµ ®¹i l−îng khÝ hËu X nhËn gi¸ trÞ trong

mét kho¶ng (aj,bj) nµo ®ã khi ®∙ biÕt hµm ph©n bè F(x):

P(aj≤X<bj) = F(bj) − F(aj) (1.5.2)

Ng−êi ta cßn gäi F(aJ) vµ F(bj) lµ x¸c suÊt tÝch luü cña X t¹i aj vµ bj.

Tõ (1.5.1) vµ tÝnh chÊt 1) suy ra r»ng:
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P(X≥x) = 1 − F(x) = Φ(x) (1.5.3)

Trong khÝ hËu Φ(x) ®−îc gäi lµ suÊt b¶o ®¶m, tøc lµ x¸c suÊt ®Ó X nhËn gi¸ trÞ

v−ît qu¸ x. §å thÞ hµm suÊt b¶o ®¶m cã d¹ng nh− trªn h×nh 1.4b. NÕu cho x nhËn

mét gi¸ trÞ aj nµo ®ã th×:

Φ(aj) = P(X≥aj) (1.5.4)

Khi ®∙ biÕt ®−îc F(x) ta dÔ dµng suy ra ®−îc Φ(x), vµ nh− vËy, nÕu cho tr−íc

suÊt b¶o ®¶m Φ(x) = α nµo ®ã ta hoµn toµn cã thÓ tÝnh ®−îc xα sao cho:

Φ(xα) = P(X≥xα) = α (1.5.5)

KÕt hîp (1.5.3) vµ (1.5.5) ta còng cã thÓ tÝnh ®−îc xα, tõ F(x) vµ α:

F(xα) = P(X<xα) = 1 − α (1.5.6)

Tõ c¸c tÝnh chÊt 3) vµ 4) suy ra:

0)x(lim
x

=Φ
+∞→

 vµ 1)x(lim
x

=Φ
−∞→

(1.5.7)

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

x

F(x)
1

H×nh 1.4a Hµm ph©n bè x¸c suÊt

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

x

Φ(x
1

H×nh 1.4b Hµm suÊt b¶o ®¶m

Hµm 
dx
)x(dF)x(f =  ®−îc gäi lµ hµm mËt ®é x¸c suÊt cña X. Hµm f(x) cã c¸c tÝnh

chÊt:

1)  f(x) ≥ 0

2)  ∫
+∞

∞−

=1dx)x(f

3)  ∫
∞−

=
x

)x(Fdx)x(f

4)  ∫
β

α

β<≤α= )X(Pdx)x(f
-2.5 -1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5 3.5

x

f(x)

H×nh 1.5 Hµm mËt ®é x¸c suÊt
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1.6 Ph©n bè x¸c suÊt thùc nghiÖm

1.6.1 X©y dùng hµm ph©n bè thùc nghiÖm theo c«ng thøc kinh nghiÖm.

Gi¶ sö cã chuçi sè liÖu quan tr¾c xt = {x1, x2, ... , xn} cña biÕn khÝ hËu X. Tõ
chuçi sè liÖu nµy ta s¾p xÕp thµnh chuçi t¨ng dÇn hay cßn gäi lµ chuçi tr×nh tù

x(1)≤...≤ x(n) råi lËp chuçi xÕp h¹ng *
tx ={ *

'n
*
2

*
1 x,...,x,x }, trong ®ã *

'n
*
2

*
1 x...xx <<< . V×

trong sè n thµnh phÇn ban ®Çu cña chuçi {x1, x2, ... , xn} cã thÓ cã nh÷ng trÞ sè b»ng

nhau nªn sè thµnh phÇn cña chuçi xÕp h¹ng { *
'n

*
2

*
1 x,...,x,x } cã thÓ Ýt h¬n n (n’≤n). Sè

thø tù cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi xÕp h¹ng ®−îc gäi lµ “h¹ng” vµ cã thÓ nhËn
trÞ sè thËp ph©n. VÝ dô, sau khi s¾p xÕp chuçi ban ®Çu theo tr×nh tù t¨ng dÇn ta cã
c¸c thµnh phÇn thø 5 vµ thø 6 cã trÞ sè b»ng nhau, vËy h¹ng cña c¸c thµnh phÇn

nµy sÏ lµ (5+6)/2=5,5 vµ *
5,5x  = x(5) = x(6) (ë ®©y ký hiÖu x(t), t=1..n, lµ c¸c thµnh phÇn

cña chuçi sau khi s¾p xÕp nh−ng ch−a xÕp h¹ng).

Tõ ®ã hµm ph©n bè x¸c suÊt thùc nghiÖm cña X ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

F( *
mx ) = 

1n
m
+

(1.6.1)

n
m)x(F m =∗

(1.6.2)

55.0n
25.0m)x(F *

m +
−

= (1.6.3)

4.0n
3.0m)x(F *

m +
−

= (1.6.4)

Trong c¸c c«ng thøc trªn, *
mx  lµ gi¸ trÞ cña X ë vÞ trÝ thø m trong chuçi tr×nh

tù, m lµ sè thø tù (h¹ng) cña *
mx , n lµ dung l−îng mÉu vµ F( *

mx ) lµ tÇn suÊt tÝch

luü t¹i *
mx .

Thùc chÊt c«ng thøc (1.6.1) lµ phÐp xÊp xØ F( *
mx ) ≈ M[F( *

mx )], trong ®ã M lµ

to¸n tö lÊy kú väng. Cã nghÜa lµ trªn thùc tÕ ta ch−a biÕt ®−îc F( *
mx ) nh−ng ta cã

thÓ x¸c ®Þnh ®−îc kú väng cña nã:

M[F( *
mx )] = 

1n
m
+

Bëi vËy (1.6.1) th−êng ®−îc gäi lµ c«ng thøc kú väng.

C«ng thøc (1.6.2) ®−îc sö dông khi biÕt tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña X, tøc lµ

khi n gi¸ trÞ quan tr¾c cña chuçi ban ®Çu chøa ®ùng ®Çy ®ñ 100% l−îng th«ng tin



27

cña X. Tuy nhiªn, trªn thùc tÕ dung l−îng mÉu n cña chuçi lµ h÷u h¹n, thËm chÝ

kh¸ bÐ, do ®ã thay cho (1.6.2) th«ng th−êng ng−êi ta sö dông c¸c c«ng thøc (1.6.3)

vµ (1.6.4), trong ®ã sù sai lÖch do dung l−îng mÉu bÐ ®∙ ®−îc hiÖu chØnh.

Sau khi lùa chän ®−îc c«ng thøc thÝch hîp ta tiÕn hµnh lËp b¶ng tÝnh sau:

m 1 2 ... n’
*
mx

*
1x

*
2x ... *

'nx

F( *
mx ) F( x1

* ) F( *
2x ) .... F( *

'nx )

Trªn c¬ së ®ã hµm F(x) cã thÓ ®−îc x©y dùng b»ng mét trong hai c¸ch sau

®©y:

1) Tõ tËp c¸c cÆp gi¸ trÞ ( *
mx , F( *

mx )), m=1,2,...,n’, x¸c ®Þnh d¹ng hµm gi¶i tÝch

G(x) biÓu diÔn mèi phô thuéc hµm gi÷a F( *
mx ) vµ *

mx , sau ®ã tiÕn hµnh xÊp xØ

F(x) ≈ G(x) b»ng ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng tèi thiÓu.

2) Dùng ®å thÞ biÓu diÔn mèi phô thuéc hµm gi÷a F( *
mx ) vµ *

mx  b»ng c¸ch chän

trôc hoµnh lµ *
mx , trôc tung lµ F( *

mx ). §å thÞ ®ã chÝnh lµ sù xÊp xØ hµm F(x).

Ngoµi viÖc x¸c ®Þnh hµm ph©n bè thùc nghiÖm trªn ®©y ®«i khi ng−êi ta cßn

x©y dùng hµm suÊt b¶o ®¶m hay ®−êng cong b¶o ®¶m Φ(x). Muèn vËy, thay v× s¾p

xÕp chuçi ban ®Çu theo thø tù t¨ng dÇn ta chØ viÖc s¾p xÕp nã theo thø tù gi¶m dÇn
vµ trong c¸c c«ng thøc (1.6.1) − (1.6.4) hµm Φ( *

mx ) sÏ ®ãng vai trß cña hµm F( *
mx ).

Ph−¬ng ph¸p trªn ®©y th−êng ®−îc ¸p dông trong tr−êng hîp dung l−îng

mÉu cña chuçi t−¬ng ®èi nhá. Khi dung l−îng mÉu ®ñ lín ng−êi ta th−êng dïng

ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm.

VÝ dô 1.6.1. Sè liÖu lÞch sö nhiÖt ®é trung b×nh n¨m (X) cña mét tr¹m sau khi

®∙ s¾p xÕp theo thø tù t¨ng dÇn ®−îc tr×nh bµy trong b¶ng sau:

STT 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 22.8 22.9 23.0 23.2 23.2 23.2 23.3 23.3 23.3 23.4

STT 11 12 13 14 15 16 17 18 19

X 23.4 23.5 23.6 23.8 23.8 23.8 23.8 23.9 24.5

Tõ b¶ng sè liÖu nµy, sau khi xÕp h¹ng vµ sö dông c¸c c«ng thøc (1.6.1) − (1.6.4)

®Ó tÝnh to¸n ta cã kÕt qu¶ ®−îc tr×nh bµy trong b¶ng 1.3, trong ®ã dung l−îng mÉu n =

19. Khi so s¸nh kÕt qu¶ tÝnh theo c¸c c«ng thøc kh¸c nhau cã thÓ thÊy trÞ sè cña tÇn

suÊt tÝch luü nãi chung chªnh lÖch nhau kh«ng nhiÒu l¾m. Tuy nhiªn, nÕu dung l−îng

mÉu n cµng gi¶m th× sù sai kh¸c gi÷a chóng cã thÓ sÏ lín ®¸ng kÓ.

H×nh 1.6 dÉn ra ®å thÞ ®−êng tÇn suÊt tÝch luü øng víi c«ng thøc (1.6.1).
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B¶ng 1.3. TÇn suÊt tÝch luü tÝnh theo c¸c c«ng thøc kh¸c nhau.
*
mx m C«ng thøc tÝnh

(1.6.1) (1.6.2) (1.6.3) (1.6.4)

22.8 1 0.05 0.05 0.04 0.04

22.9 2 0.1 0.11 0.09 0.09

23.0 3 0.15 0.16 0.14 0.14

23.2 5 0.25 0.26 0.24 0.24

23.3 8 0.4 0.42 0.4 0.4

23.4 10.5 0.53 0.55 0.52 0.53

23.5 12 0.6 0.63 0.6 0.6

23.6 13 0.65 0.68 0.65 0.65

23.8 15.5 0.78 0.82 0.78 0.78

23.9 18 0.9 0.95 0.91 0.91

24.5 19 0.95 1 0.96 0.96

F(      )

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

22.5 23 23.5 24 24.5

xm
*

xm
*

H×nh 1.6 §−êng tÇn suÊt tÝch luü nhiÖt ®é trung b×nh n¨m

(tÝnh theo c«ng thøc kú väng)

1.6.2 Ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm x©y dùng hµm ph©n bè thùc nghiÖm

1.6.2.1 ChØ tiªu x¸c ®Þnh sè nhãm

Trong nghiªn cøu khÝ t−îng, khÝ hËu ng−êi ta th−êng sö dông 3 d¹ng ph©n

nhãm sau ®©y:

1) Nhãm ®Þnh l−îng sè víi cù ly c¸c nhãm b»ng nhau.

2) Nhãm ®Þnh l−îng sè víi cù ly c¸c nhãm kh«ng b»ng nhau.

3) Nhãm ®Þnh tÝnh ®−îc m« t¶ b»ng lêi.

VÝ dô sau ®©y cho ta thÊy râ ý nghÜa cña ba lo¹i nhãm trªn:
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Nhãm lo¹i 1 Nhãm lo¹i 2 Nhãm lo¹i 3

STT nhãm NhiÖt ®é TB n¨m (oC) L−îng m−a th¸ng (mm) CÊp tèc ®é giã

1 14.1−16 0−50 LÆng giã

2 16.1−18 50−70 Giã yÕu

... ... ... ...

N 28.1−30 300−350 Giã rÊt m¹nh

Tuú theo tõng ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu vµ môc ®Ých cô thÓ cña vÊn ®Ò cÇn

xem xÐt mµ lo¹i nhãm nµo sÏ ®−îc chän ®Ó sö dông cho phï hîp. Trong vÝ dô trªn,

nhiÖt ®é th−êng ®−îc chia theo nhãm lo¹i 1 (kho¶ng c¸ch c¸c nhãm ®Òu nhau),

l−îng m−a ®−îc chia theo nhãm lo¹i 2 vµ tèc ®é giã cã thÓ ®−îc chän kiÓu chia thø

3. Tuy nhiªn trong thùc tÕ cã thÓ x¶y ra tr−êng hîp ®Ó tiÖn tÝnh to¸n trªn m¸y tÝnh

®iÖn tö ng−êi ta chØ sö dông c¸ch chia nhãm lo¹i 1. Khi ®ã ®èi víi yÕu tè tèc ®é giã

ng−êi ta cã thÓ ph©n kho¶ng t−¬ng øng víi c¸c qui −íc “giã yÕu”, “giã m¹nh”,...

Sè l−îng nhãm ®−îc chia nãi chung phô thuéc vµo dung l−îng mÉu. Ng−êi ta
th−êng sö dông c¸c chØ tiªu sau ®©y ®Ó x¸c ®Þnh sè nhãm sÏ chia:

1) N ≈ 5lgn (1.6.5)

2) N ≈ 
nlg222.31

xx minmax
+

−
(1.6.6)

Trong ®ã N lµ sè nhãm, lgn lµ l«garit c¬ sè 10 cña n, xmax, xmin lµ gi¸ trÞ lín
nhÊt vµ nhá nhÊt cña chuçi sè liÖu.

VÝ dô 1.6.2. Víi c¸c dung l−îng mÉu kh¸c nhau khi sö dông chØ tiªu (1.6.5) ta
nhËn ®−îc sè nhãm t−¬ng øng nh− sau:

Dung l−îng mÉu (n) 50 100 500 1000 10000

Sè nhãm ®−îc chia (N) 8 10 13 15 20

NhiÒu khi thay cho c¸c c¸ch ph©n nhãm trªn ®©y ng−êi ta cßn sö dông mét sè
c¸ch ph©n nhãm kh¸c:

1) Ph©n nhãm theo gi¸ trÞ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh σ:

(−∞; x −3σ), ( x −3σ; x −2σ), ( x −2σ; x −σ), ( x −σ; x ),

( x ; x +σ), ( x +σ; x +2σ), ( x +2σ; x +3σ), ( x +3σ; +∞).

Theo c¸ch nµy sè nhãm ®−îc chia cã tÊt c¶ lµ 8 nhãm.

2) Còng t−¬ng tù nh− trªn nh−ng kho¶ng c¸ch nhãm ®−îc tÝnh theo 0.5σ. Trong
tr−êng hîp nµy ta cã tÊt c¶ 14 nhãm:

(−∞; x −3σ), ( x −3σ; x −2.5σ),...,   ( x +2.5σ; x +3σ), ( x +3σ;+∞)

Ngoµi ra cßn cã mét sè c¸ch ph©n nhãm kh¸c nh−ng kh«ng ®−îc sö dông phæ
biÕn.
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I.6.2.2 TÇn sè, tÇn suÊt, tÇn suÊt tÝch luü

Gi¶ sö ta cã chuçi sè liÖu {xt, t=1,2,...,n}. Chuçi ®−îc chia thµnh N nhãm

(N<n):

{(a1,b1), (a2,b2),..., (aN,bN)}={(aj,bj), j=1..N},

trong ®ã bj=aj+1 vµ a1≤min{xt, t=1..n}, bN>max{xt, t=1..n}. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t

ta gi¶ thiÕt r»ng c¸c nhãm cã cù ly b»ng nhau vµ b»ng ∆x=bj−aj.

Ta gäi tÇn sè cña nhãm thø j lµ sè thµnh phÇn cña chuçi tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

aj≤xt<bj vµ ký hiÖu b»ng mj. Khi ®ã tÇn suÊt pj cña nhãm thø j ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

n
m

p j
j = (1.6.7)

hoÆc d−íi d¹ng %:                       
n
m

p j
j = .100% (1.6.7’)

Tû sè 
x
p j

j ∆
=ω  ®−îc gäi lµ mËt ®é x¸c suÊt øng víi nhãm thø j.

Râ rµng ta cã c¸c quan hÖ sau:

nm
N

1j
j =∑

=
, 1p
N

1j
j =∑

=
   vµ 1x

N

1j
j =∆ω∑

=
(1.6.8)

NÕu ∆x=1 th× ωj=pj cã thÓ nhËn thÊy r»ng hÖ thøc cuèi cïng trong (1.6.8)

t−¬ng ®−¬ng víi tÝnh chÊt 2) cña hµm mËt ®é ®∙ ®−îc tr×nh bµy trªn ®©y.

Trong øng dông thùc hµnh ng−êi ta th−êng biÓu diÔn b»ng ®å thÞ ®−êng tÇn

sè hoÆc biÓu ®å tÇn suÊt lªn mÆt ph¼ng to¹ ®é víi trôc tung lµ tÇn sè mj (h×nh 1.7)

hoÆc tÇn suÊt pj (h×nh 1.8) cßn trôc hoµnh lµ gi¸ trÞ c¸c nhãm cña x. §−êng tÇn

suÊt ®−îc x©y dùng trªn c¬ së biÓu ®å tÇn suÊt. §−êng tÇn suÊt ®−îc vÏ sao cho

tr¬n tru vµ ph¶i cè g¾ng ®i s¸t c¸c trung ®iÓm phÝa trªn cña c¸c cét biÓu ®å tÇn

suÊt.

NÕu trôc tung lµ ωj th× ®å thÞ nhËn ®−îc lµ ®−êng biÓu diÔn hµm mËt ®é x¸c

suÊt thùc nghiÖm.

TÇn suÊt tÝch luü Fj lµ ®¹i l−îng ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

∑
=

=
j

1i
ij pF ≡ P(xt < bj), (j=1,2,...,N) (1.6.9)

Tõ ®ã ta cã: F1=p1, F2=p1+p2,..., FN=1. Hay Fj = P(xt<bj), j=1..N.
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Trªn c¬ së ®ã, tÇn suÊt tÝch luü còng cã thÓ biÓu diÔn lªn biÓu ®å ®Ó tõ ®ã x©y

dùng ®å thÞ (h×nh 1.9). §å thÞ tÇn suÊt tÝch luü ®−îc vÏ sao cho tr¬n tru vµ ®i qua

giíi h¹n trªn c¸c nhãm.

Nh− vËy, khi ∆x=1 th× ®−êng tÇn suÊt chÝnh lµ −íc l−îng cña hµm mËt ®é cßn

®−êng tÇn suÊt tÝch luü lµ −íc l−îng cña hµm ph©n bè x¸c suÊt. Ta sÏ gäi ®−êng

tÇn suÊt tÝch luü lµ ph©n bè x¸c suÊt thùc nghiÖm vµ cã thÓ biÓu diÔn nã d−íi d¹ng:

F(x) = 










1
n
m
0 NÕu x ≤ min{xt, t=1..n}

NÕu cã m phÇn tö trong mÉu bÐ
h¬n x
NÕu x > max{xt, t=1..n}

Tõ c¸c gi¸ trÞ tÇn sè nhãm tÝnh to¸n theo (1.6.7) hoÆc (1.6.7’), suÊt b¶o ®¶m sÏ

®−îc x¸c ®Þnh nh− sau:

)N,1j(,p
N

ji
ij ==Φ ∑

=
(1.6.10)

C¨n cø vµo kÕt qu¶ tÝnh to¸n nµy, ta sÏ x©y dùng ®−îc ®−êng cong b¶o ®¶m

(h×nh 1.10) vµ qua ®ã cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc trÞ sè cña ®¹i l−îng khÝ hËu xΦj øng víi

c¸c suÊt b¶o ®¶m Φj kh¸c nhau:

P(x≥ xΦj)= Φj (1.6.11)
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H×nh 1.7 §−êng tÇn sè
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H×nh 1.9 §−êng tÇn suÊt tÝch luü
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H×nh 1.10 §−êng suÊt b¶o ®¶m

VÝ dô 1.6.3 Tõ chuçi sè liÖu l−îng m−a th¸ng 2 cña mét tr¹m, sau khi tiÕn

hµnh kh¶o s¸t s¬ bé ta cã: n = 97 (n¨m), xmin = 1.4 (mm), xmax = 95.0 (mm). Sö dông
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c«ng thøc ph©n nhãm (1.6.5) ta ®−îc sè nhãm cÇn chia lµ N = 5lg(97)≈10 (nhãm).

Nh− vËy cã thÓ chän giíi h¹n d−íi a1=0 vµ bN=100. §Ó ®¬n gi¶n khi tÝnh to¸n cù ly

nhãm ®−îc xem lµ kh«ng ®æi vµ b»ng 10. KÕt qu¶ tÝnh to¸n tr×nh bµy trong b¶ng

1.4.

B¶ng 1.4 TÇn suÊt tÝch luü l−îng m−a tÝnh theo ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm

j aj bj mj Σmj Fj

0 0 0 0 0

1 0 10 20 20 0.21

2 10 20 26 46 0.47

3 20 30 23 69 0.71

4 30 40 8 77 0.79

5 40 50 8 85 0.88

6 50 60 4 89 0.92

7 60 70 5 94 0.97

8 70 80 1 95 0.98

9 80 90 1 96 0.99

10 90 100 1 97 1

§å thÞ hµm ph©n bè thùc nghiÖm ®−îc tr×nh bµy trªn h×nh 1.11. Tõ ®ã, ta cã

thÓ tÝnh:

− X¸c suÊt ®Ó l−îng m−a th¸ng 2 (X) nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng (aj,bj)

− SuÊt b¶o ®¶m mµ l−îng m−a th¸ng 2 v−ît qu¸ gi¸ trÞ aj

− Gi¸ trÞ cña l−îng m−a th¸ng 2 øng víi suÊt b¶o ®¶m Φj cho tr−íc.

VÝ dô: Víi aj =  30 (mm), bj = 50 (mm), Φj = 20 (%), ®Ó tÝnh x¸c suÊt mµ X

nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng (aj,bj): P(aj≤X<bj) = P(30≤ X<50), ta tiÕn hµnh b»ng c¸ch

sau ®©y:

Trªn trôc hoµnh lÊy c¸c ®iÓm t−¬ng øng víi c¸c  gi¸ trÞ cña x b»ng 30 vµ 50
(mm); tõ c¸c ®iÓm nµy kÎ song song víi trôc tung cho ®Õn khi c¾t ®å thÞ F(x) th× kÎ
song song víi trôc hoµnh. C¸c ®−êng nµy c¾t trôc tung t¹i c¸c ®iÓm t−¬ng øng víi
c¸c gi¸ trÞ cña F(30), F(50). HiÖu cña chóng chÝnh lµ x¸c suÊt ®Ó X nhËn gi¸ trÞ
trong kho¶ng (30;50):

P(30;50)=P(30 ≤ X < 50)=F(50)−F(30) ≈ 0.876−0.711=0.165 =16.5%

ViÖc x¸c ®Þnh suÊt b¶o ®¶m còng t−¬ng tù nh− vËy. Ta cã:

Φ(30) = P(X≥30) ≈ 1−0.711=0.289 = 28.9%

Trong tr−êng hîp nµy, nÕu thay v× x©y dùng ®−êng cong ph©n bè trªn ®©y ta
cã ®−êng cong b¶o ®¶m th× vÊn ®Ò trë nªn ®¬n gi¶n h¬n.
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§Ó tÝnh xΦj ta h∙y chän mét ®iÓm trªn trôc tung mµ ë ®ã gi¸ trÞ cña F(x)=1−Φj

råi kÎ song song víi trôc hoµnh cho ®Õn khi c¾t ®å thÞ F(x) th× kÎ song song víi trôc
tung. Gi¸ trÞ ®äc ®−îc trªn trôc hoµnh t¹i ®iÓm c¾t chÝnh lµ xΦj ph¶i t×m. VËy,
l−îng m−a øng víi suÊt b¶o ®¶m Φ=20% sÏ lµ:

x80 = x(Φ=20%) = x(F=80%) ≈ 40 mm

Chó ý r»ng, nÕu hµm ph©n bè F(x) ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng gi¶i tÝch th× c¸c
®Æc tr−ng trªn ®©y sÏ ®−îc tÝnh theo c¸c c«ng thøc (1.5.2), (1.5.3) vµ (1.5.5) ®∙ nªu.

H×nh 1.11 Hµm ph©n bè thùc nghiÖm l−îng m−a th¸ng 2

1.6.2.3 Ph©n bè tÇn suÊt c¸c ®¹i l−îng vect¬

C¸c kh¸i niÖm tÇn suÊt ®∙ ®−îc tr×nh bµy trªn ®©y nãi chung th−êng ®−îc ¸p

dông ®èi víi nh÷ng ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu lµ nh÷ng ®¹i l−îng v« h−íng nh−

nhiÖt ®é, l−îng m−a,... Tuy nhiªn, trong nghiªn cøu khÝ hËu, nhiÒu khi ng−êi ta

cßn xÐt c¸c ®¹i l−îng vect¬ nh− vËn tèc giã (gåm tèc ®é vµ h−íng), hoÆc c¸c ®¹i

l−îng v« h−íng biÕn ®æi theo thêi gian (mïa, th¸ng) ®−îc biÓu diÔn nh− lµ nh÷ng

®¹i l−îng vect¬. Trong tr−êng hîp nµy kh¸i niÖm tÇn suÊt ®−îc më réng cho kh«ng

gian nhiÒu chiÒu. Ch¼ng h¹n, tÇn suÊt vËn tèc giã sÏ ®−îc xÐt trong kh«ng gian hai

chiÒu, mét chiÒu lµ h−íng giã vµ mét chiÒu lµ tèc ®é giã. §Ó tiÖn tr×nh bµy ta h∙y

xÐt vÝ dô sau ®©y.

Gi¶ sö ®Ó nghiªn cøu ®Æc tr−ng vËn tèc giã cña mét ®Þa ®iÓm nµo ®ã ta sÏ tiÕn

hµnh thèng kª sè liÖu khÝ hËu vÒ ®Æc tr−ng nµy b»ng c¸ch lËp b¶ng ph©n bè tÇn sè

xuÊt hiÖn tèc ®é giã theo ç c h−íng. Gi¶ sö sè tr−êng hîp (dung l−îng mÉu) ®−îc nghiªn

cøu b»ng 445. T−¬ng øng víi mçi cÊp tèc ®é giã vµ h−íng giã ta cã mét gi¸ trÞ tÇn

sè xuÊt hiÖn (b¶ng 1.5). Ch¼ng h¹n, tÇn sè xuÊt hiÖn giã h−íng B¾c (N) ë cÊp tõ

2.1−4 m/s lµ 16.

Tõ b¶ng sè liÖu nµy ta thµnh lËp b¶ng ph©n bè tÇn suÊt (b¶ng 1.6) theo

nguyªn t¾c lÊy gi¸ trÞ c¸c « trong b¶ng 1.5 (sè tr−êng hîp − tÇn sè) chia cho tæng sè

tr−êng hîp (445).
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B¶ng 1.5 Ph©n bè tèc ®é giã theo c¸c h−íng

Kho¶ng tèc

®é H−íng giã Tæng

Giã (m/s) S SW W NW N NE E SE

0−2.0 0 0 2 0 1 0 1 0 4

2.1−4 6 8 2 0 16 13 17 2 64

4.1−6 11 12 5 4 16 8 15 7 78

6.1−8 11 16 10 14 21 7 6 2 87

8.1−10 5 8 9 22 8 1 5 5 63

... .... .... .... .... .... .... .... .... ....

Tæng 35 51 50 138 76 29 47 19 445

B¶ng 1.6 B¶ng ph©n bè tÇn suÊt (%) tèc ®é giã theo c¸c h−íng

Kho¶ng tèc

®é giã

H−íng giã Tæng

(m/s) S SW W NW N NE E SE

0−2.0 0.0 0.0 0.4 0.0 0.2 0.0 0.2 0.0 0.9

2.1−4 1.3 1.8 0.4 0.0 3.6 2.9 3.8 0.4 14.4

4.1−6 2.5 2.7 1.1 0.9 3.6 1.8 3.4 1.6 17.5

6.1−8 2.5 3.6 2.2 3.1 4.7 1.6 1.3 0.4 19.6

8.1−10 1.1 1.8 2.0 4.9 1.8 0.2 1.1 1.1 14.2

...

Tæng 7.9 11.5 11.2 31.0 17.1 6.5 10.6 4.3 100.0

ViÖc biÓu diÔn h×nh häc ph©n bè tÇn suÊt cã thÓ ®−îc thùc hiÖn theo nhiÒu

c¸ch. Mét trong nh÷ng c¸ch ®ã lµ sö dông mÆt to¹ ®é cùc, rÊt phï hîp ®èi víi ®¹i

l−îng vËn tèc giã:

Trªn 8 b¸n trôc biÓu diÔn 8 h−íng giã, chia thang ®é ®o øng víi c¸c cÊp tèc ®é

giã kh¸c nhau, vÝ dô c¸c v¹ch chia øng víi 0−2 m/s, 2.1−4 m/s,... T¹i mçi mét ®iÓm

®¹i diÖn cho c¸c cÊp tèc ®é trªn c¸c h−íng ta ®iÒn gi¸ trÞ tÇn suÊt tèc ®é giã t−¬ng

øng ®−îc cho trong b¶ng 1.6. Sau ®ã vÏ c¸c ®−êng ®¼ng tÇn suÊt (h×nh 1.12).

Trong tr−êng hîp c¸c cÊp tèc ®é giã ®−îc chia theo kiÓu nhãm ®Þnh tÝnh (giã

yÕu, giã m¹nh,...) ta còng cã thÓ tiÕn hµnh tÝnh tÇn suÊt theo c¸ch t−¬ng tù nh−

trªn. Nh−ng khi biÓu diÔn h×nh häc, ®Ó ®¬n gi¶n ng−êi ta chän ký hiÖu cho c¸c cÊp

tèc ®é giã t−¬ng øng. VÝ dô, tõ sè liÖu trong b¶ng 1.6 ta sÏ chän biÓu diÔn nÐt m¶nh

cho cÊp giã yÕu (≤4m/s), nÐt ®Ëm võa øng víi cÊp giã trung b×nh (4−10m/s) vµ nÐt

®Ëm cho cÊp giã m¹nh (>10m/s). MÆt kh¸c, trªn c¸c b¸n trôc biÓu diÔn h−íng giã,

thang chia ®é ®−îc chia theo tÇn suÊt, vÝ dô c¸c vßng trßn ®ång t©m cã b¸n kÝnh

c¸ch nhau mét kho¶ng øng víi møc tÇn suÊt 10%. Sau ®ã c¨n cø vµo c¸c gi¸ trÞ tÇn
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suÊt ®∙ tÝnh to¸n ta dÔ dµng tiÕn hµnh vÏ "hoa giã". H×nh 1.13 minh ho¹ cho

tr−êng hîp biÓu diÔn nµy, trong ®ã cÊp tèc ®é giã ®−îc biÓu thÞ bëi c¸c thanh ®Ëm

nh¹t kh¸c nhau, cßn ®é dµi c¸c thanh chØ gi¸ trÞ tÇn suÊt t−¬ng øng.

N

S
SESW

NW NE

EW

4m/s

10m/s

H×nh 1.12 TÇn suÊt tèc ®é giã

N
NE

SE

  EW

SW

NW

S

H×nh 1.13 Hoa giã

Víi c¸c ®¹i l−îng khÝ hËu v« h−íng nh− nhiÖt ®é, l−îng m−a,... xÐt theo sù

biÕn thiªn cña thêi gian (th¸ng, mïa), viÖc biÓu diÔn sù ph©n bè tÇn suÊt còng

®−îc tiÕn hµnh mét c¸ch t−¬ng tù, tuy nhiªn yÕu tè thêi gian sÏ thay cho h−íng giã

trong tr−êng hîp trªn ®©y. H¬n n÷a, khi biÓu diÔn h×nh häc, thay cho hÖ to¹ ®é cùc,

ta sÏ dïng hÖ to¹ ®é vu«ng gãc.

H×nh 1.14 dÉn ra mét vÝ dô vÒ c¸ch biÓu diÔn tÇn suÊt nhiÖt ®é tèi cao th¸ng

trªn hÖ to¹ ®é vu«ng gãc. ë ®©y, trôc hoµnh biÓu thÞ c¸c th¸ng trong n¨m, cßn trôc

tung lµ gi¸ trÞ nhiÖt ®é tèi cao th¸ng. C¸c ®−êng ®¼ng trÞ trªn h×nh vÏ t−¬ng øng

víi c¸c møc x¸c suÊt (tÇn suÊt) c¸ch nhau 10%, ngo¹i trõ ®−êng 5%. C¸ch biÓu diÔn

nµy cã thÓ cho ta mét bøc tranh kh¸i qu¸t vÒ ph©n bè nhiÖt ®é tèi cao trong n¨m.

Ch¼ng h¹n, víi møc x¸c suÊt trªn 50%, trong c¸c th¸ng 5,6,7,8 nhiÖt ®é tèi cao

trung b×nh cã thÓ ®¹t tíi 38 − 390C.

1.7 Ph©n bè Gumbell vµ c¸c ®¹i l−îng khÝ hËu cùc trÞ

Trong nghiªn cøu khÝ hËu nhiÒu khi ng−êi ta th−êng quan t©m ®Õn c¸c ®Æc

tr−ng cña c¸c ®¹i l−îng khÝ hËu cùc trÞ − cùc ®¹i vµ cùc tiÓu. Kh¸i niÖm cùc trÞ ë

®©y ®−îc hiÓu theo nghÜa lµ gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá nhÊt trong mét kho¶ng thêi

gian quan tr¾c nµo ®ã. Ch¼ng h¹n nhiÖt ®é lín nhÊt (nhá nhÊt) trong mét ngµy,

mét th¸ng hoÆc mét n¨m. TËp hîp c¸c gi¸ trÞ nµy lËp thµnh mét kh«ng gian mÉu.

Lý thuyÕt vÒ ph©n bè cña c¸c ®¹i l−îng cùc trÞ ®∙ chØ ra r»ng, nÕu c¸c quan tr¾c lµ

®éc lËp vµ cã cïng ph©n bè x¸c suÊt F(x)=P(xi<x), i=1..n, th× ph©n bè x¸c suÊt cña

c¸c ®¹i l−îng cùc trÞ sÏ cã d¹ng sau:
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− §èi víi c¸c ®¹i l−îng cùc ®¹i: P{x(n)<x}=[F(x)]n

− §èi víi c¸c ®¹i l−îng cùc tiÓu: P{x(n)<x}=1−[1−F(x)]n,

ë ®©y, n lµ dung l−îng mÉu.
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T

H×nh 1.14 Ph©n bè tÇn suÊt nhiÖt ®é tèi cao th¸ng

N¨m 1928, Fisher vµ Tippett ®∙ t×m ra 3 d¹ng ph©n bè cã thÓ ¸p dông cho bÊt

kú ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cùc trÞ X nµo sau ®©y:

D¹ng I: F(y)=Exp(−e−y), (1.7.1)

D¹ng II: F(y)= Exp(−y−δ) (1.7.2)

D¹ng III: F(y) = Exp(−(−yδ)) (1.7.3)

Trong ®ã d¹ng I lµ ph©n bè giíi h¹n cña d¹ng II vµ d¹ng III vµ ®∙ ®−îc
Gumbell (1958) kh¶o s¸t mét c¸ch tØ mØ, nªn nã mang tªn gäi lµ ph©n bè Gumbell.

Ph©n bè Gumbell (hay ph©n bè Fisher − Tippett d¹ng I) ®−îc øng dông hÕt
søc réng r∙i trong khÝ hËu. Hµm phÊn bè (1.7.1) lµ hµm cña biÕn chuÈn ho¸ y:

 577.0)xx(
s
283.1y
x

+−=  (1.7.4)

víi ( )∑
=

−
−

=
n

1i

2
ix xx

1n
1s ,  ∑

=
=

n

1i
ixn

1x

x lµ biÕn ngÉu nhiªn nhËn gi¸ trÞ cùc trÞ cña X, xi lµ nh÷ng gi¸ trÞ mÉu cña x.

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng, khi dung l−îng mÉu n → ∞ th×:

M[y] = y = 0.57721, vµ ®−îc gäi lµ h»ng sè Euler,
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6
]y[D

2
2
z

π
=σ= , tõ ®ã σy = 1.28254.

Nh− vËy, c¸c h»ng sè trong (1.7.4) chÝnh lµ kú väng vµ ®é lÖch b×nh ph−¬ng

trung b×nh cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn y.

Th«ng th−êng ph©n bè Gumbell ®−îc dïng ®Ó tÝnh c¸c gi¸ trÞ cùc ®¹i hoÆc cùc

tiÓu cña ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu. X¸c suÊt ®Ó ®¹i l−îng khÝ hËu cùc ®¹i x nhËn gi¸

trÞ v−ît qu¸ mét gi¸ trÞ x0 nµo dã ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

pM = P(x≥xo) = 1−Exp(−e−y) (1.7.5)

Vµ x¸c suÊt ®Ó ®¹i l−îng khÝ hËu cùc tiÓu x nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n xo sÏ lµ:

pm = P(x<xo) = Exp(−e−y) (1.7.6)

1.8 Thêi gian lÆp l¹i hiÖn t−îng.

Thêi gian lÆp l¹i hiÖn t−îng (ký hiÖu b»ng T) lµ kho¶ng thêi gian cÇn thiÕt ®Ó

hiÖn t−îng cã thÓ xuÊt hiÖn trë l¹i sau khi ®∙ xuÊt hiÖn. Trong khÝ hËu, tuú theo

c¸c kh¸i niÖm x¸c suÊt ®−îc dïng mµ thêi gian lÆp l¹i T cã nh÷ng ý nghÜa kh¸c

nhau:

• NÕu p lµ tÇn suÊt xuÊt hiÖn hiÖn t−îng khÝ hËu A nµo ®ã th×:

p
1T = (1.8.1)

lµ kho¶ng thêi gian cÇn thiÕt ®Ó lÆp l¹i hiÖn t−îng A.

• NÕu P(aj,bj) lµ x¸c suÊt c¸c kho¶ng trÞ sè th× T lµ thêi gian cÇn thiÕt ®Ó ®¹i

l−îng khÝ hËu X nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng (aj,bj):

T = 
)b,a(P

1

jj
(1.8.2)

• NÕu kh¸i niÖm x¸c suÊt lµ suÊt b¶o ®¶m Φ(aj) th× T lµ thêi gian cÇn thiÕt ®Ó ®¹i

l−îng khÝ hËu X nhËn gi¸ trÞ kh«ng nhá h¬n aj:

T = ( )ja
1

φ
(1.8.3)

Nãi chung cã thÓ hiÓu T lµ chu kú lÆp l¹i cña hiÖn t−îng khÝ hËu. CÇn chó ý

r»ng:

− Nãi chung c¸c thµnh phÇn kÕ cËn cña chuçi sè liÖu khÝ hËu th−êng c¸ch nhau

mét n¨m nªn ®¬n vÞ ®o cña T lµ n¨m.

− Gi¸ trÞ cña T ®−îc xÐt trªn ph−¬ng diÖn thèng kª, do ®ã kh«ng nhÊt thiÕt lµ cø T

n¨m hiÖn t−îng t−¬ng øng ®Òu ph¶i x¶y ra.
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VÝ dô 1.8 SuÊt b¶o ®¶m ®Ó nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng 7 ë mét ®Þa ®iÓm v−ît

qu¸ 32oC lµ 0.04, tøc lµ Φ(32) = P(t ≥ 32) = 0.04. VËy T = 1/0.04 = 25 (n¨m). ë ®©y t

lµ nhiÖt ®é, T lµ thêi gian lÆp l¹i. Gi¸ trÞ T = 25 n¨m cã nghÜa lµ nÕu hiÖn t−îng

t≥32 ®∙ xuÊt hiÖn th× nã cã thÓ lÆp l¹i sau 25 n¨m n÷a. Tuy nhiªn kh«ng nhÊt thiÕt

®óng 25 n¨m sau hiÖn t−îng míi xuÊt hiÖn trë l¹i.

1.9. Mét sè bµi to¸n vÒ c¸c ®¹i l−îng cùc trÞ

Bµi to¸n 1.9.1. Gi¶ sö x lµ ®¹i l−îng khÝ hËu cùc ®¹i cã trung b×nh sè häc

b»ng x  vµ ®é lÖch chuÈn b»ng sx. H∙y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ xo mµ x cã thÓ v−ît qu¸ nã

øng víi chu kú lÆp l¹i b»ng T cho tr−íc.

Gi¶i:

X¸c suÊt ®Ó x nhËn gi¸ trÞ v−ît qu¸ xo ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc (1.7.5).

T−¬ng øng víi x¸c suÊt nµy ta cã chu kú lÆp l¹i lµ T = 1/pM. V× T cho tr−íc nªn pM =

1/T. Ta cã:

T
1

= 1−Exp(−e−y) ⇒ Exp(−e−y) = 
T
1T −

LÊy l«garit hai lÇn vµ chó ý ®Õn dÊu cña biÓu thøc ta nhËn ®−îc:

y = −ln(ln(
1T

T
−

))

Thay gi¸ trÞ cña biÓu thøc 577.0)xx(
s
283.1y
x

+−=  vµo vµ thùc hiÖn mét vµi

phÐp biÕn ®æi ®¬n gi¶n, cuèi cïng ta cã:

xo = x  +
283.1
sx (−ln(ln(

1T
T
−

))−0.577) (1.9.1)

 VÝ dô 1.9.1 NhiÖt ®é tèi cao tuyÖt ®èi ë mét ®Þa ®iÓm trung b×nh lµ tx=40.0oC

vµ ®é lÖch chuÈn lµ st=1.0oC. H∙y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhiÖt ®é tèi cao tuyÖt ®èi Txo ë

®©y øng víi c¸c chu kú lÆp l¹i T b»ng 10, 20, 30, 50, 100, 150 n¨m.

Sö dông c«ng thøc (1.9.1) ta ®−îc kÕt qu¶ tÝnh sau:

B¶ng 1.7 NhiÖt ®é tèi cao tuyÖt ®èi øng víi c¸c chu kú lÆp l¹i

T (n¨m) 10 20 30 50 100 150

Txo (
oC) 41.3 41.9 42.2 42.6 43.1 43.5

Cã thÓ nhËn thÊy r»ng, khi chu kú lÆp l¹i T t¨ng lªn th× gi¸ trÞ Txo còng t¨ng

lªn. Tuy nhiªn sù t¨ng lªn cña Txo lµ cã giíi h¹n.



39

Bµi to¸n 1.9.2. Gi¶ sö x lµ mét ®¹i l−îng khÝ hËu cùc tiÓu cã trung b×nh sè häc

b»ng x  vµ ®é lÖch chuÈn b»ng sx. H∙y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ x0 mµ x nhá h¬n nã øng víi

chu kú lÆp l¹i b»ng T cho tr−íc.

Gi¶i:

X¸c suÊt ®Ó x nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n x0 ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc (1.7.6).

T−¬ng øng víi x¸c suÊt nµy ta cã chu kú lÆp l¹i T =1/pm. V× T cho tr−íc nªn pm =

1/T. Ta cã:

)e(Exp
T
1 y−−=

LÊy l«garit haio lÇn vµ chó ý ®Õn dÊu cña biÓu thøc ta nhËn ®−îc:

y = −ln(ln(T))

Thay gi¸ trÞ cña biÓu thøc 577.0xx
s
283.1y

_

0
x

+







−=  vµo vµ thùc hiÖn mét vµi

phÐp biÕn ®æi ®¬n gi¶n, cuèi cïng ta cã:

)577.0)T(ln(ln(
283.1
sxx x

_

0 +−= (1.9.2)

VÝ dô 1.9.2. NhiÖt ®é tèi thÊp tuyÖt ®èi ë mét ®Þa ®iÓm trung b×nh lµ tm=150C

vµ ®é lÖch chuÈn b»ng 20C. H∙y x¸c ®Þnh nhiÖt ®é tèi thÊp tuyÖt ®èi tm0 cña ®Þa

®iÓm nµy øng víi c¸c chu kú lÆp l¹i T b»ng 10, 20, 30, 50, 100 vµ 150 n¨m.

Sö dông c«ng thøc (1.9.2) ta cã kÕt qu¶ tÝnh to¸n sau:

B¶ng 1.8 NhiÖt ®é tèi thÊp tuyÖt ®èi øng víi c¸c chu kú lÆp l¹i

T (n¨m) 10 20 30 50 100 150

tm0(
0C) 12.8 12.4 12.2 12.0 11.7 11.6

Còng t−¬ng tù nh− tr−êng hîp nhiÖt ®é cùc ®¹i, ë ®©y khi T cµng t¨ng th× tm0

cµng gi¶m, nh−ng møc ®é suy gi¶m chËm dÇn vµ cã giíi h¹n nhÊt ®Þnh.

Bµi to¸n 1.9.3. Gi¶ sö ®¹i l−îng khÝ hËu cùc ®¹i x cã trung b×nh sè häc b»ng

x  vµ ®é lÖch chuÈn b»ng sx. H∙y x¸c ®Þnh thêi gian cÇn thiÕt T ®Ó x nhËn gi¸ trÞ

v−ît qu¸ gi¸ trÞ xo cho tr−íc.

Gi¶i:

Thêi gian cÇn thiÕt ®Ó ®¹i l−îng khÝ hËu cùc ®¹i x nhËn gi¸ trÞ v−ît qu¸ xo cho

tr−íc chÝnh lµ chu kú lÆp l¹i T. Ta cã:

T = 
)e(Exp1

1
p
1

y
M

−−−
=  víi 577.0)xx(

s
283.1y o
x

+−= (1.9.3)

VÝ dô 1.9.3. NhiÖt ®é kh«ng khÝ tèi cao tuyÖt ®èi ë mét ®Þa ®iÓm trung b×nh

b»ng 40.00C vµ ®é lÖch chuÈn b»ng 10C. Hái sau bao nhiªu n¨m míi cã mét lÇn x¶y



40

ra hiÖn t−îng nhiÖt ®é tèi cao tuyÖt ®èi ë ®©y v−ît qu¸ 40.50C, 41.00C, 41.50C,

42.00C, 42.50C, 43.50C.

Sö dông c«ng thøc (1.9.3) ta cã kÕt qu¶ tÝnh sau:

B¶ng 1.9 Chu kú lÆp l¹i øng víi c¸c trÞ sè nhiÖt ®é cùc ®¹i tuyÖt ®èi

tm0(
0C) 40 40.5 41 41.5 42 42.5 43 43.5

T(n¨m) 2 4 7 13 24 45 84 159

Ta l¹i thÊy r»ng, còng víi nh÷ng trÞ sè chªnh lÖch nh− nhau (0.50C) cña

nhiÖt ®é tèi cao tuyÖt ®èi, nh−ng khi gi¸ trÞ nhiÖt ®é cµng thÊp th× sù kh¸c biÖt cña

kho¶ng thêi gian lÆp l¹i cµng bÐ h¬n rÊt nhiÒu lÇn so víi khi gi¸ trÞ nhiÖt ®é cao.

Bµi to¸n 1.9.4. Gi¶i sö x lµ ®¹i l−îng khÝ hËu cùc tiÓu cã trung b×nh sè häc

b»ng x  vµ ®é lÖch chuÈn b»ng sx. H∙y x¸c ®Þnh thêi gian cÇn thiÕt T ®Ó x nhËn gi¸

trÞ nhá h¬n gi¸ trÞ x0 cho tr−íc.

Gi¶i:

Thêi gian cÇn thiÕt ®Ó ®¹i l−îng khÝ hËu cùc tiÓu x nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n x0

cho tr−íc chÝnh lµ chu kú lÆp l¹i T. Ta cã:

)e(Exp
1

p
1T y
m

−−
==  víi  577.0)xx(

s
283.1y

_

0
x

+−= (1.9.4)

1.10 To¸n ®å x¸c suÊt

Mét trong nh÷ng nhiÖm vô quan träng cña nghiªn cøu khÝ hËu lµ x¸c ®Þnh

qui luËt biÕn ®æi theo kh«ng gian vµ thêi gian cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu.

Khi nghiªn cøu qui luËt biÕn ®æi theo kh«ng gian chóng ta kh«ng chØ sö dông sè

liÖu ë mét tr¹m mµ ë nhiÒu tr¹m kh¸c nhau, tøc lµ ta cÇn xÐt ®ång thêi nhiÒu

chuçi sè liÖu. MÆt kh¸c, nÕu muèn xem xÐt sù biÕn ®æi theo thêi gian cña c¸c ®Æc

tr−ng yÕu tè khÝ hËu ta cã thÓ cïng mét lóc sö dông chuçi sè liÖu c¸c th¸ng kh¸c

nhau t¹i cïng mét tr¹m. Trªn c¬ së nh÷ng tËp sè liÖu nµy, sau khi tÝnh to¸n xö lý,

c¸c ®Æc tr−ng ph©n bè sÏ ®−îc biÓu diÔn lªn biÓu ®å, ®å thÞ tæng hîp − mµ ta gäi lµ

to¸n ®å − lµm c¬ së cho viÖc ph©n tÝch, ®¸nh gi¸ vµ ph¸n ®o¸n vÒ qui luËt khÝ hËu.

Mét trong nh÷ng to¸n ®å ®¬n gi¶n sÏ ®−îc giíi thiÖu ë ®©y lµ to¸n ®å

Lebedev, mang tªn nhµ b¸c häc X« viÕt A. N. Lebedev.

Môc ®Ých cña to¸n ®å nµy lµ kh¸i qu¸t ho¸ mèi quan hÖ gi÷a ®Æc tr−ng trung

b×nh sè häc cña yÕu tè khÝ hËu vµ gi¸ trÞ cña yÕu tè ®ã øng víi c¸c suÊt b¶o ®¶m

kh¸c nhau tÝnh ®−îc theo c¸c chuçi sè liÖu t¹i c¸c tr¹m trªn mét vïng kh«ng gian

nµo ®ã.

Trong øng dông thùc hµnh, viÖc t¹o ra ®−îc mét bøc tranh kh¸i qu¸t vÒ mèi

quan hÖ gi÷a trÞ sè trung b×nh sè häc vµ tËp gi¸ trÞ cña yÕu tè khÝ hËu øng víi c¸c
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suÊt b¶o ®¶m kh¸c nhau cho mét khu vùc lµ hÕt søc cÇn thiÕt. Nã cßn lµ c¬ së ®Ó

−íc l−îng trÞ sè khÝ hËu øng víi c¸c suÊt b¶o ®¶m kh¸c nhau cho nh÷ng tr¹m cã

chuçi sè liÖu ng¾n.

To¸n ®å Lebedev ®−îc x©y dùng theo nguyªn t¾c sau ®©y:

Gi¶ sö trong khu vùc nghiªn cøu cã N tr¹m kh¸c nhau ®−îc chän vµ yÕu tè

khÝ hËu cÇn xem xÐt lµ X. T−¬ng øng víi c¸c tr¹m ta cã thÓ tÝnh ®−îc gi¸ trÞ trung

b×nh sè häc cña X vµ c¸c gi¸ trÞ xΦ øng víi nh÷ng gi¸ trÞ Φ(xΦ)=Φi=α kh¸c nhau.

C¸c gi¸ trÞ Φi th−êng ®−îc chän lµ Φ1=95%, Φ2=90%,...,Φm=5%.

Ký hiÖu )m...1i(x),N...1j(x j
i

j == Φ   theo thø tù lµ trung b×nh sè häc vµ trÞ sè

cña X øng víi suÊt b¶o ®¶m Φi cña tr¹m thø j, ta chän c¸c ký hiÖu biÓu diÔn vµ

thµnh lËp b¶ng tÝnh nh− trong b¶ng 1.10.

Tõ b¶ng nµy, lËp hÖ trôc to¹ ®é víi trôc hoµnh lµ gi¸ trÞ xΦ cßn trôc tung lµ

x . Mçi mét bé N cÆp sè )x,x( jj
iΦ  t−¬ng øng víi mét ký hiÖu biÓu diÔn trªn mÆt

ph¶ng to¹ ®é. Nh− vËy cã tÊt c¶ N ®Óm biÓu diÔn cho mét gi¸ trÞ suÊt b¶o ®¶m Φi.

T¹i mçi ®iÓm )x,x( jj
iΦ  trªn mÆt ph¼ng ta chÊm c¸c ký hiÖu biÓu diÔn nµy vµ vÏ

®−êng xÊp xØ. Cã tÊt c¶ m ®−êng biÓu diÔn t−¬ng øng víi m gi¸ trÞ suÊt b¶o ®¶m Φi

kh¸c nhau.

ViÖc xÊp xØ c¸c ®−êng cã thÓ ®−îc thùc hiÖn b»ng tay hoÆc b»ng ph−¬ng ph¸p

b×nh ph−¬ng tèi thiÓu. C¸c ®−êng nµy cã thÓ lµ ®−êng th¼ng hoÆc ®−êng cong tuú
theo mèi quan hÖ phô thuéc gi÷a xΦ  vµ x . Trªn h×nh 1.15 dÉn ra mét vÝ dô vÒ

to¸n ®å Lebedev víi trôc tung lµ l−îng m−a trung b×nh th¸ng cßn trôc hoµnh lµ gi¸

trÞ l−îng m−a th¸ng øng víi c¸c suÊt b¶o ®¶m kh¸c nhau.

B¶ng 1.10 Gi¸ trÞ trung b×nh vµ trÞ sè øng víi c¸c suÊt b¶o ®¶m kh¸c nhau

Φi (i=1..m)

Tr¹m Trung b×nh

( x )

Φ1 ... Φm

1 1x 1
1xΦ ... 1

mxΦ

2 2x 2
1xΦ ... 2

mxΦ

... ... ... ...

N Nx N
1xΦ ... N

mxΦ

Ký hiÖu biÓu diÔn ...



42

Min

Max

mm

H×nh 1.15 To¸n ®å biÓu diÔn quan hÖ gi÷a l−îng m−a trung b×nh th¸ng vµ l−îng m−a øng víi c¸c suÊt

b¶o ®¶m kh¸c nhau
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Ch−¬ng 2
C¸c ®Æc tr−ng sè cña ph©n bè

vµ vÊn ®Ò ph©n tÝch kh¶o s¸t sè liÖu

2.1 §Æt vÊn ®Ò

Mét trong nh÷ng øng dông rÊt quan träng cña ph−¬ng ph¸p thèng kª trong

khÝ t−îng, khÝ hËu lµ t¹o kh¶ n¨ng ph¸n ®o¸n vÒ nh÷ng tËp sè liÖu míi. Nh− ®∙

biÕt, hÖ thèng quan tr¾c khÝ t−îng vµ c¸c s¶n phÈm tÝnh to¸n tõ nh÷ng m« h×nh sè

trÞ t¹o ra hµng lo¹t d÷ liÖu sè ph¶n ¸nh sù biÕn ®æi theo kh«ng gian vµ thêi gian

cña c¸c yÕu tè khÝ t−îng. Tuy nhiªn, ®Ó rót ra ®−îc nh÷ng qui luËt biÕn thiªn cña

chóng cÇn ph¶i kh¶o s¸t ph©n tÝch mét c¸ch tû mû. C«ng cô thèng kª cã thÓ gióp

chóng ta nhËn biÕt vµ ph¸n ®o¸n mét tËp sè liÖu míi mét c¸ch nhanh chãng ®Ó tõ

®ã rót ra b¶n chÊt cña qu¸ tr×nh khÝ quyÓn.

Ph−¬ng ph¸p thèng kª ph©n tÝch kh¶o s¸t sè liÖu yªu cÇu ph¶i xö lý mét

l−îng rÊt lín sè liÖu ban ®Çu. Nã cho phÐp “nÐn th«ng tin”, tãm l−îc sè liÖu vµ m«

t¶ chóng th«ng qua nh÷ng ®Æc tr−ng sè hoÆc c¸c gi¶n ®å, biÒu ®å hay ®å thÞ.

Trong ph©n tÝch kh¶o s¸t c¸c tr−êng sè liÖu khÝ t−îng, ®å thÞ lµ mét c«ng cô

biÓu diÔn rÊt cã hiÖu qu¶. §å thÞ cã thÓ biÓu diÔn mét khèi l−îng sè liÖu khæng lå

trong mét kh«ng gian bÐ, gióp ta ph¸t hiÖn nh÷ng ®Æc ®iÓm kh«ng b×nh th−êng cña

tËp sè liÖu. Nh÷ng chi tiÕt kh«ng b×nh th−êng ®ã cã thÓ hÕt søc quan träng, ®«i khi

chóng chøa ®ùng sai sè quan tr¾c hoÆc truyÒn sè liÖu, vµ cÇn ph¶i biÕt cµng sím

cµng tèt khi ph©n tÝch. Còng cã lóc sè liÖu kh«ng b×nh th−êng l¹i lµ hîp lý vµ cã

thÓ lµ mét bé phËn th«ng tin lý thó cña tËp sè liÖu. Trong líp c¸c ph−¬ng ph¸p ®å

thÞ th«ng th−êng nhÊt ng−êi ta sö dông ®å thÞ hµm ph©n bè thùc nghiÖm (môc 1.6,

ch−¬ng 1). Dùa trªn c¸c ®−êng tÇn suÊt, tÇn suÊt tÝch lòy, ngoµi viÖc ph¸t hiÖn

nh÷ng biÕn ®æi ®ét xuÊt ta cã thÓ ph¸n ®o¸n mét c¸ch nhanh nhÊt c¸c thuéc tÝnh

cña ph©n bè, x¸c ®Þnh ®−îc c¸c ®Æc tr−ng sè cña nã.

Nh÷ng ®Æc tr−ng thèng kª ®¬n gi¶n vµ c¸c ®Æc tr−ng sè cña ph©n bè còng lµ

nh÷ng th«ng tin quan träng ban ®Çu, gióp ta ph©n tÝch ph¸n ®o¸n cã hiÖu qu¶ c¸c

tËp sè liÖu. Chóng cã thÓ ®−îc tÝnh to¸n mét c¸ch nhanh chãng vµ chÝnh x¸c b»ng

nh÷ng ch−¬ng tr×nh m¸y tÝnh ®¬n gi¶n.
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2.2 C¸c ph©n vÞ (Quantiles) vµ mèt (Mode)

Ph©n vÞ mÉu qp lµ sè cã cïng ®¬n vÞ ®o víi sè liÖu vµ cã gi¸ trÞ v−ît qu¸ nh÷ng

trÞ sè kh¸c cña tËp sè liÖu víi x¸c suÊt b»ng p. Cã thÓ hiÒu ph©n vÞ qp nh− lµ gi¸ trÞ

mµ t¹i ®ã tÇn suÊt tÝch luü b»ng p:

qp = x(F(x) = p)

C¸c ph©n vÞ mÉu th−êng ®−îc dïng ®Ó kh¶o s¸t, th¨m dß mét c¸ch kh¸i qu¸t

tËp sè liÖu. Th«ng th−êng ng−êi ta sö dông q0.5, ®−îc gäi lµ median hay trung vÞ vµ

ký hiÖu lµ Me. Trung vÞ Me lµ gi¸ trÞ n»m ë vÞ trÝ trung t©m cña chuçi sè liÖu ®∙

s¾p xÕp theo thø tù t¨ng dÇn (chuçi tr×nh tù) sao cho sè thµnh phÇn cña chuçi cã

trÞ sè nhá h¬n Me b»ng sè thµnh phÇn lín h¬n Me. NÕu sè thµnh phÇn cña chuçi lµ

lÎ th× trung vÞ ®¬n gi¶n lµ gi¸ trÞ n»m ë vÞ trÝ gi÷a cña chuçi tr×nh tù. Tuy nhiªn,

nÕu sè thµnh phÇn cña chuçi lµ ch½n th× chuçi cã hai gi¸ trÞ gi÷a vµ trung vÞ ®−îc

qui −íc lÊy b»ng trung b×nh cña c¸c gi¸ trÞ gi÷a nµy. Cô thÓ, gi¶ sö tõ chuçi ban

®Çu {x1, x2,..., xn} ta s¾p xÕp thµnh chuçi tr×nh tù { x(1), x(2),..., x(n)} víi x(1)≤x(2) ≤...≤x(n)

(chó ý r»ng ®©y lµ chuçi tr×nh tù nh−ng ch−a xÕp h¹ng). Khi ®ã ta cã:









+== +

+

ch½nvíi

lÎnvíi

n
2
xx

x
qMe )12/n()2/n(

)2/)1n((

5.0 (2.2.1)

Ngoµi trung vÞ Me, mét sè ph©n vÞ kh¸c còng ®−îc sö dông phæ biÕn lµ q0.25 vµ

q0.75. Ng−êi ta th−êng gäi c¸c ph©n vÞ nµy t−¬ng øng lµ ph©n vÞ d−íi vµ ph©n vÞ trªn

hay tø vÞ, chóng n»m gi÷a trung vÞ Me vµ c¸c cùc trÞ xmin = x(1) vµ xmax=x(n). §«i khi

ng−êi ta cßn gäi q0.25 vµ q0.75 b»ng nh÷ng thuËt ng÷ h×nh t−îng bãng bÈy h¬n lµ b¶n

lÒ hay khíp nèi hoÆc ®iÓm mÊu chèt. Nh− vËy c¸c ph©n vÞ d−íi vµ trªn lµ hai trung

vÞ cña hai nöa tËp sè liÖu gi÷a Me=q0.5 vµ c¸c cùc trÞ. NÕu n lÎ th× mçi nöa tËp sè

liÖu nµy bao gåm (n+1)/2 ®iÓm vµ c¶ hai ®Òu chøa trung vÞ. NÕu n ch½n th× mçi nöa

nµy chøa n/2 ®iÓm vµ chóng kh«ng ®Ì lªn nhau (kh«ng giao nhau). Mét sè ph©n vÞ

kh¸c Ýt th«ng dông h¬n ®«i khi còng ®−îc xem xÐt ®Õn lµ ph©n vÞ “t¸m” hay b¸t vÞ

q0.125, q0.325, q0.625 vµ q0.825, ph©n vÞ “m−êi s¸u” q0.0625, v.v. vµ nh÷ng ph©n vÞ “thËp

ph©n” q0.1, q0.2,..., q0.9.

VÝ dô 2.2.1 Gi¶ sö tËp mÉu gåm n=9 thµnh phÇn ®∙ ®−îc s¾p xÕp thµnh chuçi

tr×nh tù {x(1), x(2),..., x(9)} th× trung vÞ Me = q0.5 = x(5) hoÆc gi¸ trÞ lín thø n¨m trong 9

sè ®∙ cho. Ph©n vÞ d−íi lµ q0.25=x(3) vµ ph©n vÞ trªn lµ q0.75=x(7).

NÕu n=10 th× trung vÞ lµ trung b×nh cña hai trÞ sè gi÷a, nh−ng c¸c ph©n vÞ

d−íi vµ ph©n vÞ trªn lµ trÞ sè gi÷a cña nöa d−íi vµ nöa trªn cña tËp sè liÖu. Cã

nghÜa lµ q0.25= x(3), q0.5 =(x(5)+x(6))/2 vµ q0.75 = x(8).
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NÕu n=11, khi ®ã trung vÞ Me lµ trÞ sè gi÷a duy nhÊt, cßn c¸c ph©n vÞ d−íi vµ

trªn ®−îc x¸c ®Þnh bëi trung b×nh cña hai trÞ sè gi÷a cña c¸c nöa trªn vµ nöa d−íi

cña tËp sè liÖu: q0.25=(x(3)+ x(4))/2, Me=q0.5=x(6) vµ q0.75= (x(8)+ x(9))/2.

Víi n=12 th× c¶ trung vÞ vµ hai ph©n vÞ d−íi vµ trªn ®Òu ®−îc x¸c ®Þnh bëi

trung b×nh tõng cÆp trÞ sè gi÷a: q0.25=(x(3)+ x(4))/2, Me=q0.5=(x(6)+ x(7))/2 vµ q0.75=(x(9)+

x(10))/2.

Trong khÝ t−îng, khÝ hËu c¸c ph©n vÞ ®−îc sö dông ®Ó kh¶o s¸t s¬ bé sè liÖu

ban ®Çu. ¦u ®iÓm chÝnh cña viÖc sö dông c¸c ®Æc tr−ng nµy lµ chóng kh«ng bÞ ¶nh

h−ëng ®¸ng kÓ bëi nh÷ng sè liÖu cã chøa sai sè th«. Cã thÓ lÊy vÝ dô sau ®©y ®Ó so

s¸nh. Gi¶ sö khi tiÕn hµnh nhËp sè liÖu nhiÖt ®é, c¸c gi¸ trÞ ®óng lµ {18.9, 19.2,

19.4, 20.3, 20.8, 21.6, 21.9, 22.0, 22.5, 23.9}, khi ®ã trung b×nh sè häc cña chuçi

x =21.1 vµ trung vÞ Me=21.2. Nh−ng do s¬ suÊt, thay v× trÞ sè cuèi cïng b»ng 23.9,

ng−êi ta ®∙ vµo nhÇm thµnh 239 (lín gÊp 10 lÇn sè ®óng). V× vËy, trung b×nh sè häc

cña chuçi ®∙ bÞ thay ®æi mét c¸ch ®¸ng kÓ: x =42.3, trong khi ®ã trung vÞ Me vÉn

kh«ng thay ®æi. Trong mét sè tr−êng hîp trung vÞ lµm chøc n¨ng thay thÕ trung

b×nh sè häc. Ch¼ng h¹n, khi xö lý chuçi sè liÖu giã cùc ®¹i, tèc ®é giã cã thÓ kh¸ lín

vµ dao ®éng m¹nh, nÕu sö dông trung b×nh sè häc sÏ thiÕu chÝnh x¸c. Trong tr−êng

hîp nµy ng−êi ta dïng trung vÞ chø  kh«ng dïng trung b×nh sè häc.

Râ rµng ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc c¸c ph©n vÞ khi ®∙ biÕt ph©n bè x¸c suÊt F(x)

tõ ph−¬ng tr×nh:

F(x) = p (2.2.2)

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh nµy chÝnh lµ qp. Víi p=0.5 ta cã:

F(x) = 0.5

vµ nghiÖm cña nã lµ x = Me = q0.5.

Bëi vËy ta cßn cã biÓu thøc ®Þnh nghÜa kh¸c cña trung vÞ lµ:

P(x>Me) = P(x<Me) (2.2.3)

Mét ®Æc tr−ng quan träng kh¸c còng th−êng ®−îc øng dông trong ph©n tÝch

kh¶o s¸t sè liÖu lµ mèt (mode). Mèt ®−îc ký hiÖu bëi Mo, lµ gi¸ trÞ cña biÕn ngÉu

nhiªn mµ t¹i ®ã hµm mËt ®é x¸c suÊt ®¹t cùc ®¹i:

0
Moxdx

)x(fd

0
Moxdx

)x(df

2

2
<

=

=
=

(2.2.4)

trong ®ã f(x) lµ hµm mËt ®é x¸c suÊt.
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Nh− vËy, vÒ nguyªn t¾c, tuú thuéc vµo d¹ng hµm mËt ®é x¸c suÊt f(x), mét

ph©n bè cã thÓ cã nhiÒu mèt hoÆc kh«ng cã mèt nµo. Khi xÐt cô thÓ mét tËp sè liÖu

nµo ®ã, mèt lµ trÞ sè cã tÇn suÊt xuÊt hiÖn lín nhÊt, tøc lµ ng−êi ta th−êng chØ quan

t©m ®Õn mèt quan träng nhÊt.

VÝ dô 2.2.2 XÐt tËp sè liÖu sau {1, 2, 3, 4, 2, 5, 4, 6, 4, 8} ta thÊy xuÊt hiÖn hai

mèt lµ Mo1=4 vµ Mo2=2. Nh−ng tÇn sè xuÊt hiÖn gi¸ trÞ 4 (3 lÇn) lín h¬n tÇn sè

xuÊt hiÖn trÞ sè 2 (2 lÇn), do ®ã ta chØ sö dông mèt thø nhÊt: Mo=Mo1=4.

Mét sè ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh trung vÞ vµ mèt

1) Ph−¬ng ph¸p chän trùc tiÕp theo c«ng thøc (2.2.1).

2) Ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm vµ sö dông c«ng thøc thùc nghiÖm

Gi¶ sö chuçi xt (t=1..n) ®−îc chia thµnh N nhãm víi cù ly nhãm ∆x=const. Gäi

mj vµ µj lµ tÇn sè vµ tÇn sè tÝch luü nhãm thø j, ta cã:

− Trung vÞ:  Me = xM +∆x. 
M

1M

*

m
2
n

−µ−
 (2.2.5)

trong ®ã:
M lµ vÞ trÝ nhãm trung vÞ (nhãm chøa )2/n(x ),

xM lµ giíi h¹n d−íi cña nhãm thø M,

mM lµ tÇn sè cña nhãm thø M,

µM-1 lµ tÇn sè tÝch luü cña nhãm thø M−1,

∆x lµ cù ly nhãm,
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− Mèt:  Mo = 
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∆+ (2.2.6)

trong ®ã:

M lµ vÞ trÝ nhãm mèt,

xM lµ giíi h¹n d−íi cña nhãm mèt (nhãm cã tÇn sè lín h¬n tÇn sè c¸c  nhãm

l©n cËn),

mM, mM−1, mM+1 theo thø tù lµ tÇn sè nhãm mèt, nhãm liÒn tr−íc vµ liÒn 

sau nhãm mèt.

∆x lµ cù ly nhãm.

− §èi víi nh÷ng ph©n bè kh«ng qu¸ bÊt ®èi xøng vµ cã mét ®Ønh ta cã mèi liªn

hÖ ®Ó tÝnh mèt sau ®©y:
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Mo ≈ x +3(Me− x ) (2.2.7)

trong ®ã x  lµ trung b×nh sè häc cña chuçi:

x = ∑
=

n

1t
txn

1

3) Ph−¬ng ph¸p ®å thÞ

− X¸c ®Þnh trung vÞ: §Ó x¸c ®Þnh trung vÞ b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ ta x©y

dùng ®−êng cong ph©n bè vµ chän ®iÓm trªn trôc tung øng víi gi¸ trÞ F(x) = 0.5,

sau ®ã kÎ song song víi trôc hoµnh, khi c¾t ®å thÞ F(x) th× kÎ song song víi trôc

tung. §iÓm c¾t trôc hoµnh chÝnh lµ Me (h×nh 2.1).

− X¸c ®Þnh mèt: Muèn x¸c ®Þnh mèt b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ tr−íc hÕt ta x©y

dùng biÓu ®å ph©n bè tÇn suÊt (h×nh 2.2). Sau ®ã, chän nhãm cã tÇn suÊt cùc ®¹i vµ

kÎ c¸c ®o¹n th¼ng nèi c¸c ®iÓm t−¬ng øng víi cËn trªn vµ cËn d−íi cña nhãm liÒn

tr−íc, nhãm mèt vµ nhãm liÒn sau mèt. Tõ giao ®iÓm cña c¸c ®o¹n th¼ng nµy kÎ

song song víi trôc tung, c¾t trôc hoµnh t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é lµ mèt.
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VÝ dô 2.2.3 Tõ sè liÖu lÞch sö 50 n¨m cña nhiÖt ®é kh«ng khÝ ë mét tr¹m ta cã

b¶ng thèng kª sau:

Nhãm Kho¶ng nhiÖt

®é (oC)

TÇn sè nhãm TÇn sè tÝch luü TÇn suÊt nhãm

(%)

TÇn suÊt tÝch

luü (%)

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

1 18−19 3 3 6 6

2 19−20 7 10 14 20

3 20−21 16 26 32 52

4 21−22 10 36 20 72

5 22−23 9 45 18 90

6 23−24 3 48 6 96

7 24−25 2 50 4 100
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Sö dông c«ng thøc (2.2.5) ta cã: Víi dung l−îng mÉu n = 50 th× n*/2 = 26, tõ

cét (4) suy ra nhãm trung vÞ lµ nhãm 3 (M=3), cã cËn d−íi xM = 20. Cù ly nhãm

∆x=1, tÇn sè nhãm trung vÞ mM = 16, tÇn sè tÝch luü cña nhãm tr−íc nhãm trung vÞ

µM−1=10. VËy:

Me = 20.0 + 
16

10)1
2
50(

.1
−+

 = 21.0

T−¬ng tù, ®èi víi c«ng thøc (2.2.6), tõ cét (3) ta cã vÞ trÝ nhãm mèt lµ M=3,

cËn d−íi nhãm mèt xM = 20, tÇn sè c¸c nhãm mèt, liÒn tr−íc vµ liÒn sau nhãm mèt

lµ mM = 16, mM−1 = 7, mM+1 = 10, cù ly nhãm ∆x=1. Do ®ã:

Mo = 20.0 + 1. 
)1016()716(

716
−+−

−
 = 20.6

B¹n ®äc cã thÓ nhËn thÊy c¸c kÕt qu¶ nµy trªn c¸c h×nh 2.1 vµ 2.2.

2.3 C¸c  m«men ph©n bè

Tõ quan ®iÓm thèng kª, trong hÇu hÕt c¸c bµi to¸n khÝ t−îng, khÝ hËu ng−êi

ta xem c¸c tËp sè liÖu quan tr¾c nh− lµ nh÷ng tËp mÉu cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu

nhiªn hay c¸c biÕn ngÉu nhiªn. Nh− ®∙ biÕt, ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ cña ®¹i l−îng ngÉu

nhiªn lµ hµm ph©n bè x¸c suÊt. Tuy nhiªn, trong thùc tÕ, nhiÒu khi kh«ng ®ßi hái

ph¶i hiÓu biÕt thËt ®Çy ®ñ vÒ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mµ chØ cÇn biÕt mét vµi ®Æc

tr−ng quan träng cã thÓ m« t¶ ®−îc mét c¸ch kh¸i qu¸t vÒ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lµ

®ñ. C¸c ®Æc tr−ng ®ã ®−îc gäi lµ m«men ph©n bè.

2.3.1 M«men gèc

Theo ®Þnh nghÜa, m«men gèc bËc r cña ®¹i ngÉu nhiªn X ®−îc ký hiÖu lµ αr vµ

®−îc x¸c ®Þnh bëi:

∫
+∞

∞−
==α .,..2,1r,dx)x(fxrr

trong ®ã f(x) lµ hµm mËt ®é x¸c suÊt cña X. Trong c¸c m«men gèc cña ®¹i l−îng

ngÉu nhiªn X, m«men gèc bËc nhÊt α1 cã ý nghÜa ®Æc biÖt, nã ®−îc gäi lµ kú väng

to¸n hay gi¸ trÞ trung b×nh cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. Kú väng to¸n cña ®¹i l−îng

ngÉu nhiªn X ®Æc tr−ng cho ®é lín cña X. §«i khi ng−êi ta cßn gäi nã lµ gi¸ trÞ nÒn.

Ta sÏ ký hiÖu kú väng to¸n cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X lµ M[X] hay mx vµ x¸c ®Þnh

bëi:
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∫
+∞

∞−

== dx)x(xfm]X[M x

Nh− vËy, kú väng to¸n häc lµ kÕt qu¶ cña viÖc trung b×nh theo x¸c suÊt tÊt c¶

c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. Theo ®Þnh nghÜa ®ã ta cã thÓ suy réng

ra r»ng, m«men gèc bËc r cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X lµ kú väng to¸n häc cña luü

thõa bËc r cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn:

αr = M[Xr] (2.3.1)

ë ®©y M lµ ký hiÖu to¸n tö lÊy kú väng. Tõ nay trë ®i, nÕu kh«ng gi¶i thÝch g× thªm

th× ký hiÖu nµy sÏ ®−îc gi÷ nguyªn ý nghÜa cña nã. §«i lóc ®Ó ®¬n gi¶n ta cßn ký

hiÖu kú väng to¸n cña X lµ MX.

M«men gèc αr th−êng ®−îc gäi lµ m«men gèc tæng thÓ. Gi¸ trÞ thèng kª cña

m«men gèc αr ký hiÖu ar vµ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

 ar = ∑
=

n

1t

r
txn

1
(2.3.2)

trong ®ã xt, t = 1..n, lµ c¸c gi¸ trÞ quan tr¾c (hay cßn gäi lµ mÉu) cña X, n lµ dung

l−îng mÉu. Bëi vËy ng−êi ta th−êng gäi ar lµ m«men gèc mÉu.

Khi r=1 ta cã a1 = xx
n
1 n

1t
t =∑

=
 vµ ®−îc gäi lµ trung b×nh sè häc cña X. Trung

b×nh sè häc lµ −íc l−îng thèng kª cña kú väng to¸n häc mx. DÊu g¹ch ngang phÝa

trªn ( x ) ®−îc hiÓu lµ ký hiÖu phÐp lÊy trung b×nh sè häc hay to¸n tö lÊy kú väng

mÉu. Ký hiÖu nµy còng sÏ ®−îc gi÷ nguyªn ý nghÜa cña nã trong ph¹m vi tµi liÖu

nµy.

2.3.2 M«men trung t©m

M«men trung t©m bËc r cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X ®−îc ký hiÖu lµ µr vµ

®−îc x¸c ®Þnh bëi:

µr = M[(X−M[X])r]=M[(X−mx)r] (2.3.3)

Khi r =1 ta cã µ1 = M[(X−mx)] = M[X]−mx = mx−mx = 0. Nh− vËy m«men trung

t©m bËc 1 cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lu«n lu«n b»ng 0.

Khi r=2: µ2=M[(X−mx)2] = D[X] = Dx vµ ®−îc gäi lµ ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng

ngÉu nhiªn, dïng ®Ó ®Æc tr−ng cho møc ®é ph©n t¸n cña c¸c gi¸ trÞ cña X xung

quanh kú väng to¸n häc. Bëi vËy trong nhiÒu tr−êng hîp ng−êi ta cßn gäi Dx lµ ®é

t¸n. Ký hiÖu D[X] ë ®©y ®−îc hiÓu nh− to¸n tö lÊy ph−¬ng sai cña X. Trong mét sè

tr−êng hîp, ®Ó ®¬n gi¶n, thay cho D[X] ta cã ký hiÖu DX.
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V× Dx cã thø nguyªn b»ng b×nh ph−¬ng thø nguyªn cña X nªn viÖc sö dông nã

®Ó ®Æc tr−ng cho ®é ph©n t¸n nãi chung thiÕu tÝnh râ rµng. Do ®ã trong thùc tÕ

thay cho Dx ng−êi ta dïng gi¸ trÞ c¨n bËc hai cña nã.

xx D=σ  (2.3.4)

vµ gäi lµ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn.

Khi r = 3: µ3 = M[(X−mx)3] (2.3.5)

M«men trung t©m bËc ba µ3 dïng ®Ó ®Æc tr−ng cho tÝnh bÊt ®èi xøng cña

ph©n bè.

Khi r=4: µ4 = M[(X−mx)4] (2.3.6)

M«men trung t©m bËc bèn µ4 dïng ®Ó ®Æc tr−ng cho møc ®é tËp trung cña

ph©n bè.

Tõ (2.3.3) vµ (2.3.1), khi ®Ó ý ®Õn khai triÓn nhÞ thøc Newton ta cã:
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Hay:
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k
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k
r C)1(  (2.3.7)

Nh− vËy, m«men trung t©m cã thÓ tÝnh ®−îc qua m«men gèc.

VÝ dô: víi r=2 ta cã µ2=α2−2(α1)2+(α1)2=α2−(α1)2

¦íc l−îng thèng kª cña m«men trung t©m µr ký hiÖu lµ mr vµ ®−îc x¸c ®Þnh
bëi:

∑
=

−=
n

1t

r
tr )xx(

n
1m (2.3.8)

víi xt, t=1...n, lµ gi¸ trÞ quan tr¾c cña X, n lµ dung l−îng mÉu. Ng−êi ta cßn gäi mr

lµ m«men trung t©m mÉu.

Gi÷a m«men trung t©m mÉu vµ m«men gèc mÉu còng liªn hÖ víi nhau bëi hÖ
thøc:

∑
=

−−=
r

0k
kr

k
1

k
r

k
r aaC)1(m  (2.3.9)
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Cã thÓ biÓu diÔn c«ng thøc nµy d−íi d¹ng cô thÓ h¬n:

( )∑ ∑
= =

−−=
r

0k

n

1t

kkr
t

k
r

k
r xxC)1(

n
1m  (2.3.9’)

Khi r=1 ta cã ∑ ∑
= =

=−=−=
n

1t

n

1t
tt1 0xx

n
1)xx(

n
1m

Khi r =2 ta cã ( )22
n

1t
x

2
t2 xxD~)xx(

n
1m −==−= ∑

=
 vµ gäi lµ ph−¬ng sai mÉu. §¹i

l−îng xx D~s =  ®−îc gäi lµ ®é lÖch tiªu chuÈn hay ®é lÖch chuÈn cña X, nã lµ −íc

l−îng cña ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh σx.

2.3.3 C¸c ph−¬ng ph¸p tÝnh m«men

2.3.3.1 Ph−¬ng ph¸p tÝnh trùc tiÕp

Ph−¬ng ph¸p tÝnh trùc tiÕp lµ tÝnh c¸c m«men gèc vµ m«men trung t©m theo

c¸c c«ng thøc (2.3.2), (2.3.8) vµ cã thÓ sö dông c¶ c«ng thøc liªn hÖ (2.3.9’).

2.3.3.2 Ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm

Ph−¬ng ph¸p nµy th−êng ®−îc sö dông trong tr−êng hîp dung l−îng mÉu ®ñ

lín. ¦u ®iÓm cña ph−¬ng ph¸p nµy lµ sè l−îng phÐp tÝnh Ýt, qui tr×nh tÝnh to¸n ®¬n

gi¶n; nh−îc ®iÓm cña nã lµ ®é chÝnh x¸c kh«ng cao.

Gi¶ sö tËp sè liÖu ban ®Çu {xt, t=1..n} ®−îc chia thµnh N nhãm víi cù ly c¸c

nhãm ®Òu nhau vµ b»ng ∆x. Ta cã b¶ng sau:

Nhãm Giíi h¹n d−íi Giíi h¹n trªn TrÞ sè gi÷a TÇn sè

1 a1 b1 c1 m1

2 a2 b2 c2 m2

... ... ... ... ...

N aN bN cN mN

Trong ®ã: a1 ≤ min{xt, t = 1..n},

bN>max{xt, t=1..n}, bj−aj=∆x=const lµ

cù ly nhãm, bj=aj+1, cj=co+j∆x lµ trÞ sè

gi÷a cña nhãm, co=a1−∆x/2 (h×nh

2.3). TÇn sè mj lµ sè thµnh phÇn cña

chuçi r¬i vµo nhãm thø j.

co c1a1 b1

H×nh 2.3 S¬ ®å chia kho¶ng

Khi ®ã c¸c m«men sÏ ®−îc tÝnh theo c¸c c«ng thøc sau ®©y:
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− M«men gèc: ar ≈ ∑
=

=′
N

1j

r
jjr cm

n
1a (2.3.10)

− M«men trung t©m: mr ≈ ∑
=

−=′
N

1j

r
jjr )cc(m

n
1m (2.3.11)

víi ∑
=

=
N

1j
jjcmn

1c .

Nh− vËy c¸c m«men ar vµ mr chØ lµ gi¸ trÞ xÊp xØ theo ra′  vµ rm′  mµ chóng

®−îc tÝnh khi thõa nhËn r»ng c¸c thµnh phÇn thuéc nhãm thø j ®Òu lÊy cïng mét

gi¸ trÞ cj. Râ rµng ®é chÝnh x¸c cña kÕt qu¶ tÝnh theo ph−¬ng ph¸p nµy kh«ng cao,

thËm chÝ sai lÖch nhiÒu so víi kÕt qu¶ tÝnh trùc tiÕp. MÆc dï vËy trong nhiÒu

tr−êng hîp ng−êi ta vÉn sö dông ph−¬ng ph¸p nµy, nhÊt lµ khi dung l−îng mÉu

cùc lín hoÆc khi cÇn kh¶o s¸t s¬ bé tËp sè liÖu.

Do viÖc ph©n nhãm sÏ g©y nªn sai sè khi tÝnh c¸c m«men nªn ng−êi ta ph¶i

tiÕn hµnh hiÖu chØnh chóng. Sau ®©y lµ mét sè c«ng thøc ®Ó hiÖu chØnh gi¸ trÞ cña

m«men trung t©m bËc hai vµ bËc bèn tÝnh b»ng ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm:

2
2hc2 )x(
12
1mm ∆−=  (2.3.12)

4
2lhc4 )x(
240
7m

2
1mm ∆+−=  (2.3.13)

Trong ®ã m2hc vµ m4hc lµ m«men trung t©m bËc hai vµ bËc bèn ®∙ hiÖu chØnh,

∆x lµ cù ly nhãm.

VÝ dô 2.3.1. Sè liÖu lÞch sö tæng l−îng m−a n¨m cña tr¹m A ®−îc cho trong

b¶ng 2.1. H∙y tÝnh m«men gèc bËc 1 vµ m«men trung t©m bËc 2.

B¶ng 2.1 Sè liÖu tæng l−îng m−a n¨m (mm) cña tr¹m A

1983.8 2325.4 1297.3 1554.3 1931.6 1433.6 1283.1 2246.3

1631.3 1701.9 1736.8 1943.4 1225.5 1249.4 1214.4 1532.1

1719.7 1931.9 1725.7 2128.3 1599.6 1894.4 2115.1 1055.7

1525.9 1829.8 1684.5 1828.9 1315.6 1284.3 1733.7 1760.6

1448.5 1568.8 1256.8 1651.7 1488.2 1390.5 2033.4 1538.1

1884.9 1544.4 1862.8 1806.5 1758.2 1935.2 1726.7

1405.5 1758.9 1738.8 1744.2 1274.8 1839.6 1766.3

2061.8 2141.2 1800.0 1954.1 1662.5 1964.5 1646.7

1995.0 2153.9 2528.2 1561.5 1951.1 1527.2 2225.1

1147.8 1653.0 2040.3 1623.9 1657.6 1985.9 1596.1



58

ë ®©y ta cã dung l−îng mÉu n=105. ¸p dông c«ng thøc (2.3.1) víi r=1 ta ®−îc:
a1 = x =1683.9 (mm). Sö dông c«ng thøc (2.3.8) ta ®−îc m2= xD

~
=103929.3 (mm2)

§Ó tiÕn hµnh tÝnh to¸n b»ng ph−¬ng ph¸p nhãm theo c¸c c«ng thøc (2.3.10)

vµ (2.3.11) ta chia chuçi sè liÖu ®∙ cho lµm 11 nhãm víi cù lý c¸c nhãm b»ng b»ng

nhau vµ b»ng ∆x=165. Ta lËp b¶ng thèng kª kÕt qu¶ ph©n nhãm (b¶ng 2.2).

KÕt qu¶ tÝnh cho ta: a1= x =1681.2(mm); m2= xD
~

=104366.2(mm2).

Nh− vËy kÕt qu¶ tÝnh theo hai ph−¬ng ph¸p trong tr−êng hîp nµy cã sù chªnh

lÖch chót Ýt. Gi¸ trÞ hiÖu chØnh cña m2 tÝnh theo c«ng thøc (2.3.12) b»ng

m2hc=102097.5 (mm2).

2.4 Trung b×nh sè häc

Trong thèng kª cã nhiÒu kh¸i niÖm trung b×nh kh¸c nhau ®−îc sö dông, nh−

trung b×nh sè häc, trung b×nh ®iÒu hoµ, trung b×nh h×nh häc, trung b×nh b×nh

ph−¬ng,... Tuy nhiªn kh¸i niÖm trung b×nh ®−îc sö dông phæ biÕn trong khÝ t−îng,

khÝ hËu lµ trung b×nh sè häc. ý nghÜa c¬ b¶n cña trung b×nh sè häc lµ nã chøa ®ùng

th«ng tin quan träng nhÊt vÒ chÕ ®é cña ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ hËu. Chøc n¨ng cña

trung b×nh sè häc trong nghiªn cøu khÝ hËu lµ ph¶n ¸nh mét c¸ch kh¸i qu¸t ®é lín

cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi, dung  hoµ ®−îc c¸c dao ®éng th¨ng d¸ng vµ biÓu

thÞ tr¹ng th¸i trung gian hay gi¸ trÞ nÒn cña chuçi.

B¶ng 2.2. KÕt qu¶  ph©n nhãm

Nhãm j aj bj cj mj cjmj j
2
j mc

1 835 1000 917.5 1 917.5 841806.3

2 1000 1165 1082.5 4 4330 4687225.0

3 1165 1330 1247.5 10 12475 15562563.5

4 1330 1495 1412.5 15 21187.5 29927343.8

5 1495 1660 1577.5 22 34705 54747137.5

6 1660 1825 1742.5 17 29622.5 51617206.3

7 1825 1990 1907.5 19 36242.5 69132568.8

8 1990 2155 2072.5 11 22797.5 47247818.8

9 2155 2320 2237.5 3 6712.5 15019218.8

10 2320 2485 2402.5 1 2402.5 5772006.3

11 2485 2650 2567.5 2 5135 13184113.5

Tæng 105 176527.5 307739006.3

Gi¶ sö ®¹i l−îng khÝ hËu X cã c¸c quan tr¾c lµ {xt, t=1..n}. Khi ®ã trung b×nh

sè häc lµ −íc l−îng thèng kª cña kú väng to¸n häc cña X, nªn ®«i khi nã cßn d−îc

gäi lµ kú väng mÉu. Trung b×nh sè häc ký hiÖu lµ x , nã chÝnh lµ m«men gèc mÉu

bËc 1 vµ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:
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x  = a1 = ∑
=

n

1t
txn

1
(2.4.1)

Trung b×nh sè häc cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y:

1) Tæng ®é lÖch cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi so víi trung b×nh sè häc b»ng

kh«ng: 0)xx(
n

1t
t =−∑

=

2) NÕu céng (trõ) mçi thµnh phÇn cña chuçi víi cïng mét h»ng sè C th× trung

b×nh sè häc sÏ t¨ng (gi¶m) mét l−îng ®óng b»ng C:

Cx)Cx(
n
1 n

1t
t ±=±∑

=
(2.4.2)

3) NÕu nh©n (chia) mçi thµnh phÇn cña chuçi víi cïng mét h»ng sè C kh¸c 0 th×

trung b×nh sè häc t¨ng (gi¶m) C lÇn:

xCCx
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1 n

1t
t =∑

=
, 

C
x

C
x

n
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(2.4.3)

4) Víi C lµ mét h»ng sè bÊt kú ta cã ∑∑
==

−≤−
n

1t

2
t

n

1t

2
t )Cx()xx( .

Bªn c¹nh trung b×nh sè häc, ®Ó kh¶o s¸t møc ®é tËp trung cña c¸c tËp sè liÖu

khÝ t−îng, khÝ hËu ng−êi ta cßn sö dông mét sè ®Æc tr−ng ®¬n gi¶n nh− trung vÞ

Me hay mèt Mo. C¸c ®Æc tr−ng nµy nãi chung cã tÝnh æn ®Þnh vµ kh«ng bÞ ¶nh

h−ëng ®¸ng kÓ bëi sai sè hoÆc nh÷ng gi¸ trÞ ®ét xuÊt. Nh− ®∙ chØ ra trong môc 2.2,

khi xÐt tËp sè liÖu {18.9, 19.2, 19.4, 20.3, 20.8, 21.6, 21.9, 22.0, 22.5, 23.9}, trong

khi trung vÞ Me kh«ng bÞ thay ®æi th× trung b×nh sè häc x  t¨ng lªn mét c¸ch ®¸ng

kÓ, tõ 21.1 lªn 42.3 nÕu sè cuèi cïng bÞ thay thÕ bëi trÞ sè sai 239. Tuy vËy, víi

nh÷ng tËp sè liÖu kh«ng chøa sai sè th× trung b×nh sè häc cho ®é chÝnh x¸c cao h¬n.

Mét sè ph−¬ng ph¸p tÝnh trung b×nh sè häc

1) Ph−¬ng ph¸p tÝnh trùc tiÕp: TÝnh theo c«ng thøc (2.4.1).

2) Ph−¬ng ph¸p biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng: Khi gi¸ trÞ cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi

dao ®éng xung quanh mét h»ng sè C hoÆc lµ béi cña mét h»ng sè C nµo ®ã ta cã

thÓ ¸p dông c«ng thøc (2.4.2) hoÆc (2.4.3) ®∙ nªu trªn ®©y ®Ó biÕn ®æi chuçi ban

®Çu vÒ chuçi míi råi tiÕn  hµnh tÝnh to¸n trªn chuçi míi:

Cxx tt −=′ , Cx)Cx(
n
1x
n

1t
t −=−=′ ∑

=
  ⇒ xx ′= +C (2.4.4)

NÕu 
C
xx t

t =′  th×  ∑
=

=′
n

1t

t
C
x

n
1x  vµ do ®ã xCx ′= (2.4.5)
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Trong mét sè tr−êng hîp ng−êi ta cßn kÕt hîp c¶ hai c¸ch biÕn ®æi trªn.

Ch¼ng h¹n, khi thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi 
d
Cxx t'

t
−

= , víi C vµ d lµ c¸c h»ng sè,

ta ®−îc:

d
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t' −
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=
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∑

=

= , suy ra: Cdxx ' += (2.4.5’)

3) Ph−¬ng ph¸p ph©n nhãm: TÝnh theo c¸c c«ng thøc (2.3.10) trong ®ã r = 1.

4) Ph−¬ng ph¸p ®iÒu chØnh: Gi¶ sö chuçi míi thµnh lËp tõ nhiÒu chuçi ban ®Çu

kh¸c nhau mµ c¸c chuçi nµy ®∙ ®−îc tÝnh trung b×nh th× trung b×nh chung sÏ

®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc:

∑

∑

=

== K

1i
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K

1i
ii

n

xn
x (2.4.6)

trong ®ã K lµ sè chuçi ban ®Çu, ∑
=

=
in

1t
it

i
i x
n
1x , lµ trung b×nh cña chuçi thø i vµ ni lµ

dung l−îng mÉu nã.

VÝ dô 2.4.1 Gi¶ sö ta cã chuçi sè liÖu khÝ ¸p

{xt}={998.0, 1000.2, 1000.2, 1001.6, 1000.9, 999.1, 999.7, 999.2, 998.8, 998.2}

víi ®é chÝnh x¸c ghi ®Õn mb. NÕu tÝnh trung b×nh sè häc x  theo c¸c gi¸ trÞ hiÖn t¹i

cña chuçi sÏ ph¶i tÝnh to¸n víi nh÷ng con sè kh¸ lín. Khi xem xÐt toµn chuçi ta

thÊy c¸c gi¸ trÞ trong chuçi th−êng dao ®éng xung quanh trÞ sè 1000. Do ®ã, ®Ó ®¬n

gi¶n ta sö dông phÐp biÕn ®æi (2.4.5’) víi C=1000, d=0.1 vµ nhËn ®−îc chuçi míi:

{ tx′ }={−20, 2, 2, 16, 9, −9, −3, −8, −12, −18}.

Râ rµng víi chuçi nµy ta dÔ dµng nhËn ®−îc 'x = −4. VËy x =(−4) x (0.1) +

1000 = 999.6

VÝ dô 2.4.2 Gi¶ sö nhiÖt ®é trung b×nh n¨m cña 50 n¨m tr−íc lµ 23.5oC vµ cña

10 n¨m tiÕp theo lµ 23.9oC. Sö dông c«ng thøc (2.4.6) ta nhËn ®−îc nhiÖt ®é trung

b×nh n¨m cña c¶ thêi kú 60 n¨m lµ:

(23.5x50+23.9x10)/(50+10) = 23.6oC
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2.5 Ph−¬ng sai vµ ®é lÖch tiªu chuÈn

Nh− ®∙ biÕt tõ môc 2.3.2, ph−¬ng sai Dx lµ ®¹i l−îng ®Æc tr−ng cho sù ph©n

bè t¶n m¹n cña c¸c gi¸ trÞ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X xung quanh kú väng to¸n
häc. Ph−¬ng sai mÉu xD

~
 lµ −íc l−îng thèng kª cña ph−¬ng sai Dx vµ ®−îc x¸c ®Þnh

bëi:

xD
~

 = ∑
=

−
n

1t

2
t )xx(

n
1

(2.5.1)

trong ®ã xt, t=1..n, lµ chuçi c¸c gi¸ trÞ quan tr¾c cña X. C¨n bËc hai cña ph−¬ng sai

mÉu ®−îc goi lµ ®é lÖch tiªu chuÈn hay ®é lÖch chuÈn sx:

xx D~s = (2.5.2)

§−¬ng nhiªn r»ng ph−¬ng sai mÉu xD
~

 lµ ®Æc tr−ng thÝch hîp cho sù t¶n m¹n

cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi. Song, nã thiÕu tÝnh râ rµng v× thø nguyªn cña nã

b»ng b×nh ph−¬ng thø nguyªn cña ®¹i l−îng ®−îc ®o. Trong khi ®ã sx cã cïng thø

nguyªn víi ®¹i l−îng ®−îc ®o. Do vËy th«ng th−êng ng−êi ta dïng ®é lÖch chuÈn sx

lµm th−íc ®o møc ®é ph©n t¸n cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi xung quanh gi¸ trÞ

trung b×nh. §é lÖch chuÈn sx cµng lín th× ®é t¶n m¹n cña chuçi cµng lín vµ ng−îc

l¹i.

§é lÖch chuÈn cã c¸c tÝnh chÊt sau:

1) NÕu céng (trõ)  c¸c thµnh phÇn cña chuçi víi cïng mét h»ng sè C bÊt kú th× ®é

lÖch chuÈn vÉn kh«ng thay ®æi:

[ ] [ ]∑∑
==

±−±=±−±=±
n

1t

2
t

n

1t

2
tx )Cx()Cx

n
1)Cx()Cx

n
1)CX(s

)X(s)xx(
n
1)CX(s x

n

1t

2
tx =−=± ∑

=
 (2.5.3)

2) NÕu nh©n (chia) c¸c thµnh phÇn cña chuçi víi cïng mét h»ng sè C kh¸c 0 th×

®é lÖch chuÈn sÏ t¨ng (gi¶m) mét sè lÇn t−¬ng øng:

 sx(CX) = C.sx(X) (2.5.4)

3) §é lÖch chuÈn lµ mét −íc l−îng v÷ng nh−ng chÖch cña ®é lÖch b×nh ph−¬ng

trung b×nh σx:

Ký hiÖu M[X] vµ D[X] lµ kú väng vµ ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X,

ta cã:
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[ ]∑∑ −−−=−
2
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= [ ] ∑∑∑ −+−−−− 2
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Suy ra:
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
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
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n
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n
1x

n
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

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Do ®ã: [ ]2xsM = D[X] − ]x[D
n
1

 = 222

n
1n

n
1

σ
−

=σ−σ ≠ 2σ  (®pcm).

Ký hiÖu x
*
x s

1n
ns
−

=  khi ®ã [ ] [ ] 22
x

2*
x sM

1n
n)s(M σ=
−

=

Nh− vËy, kh¸c víi sx, 
*
xs  lµ mét −íc l−îng v÷ng vµ kh«ng chÖch cña σx. ChÝnh

v× lÏ ®ã, khi dung l−îng mÉu n bÐ thay cho sx ng−êi ta th−êng sö dông *
xs . Tuy

nhiªn, nÕu n ®ñ lín th× tû sè 
1n
n
−

 ≈ 1 nªn hÇu nh− kh«ng cã sù kh¸c nhau ®¸ng kÓ

gi÷a sx vµ *
xs .

2.6 Mét sè ®Æc tr−ng th«ng dông kh¸c

2.6.1 §é bÊt ®èi xøng

§é bÊt ®èi xøng ®−îc ký hiÖu lµ As vµ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

A = 3
x

3

s
m

 = 3
x

n

1t

3
t

s

)xx(
n
1
∑
=

−
(2.6.1)
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trong ®ã m3 lµ m«men trung t©m bËc 3 vµ sx ®é lÖch chuÈn cña X.

HÖ sè bÊt ®èi xøng A lµ −íc l−îng thèng kª cña ®é bÊt ®èi xøng As= 3
x

3

σ
µ

. NÕu

®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã ph©n phèi ®èi xøng th× µ3 = 0, ng−îc l¹i th× µ3 ≠ 0. Do ®ã ®é

bÊt ®èi xøng A lµ ®¹i l−îng dïng lµm th−íc ®o møc ®é thiÕu c©n ®èi cña ph©n bè

thùc nghiÖm, ph¶n ¸nh sù ph©n bè kh«ng ®ång ®Òu cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi

xung quanh t©m ph©n phèi − gi¸ trÞ trung b×nh sè häc.

NÕu A>0 th× mËt ®é ph©n bè cã d¹ng ®u«i lÖch ph¶i, ®Æc tr−ng cho sù t¶n m¶n

cña c¸c thµnh phÇn cã trÞ sè lín h¬n trung b×nh sè häc; nÕu A<0 th× mËt ®é ph©n bè

cã d¹ng ®u«i lÖch tr¸i, ®Æc tr−ng cho sù ph©n t¸n cña c¸c thµnh phÇn cã trÞ sè nhá

h¬n trung b×nh sè häc.

2.6.2 HÖ sè ®é nhän

§é nhän 3E 4
x

4
s −

σ
µ

=  lµ ®¹i l−îng ®Æc tr−ng cho møc ®é tËp trung cña ph©n

phèi. Nã ph¶n ¸nh t×nh tr¹ng tËp trung hay ph©n t¸n cña c¸c gi¸ trÞ cña ®¹i l−îng
ngÉu nhiªn xung quanh t©m ph©n phèi. HÖ sè nhän lµ −íc l−îng cña ®é nhän, dïng
lµm th−íc ®o møc ®é tËp trung cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi xung quanh gi¸ trÞ
trung b×nh.

Ký hiÖu hÖ sè ®é nhän lµ E, ta cã:

3
s
mE 4
x

4 −=  = 4
x

n

1t

4
t

s

)xx(
n
1
∑
=

−
 − 3 (2.6.2)

trong ®ã m4 lµ m«men trung t©m bËc 4. E cµng lín th× ph©n phèi cµng tËp trung,
hµm mËt ®é cµng cã d¹ng "nhän", møc ®é t¶n m¹n cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi
sÏ nhá.

2.6.3 §é lÖch trung b×nh tuyÖt ®èi.

Mét trong nh÷ng ®Æc tr−ng ph¶n ¸nh møc ®é ph©n t¸n cña c¸c thµnh phÇn

trong chuçi lµ ®é lÖch trung b×nh tuyÖt ®èi, hay cßn ®−îc gäi lµ ®é lÖch tuyÖt ®èi.

Ký hiÖu ®é lÖch trung b×nh lµ va, ta cã:

va = ∑
=

−
n

1t
t xx

n
1

(2.6.3)

trong ®ã xxt −  lµ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña ®é lÖch cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi so

víi trung b×nh sè häc.
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§«i khi ng−êi ta cßn dïng kh¸i niÖm ®é lÖch trung b×nh t−¬ng ®èi vr ®Ó ®Æc

tr−ng cho t−¬ng quan so s¸nh gi÷a møc ®é dao ®éng vµ ®é lín cña chuçi:

x
vv a

r = (2.6.4)

2.6.4 HÖ sè biÕn thiªn

HÖ sè biÕn thiªn, cßn ®−îc gäi lµ biÕn suÊt t−¬ng ®èi hay hÖ sè biÕn ®éng, lµ

tû sè gi÷a ®é lÖch tiªu chuÈn vµ trung b×nh sè häc. HÖ sè biÕn thiªn lµ ®¹i l−îng

ph¶n ¸nh t−¬ng quan so s¸nh gi÷a møc ®é dao ®éng trung b×nh sx vµ ®é lín cña

chuçi x .

Ký hiÖu hÖ sè biÕn thiªn lµ Cv ta cã:

Cv = 
x
sx  (2.6.5)

Trong tÝnh to¸n thùc hµnh ng−êi ta th−êng lÊy ®¬n vÞ ®o Cv lµ phÇn tr¨m (%)

nªn c«ng thøc (2.6.5) cã thÓ ®−îc viÕt d−íi d¹ng kh¸c:

Cv = 
x
sx .100% (2.6.6)

2.6.5 Biªn ®é

Biªn ®é cña chuçi lµ hiÖu gi÷a gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c

thµnh phÇn trong chuçi. Ký hiÖu biªn ®é lµ QA, ta cã:

QA = max{xt, t=1..n} − min{ xt, t=1..n} = xmax − xmin (2.6.7)

Biªn ®é lµ ®¹i l−îng ®Æc tr−ng cho møc ®é dao ®éng tèi ®a cña chuçi. §Ó cã sù

t−¬ng quan so s¸nh gi÷a møc ®é dao ®éng tèi ®a vµ ®é lín cña chuçi ng−êi ta cßn

xÐt tû sè gi÷a biªn ®é vµ trung b×nh sè häc:

Q = 
x
QA (2.6.8)

2.7 Ph©n tÝch, kh¶o s¸t sè liÖu dùa trªn c¸c ®Æc tr−ng sè

Khi ph©n tÝch kh¶o s¸t mét tËp mÉu bÊt kú nµo ®ã tr−íc hÕt ng−êi ta th−êng

quan t©m ®Õn mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n liªn quan ®Õn d¹ng ph©n bè x¸c suÊt cña nã.

Nh÷ng tÝnh chÊt nµy bao gåm ®é tËp trung, ®é ph©n t¸n vµ tÝnh ®èi xøng. §é tËp

trung ®Æc tr−ng cho xu thÕ dån vµo t©m cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi, ph¶n ¸nh

®é lín chung cña c¸c gi¸ trÞ sè liÖu. §é ph©n t¸n biÓu thÞ møc ®é biÕn ®éng hoÆc sù

t¶n m¹n cña sè liÖu xung quanh gi¸ trÞ t©m. TÝnh ®èi xøng m« t¶ møc ®é ph©n bè
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®ång ®Òu nh− thÕ nµo cña c¸c gi¸ trÞ sè liÖu xung quanh t©m cña chóng. Sè liÖu bÊt

®èi xøng cã xu thÕ hoÆc t¶n m¹n h¬n vÒ bªn ph¶i (cã ®u«i dµi vÒ bªn ph¶i) hoÆc vÒ

bªn tr¸i (cã ®u«i dµi vÒ bªn tr¸i). Ba tÝnh chÊt nªu trªn t−¬ng øng víi ba m«men

thèng kª ®Çu tiªn cña tËp mÉu.

2.7.1 §é tËp trung

TÝnh chÊt tËp trung cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi sè liÖu th−êng ®−îc ®¸nh

gi¸ th«ng qua ®Æc tr−ng trung b×nh sè häc. Nh−ng nãi chung trung b×nh sè häc cã

®é æn ®Þnh kÐm, nhÊt lµ trong nh÷ng tr−êng hîp sè liÖu biÕn ®éng m¹nh vµ cã thÓ

cã nh÷ng trÞ sè ®ét xuÊt hoÆc sai sè th«. Do ®ã, mÆc dï cã ®é chÝnh x¸c kÐm h¬n,

trong nhiÒu tr−êng hîp ng−êi ta dïng trung vÞ thay cho trung b×nh sè häc. Ngoµi

ra, ®«i khi ng−êi ta cßn xem xÐt thªm c¶ mèt.

§Æc tr−ng phøc t¹p h¬n chót Ýt cña ®é tËp trung lµ trimean. Trimean ®−îc

®Þnh nghÜa lµ trung b×nh cã träng sè cña trung vÞ vµ c¸c ph©n vÞ d−íi vµ trªn, trong

®ã trung vÞ nhËn hai lÇn träng sè lín h¬n träng sè cña mçi ph©n vÞ kia:

Trimean = 
4

qq2q 75.05.025.0 ++
(2.7.1)

Trimean th−êng ®−îc xem lµ ®¹i l−îng chøa ®ùng th«ng tin vÒ ®é lín cña tËp

sè liÖu.

Mét ®Æc tr−ng kh¸c còng th−êng ®−îc sö dông ®Ó ®¸nh gi¸ ®é tËp trung cña

tËp sè liÖu lµ trung b×nh hiÖu chØnh, ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

∑
−

+=
α −
=

kn

1ki
)i(xk2n

1x (2.7.2)

trong ®ã k, lµ sè nguyªn lµm trßn cña tÝch αn, lµ sè thµnh phÇn bÞ c¾t bá, tÝnh tõ

hai ®Çu mót, cña chuçi tr×nh tù; α lµ sè phÇn tr¨m thµnh phÇn sÏ bÞ c¾t bá ë mçi

®Çu mót vµ ®−îc gäi lµ bËc hiÖu chØnh.

So víi trung b×nh sè häc, møc ®é nh¹y c¶m ®èi víi c¸c gi¸ trÞ biªn (c¸c gi¸ trÞ

ë hai ®Çu mót cña chuçi tr×nh tù) cña trung b×nh hiÖu chØnh gi¶m ®i do viÖc khö bá

mét phÇn nh÷ng trÞ sè nhá nhÊt vµ lín nhÊt. Khi α=0 th× trung b×nh hiÖu chØnh

chÝnh lµ trung b×nh sè häc.

2.7.2 §é ph©n t¸n

§Æc tr−ng ®¬n gi¶n nhÊt cã thÓ dïng lµm th−íc ®o møc ®é ph©n t¸n cña tËp

sè liÖu lµ biªn ®é phÇn t− (Interquartile range − IQR). IQR lµ hiÖu gi÷a ph©n vÞ

trªn vµ ph©n vÞ d−íi:
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IQR = q0.75 − q0.25 (2.7.3)

Cã thÓ hiÓu mét c¸ch ®¬n gi¶n IQR lµ biªn ®é cña 50% phÇn trung t©m cña

tËp sè liÖu. Thùc tÕ lµ nã bá qua 25% phÇn trªn vµ 25% phÇn d−íi cña chuçi sè liÖu

®∙ s¾p xÕp thµnh chuçi tr×nh tù víi môc ®Ých lo¹i bá nh÷ng gi¸ trÞ biªn. §«i khi

ng−êi ta cßn gäi IQR lµ ®é t¸n thø t−. IRQ ph¶n ¸nh møc ®é dao ®éng cùc ®¹i cña

50% sè thµnh phÇn trong chuçi xung quanh trung vÞ.

Th«ng th−êng, ®Ó ®¸nh gi¸ møc ®é dao ®éng trung b×nh cña toµn chuçi ng−êi
ta dïng ®é lÖch chuÈn sx hoÆc ph−¬ng sai mÉu 

~Dx  (c«ng thøc (2.5.1) vµ (2.5.2)).

Tuy nhiªn, còng sÏ rÊt thó vÞ nÕu ta lµm phÐp so s¸nh gi÷a sx vµ IRQ. Ta biÕt r»ng

®é lÖch chuÈn lµ c¨n bËc hai cña ph−¬ng sai mÉu. Cßn ph−¬ng sai mÉu lµ trung

b×nh b×nh ph−¬ng cña hiÖu gi÷a c¸c gi¸ trÞ thµnh phÇn cña chuçi vµ trung b×nh sè

häc cña chóng. Do ®ã khi tÝnh to¸n, thËm chÝ mét gi¸ trÞ sè liÖu rÊt lín sÏ g©y nªn

sù biÕn ®æi m¹nh mÏ kÕt qu¶ chung, v× nã kh¸c biÖt rÊt lín so víi trung b×nh, vµ sù

kh¸c biÖt nµy cµng ®−îc khuyÕch ®¹i lªn bëi phÐp tÝnh lÊy b×nh ph−¬ng. Trong khi

®ã c¸c gi¸ trÞ ®ét xuÊt nh− vËy cã thÓ sÏ kh«ng lµm ¶nh h−ëng ®Õn IRQ. Ta h∙y xÐt

vÝ dô sau ®©y lµm minh häa. Gi¶ sö cã tËp sè liÖu {11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,

19}. §é lÖch chuÈn cña chóng lµ 2.7, nh−ng nã sÏ bÞ phãng ®¹i lªn thµnh 25.6 nÕu

sè “19” ®−îc thay bëi sè sai “91”. DÔ dµng thÊy r»ng trong c¶ hai tr−êng hîp trÞ sè

IQR kh«ng ®æi vµ b»ng 4.

Mét ®Æc tr−ng kh¸c còng th−êng ®−îc sö dông ®Ó ®¸nh gi¸ møc ®é ph©n t¸n

cña tËp sè liÖu lµ MAD (median absolute deviation − ®é lÖch trung vÞ tuyÖt ®èi).

Gi¶ sö cã chuçi sè liÖu {xt, t=1..n}. B»ng phÐp biÕn ®æi:

yt = 5.0t qx −  = et Mx − (2.7.4)

ta nhËn ®−îc chuçi míi {yt, t=1..n}. Khi ®ã MAD chÝnh lµ trung vÞ cña chuçi yt.

Cßn mét ®Æc tr−ng phøc t¹p h¬n cña ®é ph©n t¸n lµ ph−¬ng sai hiÖu chØnh.

Còng nh− ®èi víi trung b×nh hiÖu chØnh (c«ng thøc (2.7.2)), ph−¬ng sai hiÖu chØnh

®−îc tÝnh theo c«ng thøc:

( )∑
−

+=
αα −

−
=

kn

1ki

2
)i(

2 xx
k2n

1s (2.7.5)

trong ®ã k còng lµ sè nguyªn gÇn nhÊt víi αn; α lµ sè phÇn tr¨m thµnh phÇn cña

chuçi tr×nh tù sÏ bÞ c¾t bá ë mçi ®Çu mót vµ ®−îc gäi lµ bËc hiÖu chØnh. Khi α=0,

ph−¬ng sai hiÖu chØnh ®óng b»ng ph−¬ng sai mÉu.

Ngoµi nh÷ng ®Æc tr−ng kÓ trªn, trong øng dông thùc hµnh ng−êi ta cßn sö

dông hÖ sè ®é nhän (E), ®é lÖch trung b×nh tuyÖt ®èi (va), biªn ®é (QA) vµ hÖ sè biÕn

thiªn (Cv) ®Ó xem xÐt mét c¸ch ®Çy ®ñ h¬n møc ®é ph©n t¸n cña tËp sè liÖu.
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2.7.3 TÝnh ®èi xøng

TÝnh ®èi xøng th−êng ®−îc ®¸nh gi¸ th«ng qua hÖ sè bÊt ®èi xøng A (c«ng

thøc (2.6.1)). Tuy nhiªn vÉn cã thÓ nhËn thÊy ®Æc tr−ng nµy còng rÊt nh¹y c¶m víi

nh÷ng gi¸ trÞ ®ét xuÊt (nÕu cã) cña tËp mÉu. Bëi v× trong biÓu thøc tÝnh A, tö sè lµ

trung b×nh lòy thõa ba ®é lÖch cña c¸c thµnh phÇn chuçi so víi trung b×nh sè häc.

Nh− vËy, so víi ®é lÖch chuÈn, hÖ sè bÊt ®èi xøng thËm chÝ cßn nh¹y h¬n ®èi víi

nh÷ng gi¸ trÞ biªn. Trung b×nh mò ba cña ®é lÖch ë tö sè trong (2.6.1) ®−îc chia cho

luü thõa ba cña ®é lÖch chuÈn ®Ó chuÈn ho¸ hÖ sè bÊt ®èi xøng thµnh ®¹i l−îng v«

thø nguyªn, t¹o cho nã cã tÝnh so s¸nh ®−îc khi xÐt nhiÒu tËp mÉu kh¸c nhau.

§Ó ý r»ng luü thõa ba cña hiÖu gi÷a c¸c gi¸ trÞ sè liÖu vµ trung b×nh cña

chóng b¶o toµn dÊu cña c¸c hiÖu nµy. V× c¸c hiÖu ®−îc lÊy luü thõa ba nªn c¸c gi¸

trÞ sè liÖu ë xa nhÊt so víi trung b×nh sÏ chiÕm −u thÕ so víi c¸c thµnh phÇn kh¸c

trong tæng ë tö sè cña biÓu thøc tÝnh A (2.6.1). NÕu cã mét vµi gi¸ trÞ sè liÖu rÊt lín

®é bÊt ®èi xøng sÏ cã xu h−íng d−¬ng. Bëi vËy tËp sè liÖu cã ®u«i kÐo dµi vÒ bªn

ph¶i ®−îc xem lµ lÖch ph¶i vµ cã ®é bÊt ®èi xøng d−¬ng (A>0). C¸c ®¹i l−îng mµ

gi¸ trÞ cña chóng bÞ chÆn d−íi (nh− l−îng gi¸ng thuû hoÆc tèc ®é giã − gi¸ trÞ cña

chóng ph¶i kh«ng ©m) th−êng cã ®é bÊt ®èi xøng d−¬ng. Ng−îc l¹i, víi nh÷ng ®¹i

l−îng mµ gi¸ trÞ cña chóng cã thÓ  cã mét vµi trÞ sè rÊt nhá (hoÆc ©m lín) th× nh÷ug

gi¸ trÞ nµy sÏ c¸ch xa trung b×nh vÒ phÝa d−íi. Tæng ë tö sè trong (2.6.1) khi ®ã sÏ

bÞ lÊn ¸t bëi c¸c h¹ng tö ©m lín, v× vËy hÖ sè bÊt ®èi xøng sÏ ©m (A<0). Trong

tr−êng hîp nµy chuçi sè liÖu sÏ cã ®u«i kÐo dµi vÒ bªn tr¸i (cã xu h−íng lÖch tr¸i).

NÕu chuçi sè liÖu vÒ c¬ b¶n ph©n bè ®èi xøng th× hÖ sè bÊt ®èi xøng sÏ gÇn b»ng 0.

Ngoµi hÖ sè bÊt ®èi xøng ng−êi ta cßn dïng chØ sè Yule−Kendall sau ®©y:

( ) ( )
IQR

qq2q
IQR

qqqq 75.05.025.025.05.05.075.0
yk

+−
=

−−−
=γ (2.7.6)

ChØ sè Yule−Kendall ®¸nh gi¸ tÝnh ®èi xøng cña chuçi sè liÖu trªn c¬ së so

s¸nh kho¶ng c¸ch gi÷a ph©n vÞ trªn vµ trung vÞ víi trung vÞ vµ ph©n vÞ d−íi. NÕu

chuçi sè liÖu cã xu h−íng lÖch ph¶i, Ýt nhÊt trong 50% sè liÖu ë t©m, kho¶ng c¸ch

tõ ph©n vÞ trªn ®Õn trung vÞ sÏ lín h¬n kho¶ng c¸ch tõ trung vÞ ®Õn ph©n vÞ d−íi.
Trong tr−êng hîp nµy chØ sè Yule−Kendall sÏ d−¬ng ( ykγ >0), phï hîp víi quan

niÖm th«ng th−êng lµ lÖch ph¶i th× d−¬ng. Ng−îc l¹i, chuçi lÖch tr¸i sÏ ®−îc ®Æc
tr−ng bëi chØ sè Yule−Kendall ©m ( ykγ <0). T−¬ng tù nh− khi tÝnh hÖ sè bÊt ®èi

xøng, viÖc chia cho biªn ®é phÇn t− IQR trong (2.7.6) nh»m v« thø nguyªn ho¸ ykγ ,

t¹o kh¶ n¨ng so s¸nh cña nã khi xem xÐt nhiÒu tËp sè liÖu kh¸c nhau.
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Ch−¬ng 3
Mét sè ph©n bè lý thuyÕt

3.1 Kh¸i niÖm më ®Çu

Trong ch−¬ng 2 ta ®∙ nghiªn cøu mét sè ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch, kh¶o s¸t sè

liÖu dùa trªn c¸c ®Æc tr−ng thèng kª th«ng th−êng. VÒ b¶n chÊt, c¸c ph−¬ng ph¸p

®ã cho phÐp chØ ra nh÷ng thuéc tÝnh cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ t−îng, khÝ hËu

c¨n cø vµo nh÷ng tËp sè liÖu cô thÓ thu thËp ®−îc tõ quan tr¾c thùc tÕ. Tuy nhiªn,

do h¹n chÕ cña dung l−îng mÉu, trong nhiÒu tr−êng hîp nh÷ng kÕt qu¶ nhËn ®−îc

cã thÓ sÏ ph¶n ¸nh kh«ng chÝnh x¸c b¶n chÊt cña qu¸ tr×nh ®−îc xÐt. Ch¼ng h¹n,

khi nghiªn cøu nhiÖt ®é tèi cao ë mét khu vùc nµo ®ã, trong chuçi sè liÖu hiÖn cã

ph¹m vi biÕn ®æi cña nã lµ 25oC−39oC. Khi tiÕn hµnh x©y dùng hµm ph©n bè thùc

nghiÖm theo ph−¬ng ph¸p chia kho¶ng, tÇn suÊt xuÊt hiÖn nhiÖt ®é tèi cao trong

kho¶ng tõ 27−28oC b»ng 0. XÐt vÒ mÆt vËt lý, ®iÒu ®ã lµ v« lý, v× víi kho¶ng biÕn

thiªn cña nhiÖt ®é lµ 25oC−39oC th× sù kiÖn nhiÖt ®é r¬i vµo kho¶ng 27−28oC kh«ng

thÓ kh«ng x¶y ra. Râ rµng ë ®©y kh«ng ph¶i do b¶n chÊt cña yÕu tè nhiÖt ®é tèi cao

mµ lµ do chuçi sè liÖu cña chóng ta ch−a ®ñ ®Ó bao qu¸t hÕt sù biÕn thiªn cña nã.

§Ó kh¾c phôc t×nh tr¹ng ®ã, ®ång thêi víi viÖc nghiªn cøu c¸c tËp mÉu, chóng

ta sÏ sö dông c¸c ph©n bè lý thuyÕt vµ xÊp xØ c¸c ph©n bè thùc nghiÖm bëi nh÷ng

ph©n bè lý thuyÕt phï hîp. ViÖc sö dông ph©n bè lý thuyÕt lµm xÊp xØ cho ph©n bè

thùc nghiÖm còng cã nghÜa lµ chóng ta ®∙ lý t−ëng hãa tËp sè liÖu thùc nghiÖm, tøc

lµ Ðp buéc c¸c kÕt qu¶ thùc nghiÖm vµo mét líp hµm to¸n häc cô thÓ phï hîp víi

chóng. TÊt nhiªn, ®©y chØ lµ sù biÓu diÔn gÇn ®óng c¸c sè liÖu thùc nghiÖm, mÆc dï

trong rÊt nhiÒu tr−êng hîp sù biÓu diÔn nµy cho ®é chÝnh x¸c rÊt cao. VÒ c¬ b¶n cã

ba −u ®iÓm khi sö dông c¸c ph©n bè lý thuyÕt:

− Ph©n bè lý thuyÕt cho phÐp biÓu diÔn mét c¸ch c« ®äng, ng¾n gän nh÷ng

th«ng tin tõ tËp mÉu th«ng qua d¹ng vµ mét vµi tham sè ph©n bè. Trong nhiÒu

tr−êng hîp, chóng ta ph¶i lÆp ®i lÆp l¹i nh÷ng tÝnh to¸n thèng kª c¸c ®Æc tr−ng

mÉu cho mét ®Þa ®iÓm hoÆc mét vïng kh«ng gian nhÊt ®Þnh nµo ®ã. Qu¸ tr×nh tÝnh

to¸n ®ã cã thÓ rÊt cång kÒnh, thËm chÝ x¶y ra nh÷ng sai sãt bÊt th−êng. NÕu tån
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t¹i mét ph©n bè lý thuyÕt phï hîp tèt víi tËp sè liÖu, thay cho viÖc kh¶o s¸t ®Çy ®ñ

n bËc thèng kª {x1, x2,...,xn} ta chØ cÇn mét vµi tham sè cña ph©n bè nµy.

− Ph©n bè lý thuyÕt cho phÐp lµm tr¬n vµ néi suy c¸c ®Æc tr−ng x¸c suÊt. Râ

rµng sè liÖu thùc nghiÖm phô thuéc vµo dung l−îng mÉu. Nh− ®∙ nªu ë trªn, sù

h¹n chÕ cña dung l−îng mÉu cã thÓ dÉn ®Õn sù gi¸n ®o¹n hoÆc ®øt qu¶ng trong

ph©n bè thùc nghiÖm. ViÖc xÊp xØ ph©n bè thùc nghiÖm bëi mét ph©n bè lý thuyÕt

cho tËp mÉu t¹o kh¶ n¨ng liªn tôc hãa  nh÷ng kho¶ng kh«ng cã sè liÖu, tõ ®ã cho

phÐp −íc l−îng x¸c suÊt trong nh÷ng kho¶ng nµy.

− Ph©n bè lý thuyÕt cho phÐp tÝnh to¸n ngo¹i suy c¸c ®Æc tr−ng x¸c suÊt. Do

sù h¹n chÕ cña dung l−îng mÉu, ph©n bè thùc nghiÖm chØ cã thÓ ph¶n ¸nh ®−îc sù

biÕn ®æi cña ®Æc tr−ng yÕu tè trong ph¹m vi biÕn ®æi cña tËp mÉu. ViÖc −íc l−îng

x¸c suÊt cho nh÷ng sù kiÖn n»m ngoµi ph¹m vi cña tËp mÉu ®ßi hái ph¶i chÊp

nhËn nh÷ng gi¶ thiÕt vÒ c¸ch xö lý nh− lµ ch−a cã sè liÖu quan tr¾c. H∙y trë l¹i vÝ

dô trªn ®©y, víi kho¶ng biÕn thiªn cña nhiÖt ®é tèi cao lµ 25oC−39oC, ta sÏ kh«ng

cã c¬ së nµo ®Ó ph¸n ®o¸n vÒ c¸c sù kiÖn nhiÖt ®é tèi cao lín h¬n 39oC hoÆc nhá h¬n

25oC (mÆc dï trªn thùc tÕ chóng cã thÓ x¶y ra) nÕu chóng ta kh«ng xÊp xØ ph©n bè

thùc nghiÖm bëi mét ph©n bè lý thuyÕt.

Còng cÇn nhÊn m¹nh r»ng, viÖc xÊp xØ ph©n bè thùc nghiÖm bëi mét ph©n bè

lý thuyÕt lµ mét qu¸ tr×nh xö lý tinh tÕ. Sau khi x©y dùng hµm ph©n bè thùc

nghiÖm, ta cÇn ph¶i xem xÐt, kh¶o s¸t tû mû vµ lùa chän mét trong c¸c líp hµm lý

thuyÕt sao cho nã phï hîp nhÊt víi ph©n bè thùc nghiÖm. MÆt kh¸c, ®Ó tr¸nh sù

nhÇm lÉn ®¸ng tiÕc ta cÇn ph©n biÖt râ hai kh¸i niÖm: c¸c tham sè cña ph©n bè vµ

c¸c tham sè (hay ®Æc tr−ng) thèng kª. C¸c tham sè cña ph©n bè lµ nh÷ng ®¹i l−îng

kh«ng ngÉu nhiªn mµ tr−íc ®©y chóng ta ®∙ chó thÝch gäi chóng lµ c¸c ®Æc tr−ng

tæng thÓ, cßn c¸c tham sè thèng kª lµ nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, chóng ®−îc rót

ra tõ qu¸ tr×nh xö lý tÝnh to¸n trªn tËp mÉu.

3.2 Ph©n bè nhÞ thøc

Ta h∙y trë l¹i bµi to¸n trong môc 1.3, ch−¬ng 1. Mçi mét phÐp thö trong n

phÐp thö ®éc lËp chØ cã 2 kÕt côc lµ A vµ A . X¸c suÊt xuÊt hiÖn sù kiÖn A ë mçi

phÐp thö kh«ng ®æi, b»ng p vµ kh«ng phô thuéc vµo chØ sè phÐp thö. NÕu ta xÐt

biÕn ngÉu nhiªn Xi liªn quan ®Õn kÕt qu¶ cña lÇn thö thø i nh− sau:

Xi = 




i thø thö lÇn ë  hiÖn)xuÊt kh«ng (A hiÖnxuÊt  A nÕu0

i thø thö  lÇn  ë hiÖnxuÊt  AnÕu1
 (i=1..n)
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V× c¸c lÇn thö lµ ®éc lËp nªn c¸c Xi lµ nh÷ng biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp vµ cã

ph©n bè x¸c suÊt ®−îc cho bëi:

Xi 0 1

p q = 1−p p

Do ®ã biÕn ngÉu nhiªn X = ∑
=

n

1i
iX  chØ sè lÇn xuÊt hiÖn sù kiÖn A trong lo¹t n

phÐp thö vµ sÏ cã ph©n bè d¹ng:

X 0 1 ... n−1 n

p p0 p1 ... pn−1 pn

trong ®ã pk = k
nC pkqn−k.

Mét c¸ch tæng qu¸t, cã thÓ biÓu diÔn ph©n bè cña X bëi:

P(X=k) = Pn(k) = k
nC pkqn−k, k=0,1,...,n (3.2.1)

Ph©n bè d¹ng (3.2.1) ®−îc gäi lµ ph©n bè nhÞ thøc, biÕn ngÉu nhiªn X trong

tr−êng hîp nµy ®−îc gäi lµ biÕn ngÉu nhiªn cã ph©n bè nhÞ thøc. Râ rµng ph©n bè

nhÞ thøc phô thuéc vµo hai tham sè lµ n vµ p. §å thÞ hµm mËt ®é x¸c suÊt cña X

®−îc tr×nh bµy trªn h×nh 3.1.

0

0.1

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k

p

H×nh 3.1 Hµm mËt ®é ph©n bè nhÞ thøc víi n=20, p=0.4

VÝ dô 3.2 XÐt sù kiÖn A lµ l−îng m−a th¸ng 7 ë mét tr¹m v−ît qu¸ 400 mm.

Sè liÖu thèng kª trong b¶ng 3.1 dÉn ra nh÷ng n¨m cã A xuÊt hiÖn trong 105 n¨m

quan tr¾c. H∙y tÝnh x¸c suÊt ®Ó trong 10 n¨m quan tr¾c: a) Cã 1 n¨m mµ l−îng

m−a th¸ng 7 v−ît qu¸ 400 mm; b) Cã Ýt nhÊt 1 n¨m mµ l−îng m−a th¸ng 7 v−ît

qu¸ 400 mm.

Tõ b¶ng 3.1, trong 105 n¨m quan tr¾c cã tÊt c¶ 19 n¨m xuÊt hiÖn sù kiÖn A.

VËy −íc l−îng x¸c suÊt cña A lµ P(A)=p=19/105=0.181. Theo yªu cÇu cña bµi to¸n,

ta cã n=10, p=0.181. Do ®ã, ¸p dông (3.2.1) ta ®−îc:
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a) X¸c suÊt ®Ó trong 10 n¨m quan tr¾c cã 1 n¨m mµ l−îng m−a th¸ng 7 v−ît
qu¸ 400 mm sÏ lµ: P(X=1) = P10(1) = 1

10C (0.181)1(1−0.181)9 = 0.3001.

b) X¸c suÊt ®Ó trong 10 n¨m quan tr¾c cã Ýt nhÊt 1 n¨m mµ l−îng m−a th¸ng

7 v−ît qu¸ 400 mm sÏ lµ:

P(X=1)+P(X=2)+...+P(X=10) = P(X≥1) = 1−P(X=0) = 0.8642.

B¶ng 3.1 Nh÷ng n¨m cã l−îng m−a th¸ng 7 trªn 400 mm

trong thêi gian quan tr¾c 105 n¨m

1892 1904 1928 1935 1960

1894 1914 1929 1939 1965

1899 1926 1933 1942 1967

1902 1927 1934 1943

3.3 Ph©n bè Poisson

Ph©n bè Poisson ®−îc dïng ®Ó m« t¶ sè sù kiÖn xuÊt hiÖn trong mét chuçi

liªn tiÕp c¸c sù kiÖn rêi r¹c cïng lo¹i ®éc lËp nhau. Th«ng th−êng sù liªn tiÕp cña

chuçi c¸c sù kiÖn ®−îc hiÓu theo nghÜa thêi gian, nh− sù xuÊt hiÖn c¸c c¬n b∙o trªn

mét vïng biÓn nµo ®ã trong mïa b∙o, hoÆc sù x¶y ra nh÷ng n¨m h¹n h¸n hay rÐt

®Ëm. Tuy nhiªn ph©n bè Poisson còng cã thÓ ®−îc ¸p dông ®Ó tÝnh x¸c suÊt xuÊt

hiÖn sù kiÖn trong mét hoÆc mét sè vïng kh«ng gian nhÊt ®Þnh, ch¼ng h¹n, x¸c

®Þnh sù ph©n bè cña c¸c c©y x¨ng däc theo mét con ®−êng cao tèc hay ph©n bè cña

nh÷ng côc m−a ®¸ trªn mét vïng nhá hÑp nµo ®ã.

Khi xÐt chuçi c¸c sù kiÖn theo thêi gian ph©n bè Poisson ®−îc ¸p dông nÕu

tháa m∙n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

− X¸c suÊt xuÊt hiÖn sù kiÖn vµo kho¶ng thêi gian ®ang xÐt phô thuéc vµo sè

c¸c sù kiÖn vµ ®é dµi kho¶ng thêi gian nh−ng kh«ng phô thuéc vµo thêi ®iÓm ®Çu

cña kho¶ng.

− X¸c suÊt cña sè lÇn xuÊt hiÖn sù kiÖn trong kho¶ng thêi gian ®ang xÐt

kh«ng phô thuéc vµo sù xuÊt hiÖn sù kiÖn tr−íc thêi ®iÓm ban ®Çu.

− X¸c suÊt xuÊt hiÖn hai hay nhiÒu sù kiÖn vµo mét kho¶ng thêi gian v« cïng

bÐ nhá h¬n rÊt nhiÒu so víi x¸c suÊt xuÊt hiÖn mét sù kiÖn trong kho¶ng ®ã.

NÕu gi¶ thiÕt r»ng, trong ph©n bè nhÞ thøc (3.2.1) x¸c suÊt xuÊt hiÖn sù kiÖn

A phô thuéc vµo sè lÇn thö n sao cho khi n→∞ mµ P(A)=p→0 vµ np→λ=const, th×

ph©n bè nhÞ thøc sÏ tiÖm cËn ®Õn ph©n bè Poisson:
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P(X=k) = 
!k

e
kλλ− , k=0,1,2,... (3.3.1)

Râ rµng ph©n bè Poisson chØ phô thuéc vµo mét tham sè λ, nã cã thø nguyªn

lµ sè lÇn xuÊt hiÖn trªn mét ®¬n vÞ thêi gian. §å thÞ hµm mËt ®é x¸c suÊt cña ph©n

bè Poisson ®−îc dÉn ra trªn h×nh 3.2.

0

0.1

0.2

0.3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k

p

H×nh 3.2 Hµm mËt ®é ph©n bè Poisson víi λ=4

VÝ dô 3.3 B¶ng 3.2 dÉn ra sè liÖu vÒ sè lÇn xuÊt hiÖn lèc hµng n¨m ë mét ®Þa

ph−¬ng trong vßng 30 n¨m quan tr¾c, tõ 1959 ®Õn 1988. Gäi X lµ biÕn ngÉu nhiªn

chØ sè lÇn xuÊt hiÖn lèc hµng n¨m ë ®©y vµ gi¶ thiÕt r»ng X cã ph©n bè Poisson. Ta

thÊy, tæng sè cã 138 lÇn xuÊt hiÖn lèc trong 30 n¨m, vËy trung b×nh hµng n¨m cã

138/30 = 4.6 (lÇn/n¨m). NÕu lÊy gi¸ trÞ nµy lµm −íc l−îng cña tham sè λ trong ph©n

bè Poisson, ta cã thÓ sö dông c«ng thøc (3.3.1) ®Ó tÝnh x¸c suÊt sè lÇn xuÊt hiÖn lèc

hµng n¨m cho ®Þa ph−¬ng nãi trªn. H×nh 3.3 biÓu diÔn ®å thÞ hµm mËt ®é x¸c suÊt

lý thuyÕt cña ph©n bè Poisson víi λ=4.6 vµ mËt ®é x¸c suÊt thùc nghiÖm tÝnh theo

sè liÖu ë b¶ng 3.2.

B¶ng 3.2 Sè lÇn xuÊt hiÖn lèc hµng n¨m

N¨m Sè lÇn N¨m Sè lÇn N¨m Sè lÇn

1959 3 1969 7 1979 3

1960 4 1970 4 1980 4

1961 5 1971 5 1981 3

1962 1 1972 6 1982 3

1963 3 1973 6 1983 8

1964 1 1974 6 1984 6

1965 5 1975 3 1985 7

1966 1 1976 7 1986 9

1967 2 1977 5 1987 6

1968 2 1978 8 1988 5
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0
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2

H×nh 3.3 BiÓu ®å biÓu diÔn mËt ®é x¸c suÊt xuÊt hiÖn lèc

1. Lý thuyÕt; 2. Thùc nghiÖm

Tõ h×nh 3.3 cã thÓ nhËn thÊy r»ng mËt ®é x¸c suÊt lý thuyÕt ®¹t gi¸ trÞ lín

nhÊt khi k=4 (hµng n¨m cã 4 lÇn xuÊt hiÖn lèc). Trong khi ®ã, theo kÕt qu¶ thùc

nghiÖm, x¸c suÊt ®Ó hµng n¨m cã 3 lÇn xuÊt hiÖn lèc ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt. H¬n n÷a,

còng theo ph©n bè thùc nghiÖm, x¸c suÊt khi k=4 nhá h¬n rÊt nhiÒu so víi khi k=3

vµ k=5. XÐt vÒ ý nghÜa vËt lý, ®iÒu ®ã hoµn toµn khã lý gi¶i. T×nh huèng x¶y ra

t−¬ng tù khi so s¸nh k=2 víi k=1 vµ k=3. Râ rµng, trong tr−êng hîp nµy viÖc xÊp xØ

ph©n bè thùc nghiÖm bëi ph©n bè lý thuyÕt ®∙ t¹o cho ta kh¶ n¨ng ph¸n ®o¸n vµ

nhËn ®Þnh tèt h¬n mµ kh«ng lÖ thuéc vµo kÕt qu¶ thùc nghiÖm.

3.4 Ph©n bè chuÈn vµ ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸

Ph©n bè chuÈn, hay cßn gäi lµ ph©n bè Gauss, ®ãng vai trß hÕt søc quan träng

trong thèng kª cæ ®iÓn, nã ®−îc øng dông réng r∙i vµ hiÖu qu¶ trong khÝ t−îng, khÝ

hËu.

BiÕn ngÉu nhiªn X ®−îc gäi lµ cã ph©n bè chuÈn nÕu hµm mËt ®é x¸c suÊt cña

nã cã d¹ng:

f(x) = 
2)x(

2
1

e
2
1 σ

µ−
−

πσ
(3.4.1)

Nh− vËy, ph©n bè chuÈn phô thuéc vµo hai tham sè µ vµ σ (nªn ng−êi ta

th−êng ký hiÖu X∈N(µ,σ) ®Ó chØ biÕn ngÉu nhiªn X cã ph©n bè chuÈn víi hai tham

sè µ, σ). Cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng c¸c tham sè nµy chÝnh lµ kú väng to¸n häc

vµ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh (c¨n bËc hai cña ph−¬ng sai) cña X:
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M[X] = ∫
+∞

∞−

dx)x(xf  = µ (3.4.2)

D[X] = ∫
+∞

∞−

µ− dx)x(f)x( 2  = σ2 (3.4.3)

Tõ (3.4.1) suy ra r»ng mËt ®é ph©n bè chuÈn ®−îc x¸c ®Þnh trªn toµn miÒn

cña trôc sè vµ ®å thÞ cña nã nhËn ®−êng x=µ lµm trôc ®èi xøng (h×nh 3.4a).

§Ó sö dông ph©n bè chuÈn biÓu diÔn mét tËp sè liÖu ta cÇn −íc l−îng chÝnh

x¸c hai tham sè µ vµ σ. Nh− ®∙ ®−îc biÕt trong ch−¬ng 2, c¸c −íc l−îng nµy lµ
m«men gèc mÉu bËc nhÊt x  vµ ®é lÖch chuÈn *s . Ta h∙y xÐt thªm mét vµi ®Æc

tr−ng kh¸c cña ph©n bè chuÈn.
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H×nh 3.4 Hµm mËt ®é ph©n bè chuÈn víi µ=2 vµ c¸c gi¸ trÞ σ kh¸c nhau (a)

vµ ph©n bè chuÈn chuÈn hãa (b)

M«men trung t©m bËc lÎ cña ph©n bè chuÈn ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

µ2r+1 = ∫
+∞

∞−

+µ− dx)x(f)x( 1r2  = 0 (3.4.4)

Tõ ®ã thÊy r»ng, do tÝnh chÊt ®èi xøng cña hµm mËt ®é, c¸c m«men trung

t©m bËc lÎ ®Òu b»ng 0. §−¬ng nhiªn ta cã ®é bÊt ®èi xøng As=µ3/σ3=0.

M«men trung t©m bËc ch½n:

µ2r = ∫
+∞

∞−

µ− dx)x(f)x( r2  = )
2
1r(21 r2r +Γσ

π
(3.4.5)

Hay µ2r=1.3.5...(2r−1)σ2r=(2r−1)!!σ2r (3.4.5’)

Khi r=1: µ2r = µ2 = σ2 = D[X]

r=2: µ2r = µ4 = 3σ4
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Ta nhËn thÊy ®é nhän cña ph©n bè chuÈn Es = µ4/σ4−3=0. Vµ nh− vËy, hÖ sè

®é nhän ®−îc chØ ra trong môc 2.6.2 sÏ cßn mang ý nghÜa so s¸nh mét ph©n bè nµo

®ã “nhän” h¬n hay “tï” h¬n so víi ph©n bè chuÈn.

T−¬ng øng víi hµm mËt ®é (3.4.1) ta cã hµm ph©n bè x¸c suÊt:

F(x) = ∫
∞−

σ
µ−

−

πσ

x 2)t(
2
1

dte
2
1

(3.4.6)

X¸c suÊt ®Ó ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng (α;β) ®−îc x¸c

®Þnh bëi:

∫
β

α









σ
µ−

−

πσ
=β<<α dxe

2
1)X(P

2x
2
1









σ
µ−α

Φ−







σ
µ−β

Φ=

Hay P(α<X<β) 







σ
µ−α

Φ−







σ
µ−β

Φ= (3.4.7)

trong ®ã ∫
−

π
=Φ

x

0

2t
2
1

dte
2
1)x( (3.4.8)

lµ hµm Laplas.

DÔ thÊy r»ng hµm Laplas lµ mét hµm lÎ, Φ(x) = −Φ(−x) vµ khi x→∞ th×

Φ(x)→
2
1

. Do dã ta cã thÓ biÓu diÔn hµm ph©n bè (3.4.6) qua hµm Laplas:

F(x) = 







σ
µ−

Φ+
x

2
1

(3.4.9)

Tõ (3.4.7) suy ra x¸c suÊt ®Ó ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn gi¸ trÞ trong

kho¶ng ®èi xøng ®èi víi kú väng to¸n häc (µ−ε; µ+ε) lµ:

P( )(2)()()X
σ
ε

Φ=
σ
ε

−Φ−
σ
ε

Φ=ε<µ− (3.4.10)

Hay P( )(21)X
σ
ε

Φ−=ε>µ− (3.4.10’)

Trong øng dông thùc hµnh ng−êi ta th−êng lËp b¶ng tÝnh s½n gi¸ trÞ cña hµm

Φ(x).

NÕu X∈N(µ,σ) th× biÕn ngÉu nhiªn U nhËn ®−îc qua phÐp biÕn ®æi:

U = 
σ
µ−X
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còng sÏ cã ph©n bè chuÈn víi hai tham sè µ=0 vµ σ =1 vµ ®−îc ký hiÖu lµ U∈N(0,1).

Hµm mËt ®é ph©n bè cña U nhËn ®−îc tõ biÓu thøc (3.4.1) b»ng c¸ch thay 
σ
µ−x

=u:

f(u) = 
2u

2
1

e
2
1 −

π
(3.4.11)

Khi ®ã hµm ph©n bè (3.4.6) sÏ cã d¹ng:

F(u) = ∫
∞−

−

π

u 2t
2
1

dte
2
1

(3.4.12)

C¸c hÖ thøc (3.4.11) vµ (3.4.12) ®−îc gäi lµ hµm mËt ®é vµ hµm ph©n bè

chuÈn chuÈn hãa. Hµm (3.4.11) lµ mét hµm ch½n, ®å thÞ cña nã cã d¹ng ®èi xøng

víi trôc ®èi xøng lµ trôc tung (h×nh 3.4b).

Trong thùc tÕ ®Ó ¸p dông ph©n phèi chuÈn ng−êi ta th−êng thùc hiÖn phÐp

biÕn ®æi chuçi sè liÖu ban ®Çu vÒ d¹ng chuÈn hãa:

u = 
σ
− xx

Khi ®ã chuçi míi nhËn ®−îc sÏ cã trung b×nh b»ng 0 vµ ph−¬ng sai b»ng 1. PhÐp

biÕn ®æi nµy trong nhiÒu tr−êng hîp cã thÓ lµm cho mét biÕn nµo ®ã tõ chç kh«ng

tu©n theo luËt ph©n bè chuÈn trë thµnh cã ph©n bè chuÈn hoÆc gÇn chuÈn.

Ph©n bè chuÈn lµ mét trong nh÷ng ph©n bè ®−îc øng dông hÕt søc phæ biÕn.

Trong khÝ t−îng, khÝ hËu ph©n bè chuÈn vµ ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸ th−êng ®−îc

dïng trong xö lý sè liÖu, trong kiÓm nghiÖm sù b»ng cña c¸c tham sè vµ lµm c«ng

cô trung gian ®Ó kiÓm nghiÖm sù phï hîp gi÷a ph©n bè thùc nghiÖm vµ ph©n bè lý

thuyÕt.

Ph©n bè chuÈn ®−îc Moivre [4] t×m thÊy lÇn ®Çu tiªn vµo n¨m 1733 khi «ng

nghiªn cøu giíi h¹n cña ph©n bè nhÞ thøc. Sau ®ã nã l¹i ®−îc ph¸t hiÖn bëi Gauss

(1809) vµ Laplace (1812).

3.5 Ph©n bè Gamma

NhiÒu biÕn khÝ quyÓn cã tÝnh bÊt ®èi xøng kh¸c nhau vµ th−êng ph©n bè lÖch

ph¶i. Th«ng th−êng sù lÖch ph¶i xuÊt hiÖn ®èi víi nh÷ng biÕn mµ gi¸ trÞ cña chóng

bÞ chÆn tr¸i, ch¼ng h¹n l−îng m−a vµ tèc ®é giã lµ nh÷ng yÕu tè kh«ng ©m. Trong

nh÷ng tr−êng hîp nµy viÖc xÊp xØ ph©n bè cña chóng bëi luËt chuÈn sÏ kh«ng cã

hiÖu qu¶. H∙y lÊy vÝ dô sau ®©y lµm minh häa. XÐt yÕu tè tæng l−îng m−a th¸ng 1

ë mét tr¹m cho ë b¶ng 3.3.
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B¶ng 3.3 Sè liÖu tæng l−îng m−a R th¸ng 1 (mm)

N¨m R N¨m R N¨m R N¨m R N¨m R

1933 11.2 1943 34.3 1953 64.3 1963 33.3 1973 36.6

1934 30.0 1944 13.7 1954 50.8 1964 44.7 1974 46.7

1935 68.3 1945 69.6 1955 28.4 1965 55.1 1975 42.9

1936 52.8 1946 28.7 1956 54.1 1966 60.5 1976 76.2

1937 93.0 1947 63.5 1957 34.5 1967 29.5 1977 34.5

1938 43.7 1948 43.7 1958 124.5 1968 35.3 1978 161.8

1939 71.6 1949 57.7 1959 74.7 1969 34.5 1979 115.6

1940 18.3 1950 71.6 1960 44.5 1970 26.2 1980 13.2

1941 37.1 1951 50.3 1961 42.9 1971 28.2 1981 22.1

1942 33.0 1952 62.0 1962 47.8 1972 34.3 1982 38.4

Tõ tËp sè liÖu nµy ta tÝnh ®−îc x  = 49.8 vµ s* = 28.3. NÕu sö dông ph©n bè

chuÈn lµm xÊp xØ ph©n bè lý thuyÕt ta dÔ dµng tÝnh ®−îc x¸c suÊt sù kiÖn l−îng

m−a th¸ng 1 nhá h¬n 0:

P(X<0) = F(0) = ∫
∞−

σ
−

−

π

0 2)8.49t(
2
1

dte
23.28

1
 = 0.04

MÆc dï x¸c suÊt nµy rÊt nhá nh−ng vÉn kh¸c kh«ng, ®iÒu ®ã cã nghÜa lµ sù

kiÖn ®ang xÐt vÉn cã thÓ x¶y ra! Sù v« lý nµy ®−¬ng nhiªn lµ kh«ng chÊp nhËn

®−îc, tøc lµ kh«ng thÓ sö dông ph©n bè chuÈn trong tr−êng hîp nµy.

§Ó gi¶i quyÕt nh÷ng vÊn ®Ò t−¬ng tù trªn ®©y, ng−êi ta th−êng chän ph©n bè

Gamma, ®Æc biÖt trong nghiªn cøu c¸c chuçi sè liÖu l−îng m−a. Hµm mËt ®é x¸c

suÊt cña ph©n bè Gamma cã d¹ng:

f(x) = 
( ) ( )

)(
/xexp/x 1

αΓβ
β−β −α

  víi x, α, β>0 (3.5.1)

HoÆc d−íi d¹ng kh¸c:

f(x) = ( )β−
αΓβ

−α
α /xexpx

)(
1 1 (3.5.1’)

Ph©n bè Gamma phô thuéc vµo hai tham sè α vµ β. Tham sè α ®Æc tr−ng cho

d¸ng ®iÖu (h×nh d¹ng) cña ®−êng cong ®å thÞ hµm mËt ®é, cßn tham sè β ph¶n ¸nh

møc ®é “co, duçi” cña ®å thÞ. H×nh 3.5 dÉn ra ®å thÞ cña mËt ®é ph©n bè Gamma

øng víi c¸c tr−êng hîp α vµ β kh¸c nhau.
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H×nh 3.5 Hµm mËt ®é ph©n bè Gamma

Tõ h×nh 3.5 ta nhËn thÊy r»ng, khi α<1 ph©n bè Gamma lÖch rÊt m¹nh vµ

f(x)→∞ khi x→0. Khi α=1 ®å thÞ sÏ c¾t trôc tung t¹i ®iÓm 1/β (khi x=0). Víi nh÷ng

gi¸ trÞ α>1 ®å thÞ hµm mËt ®é xuÊt ph¸t tõ gèc to¹ ®é (0; 0) vµ ph©n bè Gamma sÏ

tiÖm cËn ®Õn ph©n bè chuÈn khi α nhËn gi¸ trÞ rÊt lín.

Ph©n bè Gamma cã kú väng to¸n häc b»ng tÝch α.β vµ ph−¬ng sai b»ng α.β2.

C¸c −íc l−îng cña tham sè α vµ β ®−îc x¸c ®Þnh bëi c¸c hÖ thøc sau ®©y:

( )2*
2

s

x~ =α     vµ    
( )
x
s~
2*

=β (3.5.2)

HoÆc: 
D4

3/D411~ ++
=α    vµ    

α
=β ~
x~

(3.5.3)

Víi      D = ln( ∑
=

−
n

1i
i )xln(n

1x

3.6 Ph©n bè Weibull

Mét d¹ng ph©n bè kh¸c còng th−êng ®−îc sö dông trong khÝ t−îng, khÝ hËu lµ

ph©n bè Weibull. Ph©n bè Weibull ®−îc øng dông nhiÒu nhÊt trong nghiªn cøu sù

biÕn ®æi cña tèc ®é giã, ®Æc biÖt lµ giã mÆt ®Êt. Hµm mËt ®é ph©n bè Weibull cã

d¹ng:

f(x) = 



















β

−







β








β
α

α−α
xexpx

1

, víi x, α, β>0 (3.6.1)

HoÆc: f(x) = 



















β

−








β
α

α
−α

α
xexpx 1 (3.6.1’)
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§å thÞ hµm mËt ®é x¸c suÊt cña ph©n bè Weibull ®−îc dÉn ra trªn h×nh 3.6.

Kú väng to¸n häc cña ph©n bè Weibull b»ng βΓ(1+1/α) vµ ph−¬ng sai b»ng

β2(Γ(1+2/α)−Γ2(1+1/α)).

0

1
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α=0.5

α=1

α=2

α=4

β=0.8f(x)

x

H×nh 3.6 Hµm mËt ®é ph©n bè Weibull víi c¸c tham sè kh¸c nhau

3.7. Ph©n bè χ2 (khi b×nh ph−¬ng).

Trong líp c¸c bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª ph©n bè χ2 ®ãng mét

vai trß hÕt søc quan träng, nã ®−îc dïng ®Ó kiÓm nghiÖm sù phï hîp hay kh«ng

phï hîp gi÷a ph©n bè thùc nghiÖm vµ ph©n bè lý thuyÕt.

Ph©n bè χ2 ®−îc x©y dùng trªn c¬ së nghiªn cøu tæng c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc

lËp X1,X2,...,Xn cã cïng ph©n bè chuÈn, Xi∈N(µ;σ):

∑
=

µ−
σ

=χ
n

1i

2
i2

2 )X(1)n( (3.7.1)

vµ gäi lµ biÕn ngÉu nhiªn χ2 víi n tham sè.

Hµm mËt ®é x¸c suÊt cña χ2 cã d¹ng:













≤

>

Γ=

−−

0xkhi0

0xkhiex

)
2
n(2

1

)x(f
2
x1

2
n

2
n

n (3.7.2)

Hµm mËt ®é x¸c suÊt cña biÕn ngÉu nhiªn χ2 x¸c ®Þnh víi mäi x>0 vµ víi mäi

sè nguyªn d−¬ng n.

Hµm ph©n bè x¸c suÊt cña χ2 t−¬ng øng víi mËt ®é x¸c suÊt (3.7.2) sÏ b»ng 0

khi x≤0, cßn khi x>0 th×:

dtet

)
2
n(2

1)x(P)x(F 2
tx

0

1
2
n

2
n

2
n

−−

∫
Γ

=<χ= (3.7.3)
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Nh− vËy ph©n bè χ2 phô thuéc vµo chØ mét tham sè n vµ ®−îc gäi lµ bËc tù do

cña ph©n bè. Khi n≤2 hµm mËt ®é x¸c suÊt fn(x) lu«n lu«n gi¶m víi mäi x>0, khi

n>2 hµm fn(x) cã cùc ®¹i duy nhÊt t¹i x=n−2. Trªn h×nh 3.7 dÉn ra ®å thÞ cña hµm

fn(x) víi 3 tr−êng hîp n=1, n=2 vµ n=6.
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H×nh 3.7 Hµm mËt ®é ph©n bè χ2 víi c¸c bËc tù do kh¸c nhau

VÒ kh¸i niÖm sè bËc tù do n b¹n ®äc cã thÓ t×m hiÓu kü h¬n, ch¼ng h¹n, trong

[4]. ThuËt ng÷ nµy do Fisher ®Æt ra vµ nã còng sÏ ®−îc dïng víi cïng ý nghÜa ®ã

khi xÐt ®Õn mét sè ph©n bè kh¸c sau nµy.

Kú väng vµ ph−¬ng sai cña χ2 b»ng:

M[χ2(n)]=n va D[χ2(n)]=2n (3.7.4)

NÕu χ2(n1) vµ χ2(n2) lµ hai biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp cã ph©n bè χ2 víi n1 vµ n2

bËc tù do th× tæng cña chóng còng lµ mét biÕn ngÉu nhiªn cã ph©n bè χ2  víi (n1+n2)
bËc tù do:

χ2(n1) + χ2(n2) = χ2(n1+n2) (3.7.5)

X¸c suÊt χ2(n) nhËn gi¸ trÞ v−ît qu¸ mét gi¸ trÞ 2
0χ cho tr−íc ®−îc x¸c dÞnh

bëi:

 p=P(χ2> )(F1dx)x(f) 2
0n

2
0x
n

2
0 χ−==χ ∫

∞
(3.7.6)

X¸c suÊt nµy chÝnh b»ng diÖn tÝch giíi h¹n bëi nh¸nh ®−êng cong mËt ®é ë

bªn ph¶i trôc th¼ng ®øng ®i qua ®iÓm x= 2
0χ  vµ trôc hoµnh. Do ý nghÜa sö dông cña

c¸c x¸c suÊt nµy nªn trong thùc tÕ ng−êi ta th−êng lËp b¶ng tÝnh s½n gi¸ trÞ cña 2
pχ

øng víi c¸c møc x¸c suÊt p vµ sè bËc tù do n kh¸c nhau.



84

3.8 Ph©n bè Student (t)

Ph©n bè Student th−êng ®−îc gäi lµ mét c¸ch ®¬n gi¶n vµ quen thuéc lµ ph©n

bè t, ®−îc x¸c ®Þnh trªn c¬ së xÐt biÕn ngÉu nhiªn lµ tû sè gi÷a hai biÕn ngÉu nhiªn

®éc lËp X1∈N(0,1) vµ X2∈
n
)n(χ

: t=X1/X2. BiÕn ngÉu nhiªn t trong tr−êng hîp nµy

®−îc gäi lµ cã ph©n bè Student víi n bËc tù do vµ ký hiÖu t∈St(n) hay gän h¬n t(n).

MËt ®é x¸c suÊt cña ph©n bè Student cã d¹ng:

fn(x) = 2
1n2

)
n
x1(

)
2
n(n

)
2
1n( +

+
Γπ

+
Γ

(3.8.1)

HoÆc: fn(x) = 
2
1n

2

n
x1

n
2
1,

2
nB

1
+

−











+









(3.8.1’)

Ph©n bè Student hay ph©n bè t ®−îc W.S.Gosset sö dông lÇn ®Çu tiªn trong

mét bµi to¸n thèng kª quan träng [4] vµ ®−îc t¸c gi¶ lÊy biÖt hiÖu lµ Student. Hµm

mËt ®é cña biÕn t còng chØ phô thuéc vµo mét tham sè duy nhÊt n lµ sè bËc tù do.

Tõ (3.8.1) hoÆc (3.8.1’) cã thÓ suy ra r»ng ph©n bè Student lµ mét ph©n bè ®èi xøng

®èi víi x=0. Trªn h×nh 3.8 dÉn ra ®å thÞ mËt ®é x¸c suÊt cña ph©n bè Student t−¬ng

øng víi sè bËc tù do n=3, 6 vµ 50.

Do tÝnh ®èi xøng cña ph©n bè, tÊt c¶ c¸c m«men trung t©m bËc lÎ (nÕu cã) ®Òu

b»ng 0, cßn c¸c m«men bËc ch½n ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

)r2n)...(4n)(2n(
n)1r2...(3.1 r

r2 −−−
−

=µ (3.8.2)

Khi r=1 vµ n>2 ta cã ph−¬ng sai cña t(n) b»ng:

2n
nD)]n(t[D t −

== (3.8.3)

DÜ nhiªn kú väng cña ph©n bè Student b»ng 0. Ng−êi ta còng ®∙ chøng minh

®−îc r»ng khi n→∞ th× ph©n bè Student tiÖn cËn ®Õn ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸.

X¸c suÊt ®Ó biÕn ngÉu nhiªn cã ph©n bè Student víi n bËc tù do nhËn gi¸ trÞ

n»m ngoµi kho¶ng ®èi xøng (−t0; t0) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc:

∫
∞

=>
0t
n0 dx)x(f2)tt(P (3.8.4)
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trong ®ã fn(x) lµ mËt ®é x¸c suÊt d−îc cho bëi (3.8.1) hoÆc (3.8.1’).

Ph©n bè Student lµ mét trong nh÷ng ph©n bè ®−îc dïng ®Ó kiÓm nghiÖm gi¶

thiÕt thèng kª trong khÝ hËu.

0

0.5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

n=3
n=6

n=50

f(x)

x

H×nh 3.8 Hµm mËt ®é ph©n bè Student víi c¸c bËc tù do kh¸c nhau

3.9 Ph©n bè Fisher (F)

Ph©n bè Fisher ®ãng vai trß rÊt quan träng trong khÝ t−îng, khÝ hËu, nã

th−êng ®−îc sö dông ®Ó kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª trong ph©n tÝch ph−¬ng

sai. BiÕn ngÉu nhiªn F ®−îc gäi lµ cã ph©n bè Fisher nÕu hµm mËt ®é x¸c suÊt cña

nã cã d¹ng:

f(x) = 
)

2
n()

2
n(

)
2
nn(nn

21

212
2n

22
1n

1

ΓΓ

+
Γ

2
2n1n

21

1
2
1n

)nxn(

x
+

−

+

(3.9.1)

Nh− vËy, mËt ®é x¸c suÊt cña ph©n bè Fisher phô thuéc vµo hai tham sè n1

vµ n2, chóng ®−îc gäi lµ c¸c bËc tù do. Do ®ã th«ng th−êng ng−êi ta ký hiÖu hµm

mËt ®é ph©n bè Fisher lµ fn1,n2(x) hay f(x,n1,n2).

Khi n2>2 kú väng cña biÕn F ®−îc x¸c ®Þnh bëi M[F]=
1n

n

2

2
−

.

§å thÞ hµm mËt ®é ph©n bè Fisher cã d¹ng nh− trªn h×nh 3.9.

3.10 Mét sè ph©n bè kh¸c

Nh÷ng luËt ph©n bè trªn ®©y, trong øng dông thùc hµnh, ng−êi ta cßn sö

dông mét sè ph©n bè kh¸c cho nh÷ng nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª c¸c chuçi sè

liÖu. Nãi chung nh÷ng yÕu tè khÝ t−îng, khÝ hËu mµ kho¶ng biÕn thiªn gi¸ trÞ cña

chóng kh«ng thùc sù râ rµng, nh− nhiÖt ®é kh«ng khÝ, nhiÖt ®é ®Êt, c¸c ®Æc tr−ng
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®é Èm tuyÖt ®èi,... th× tÝnh bÊt ®èi xøng cña ph©n bè th−êng kh«ng lín. Chóng

th−êng ®−îc m« t¶ mét c¸ch gÇn ®óng bëi ph©n bè chuÈn hoÆc ph©n bè Sarle sau

®©y:





 +−+−

σ
+= )3t6t)(t(f

24
)x(E)t3t)(t(f

6
)x(A1)x(f)x(f 243s

0s (3.10.1)

trong ®ã fs(x) lµ mËt ®é ph©n bè Sarle; f0(x) − mËt ®é ph©n bè chuÈn 
σ
−

=
xxt ; f(t) −

mËt ®é ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸; As(x) − ®é bÊt ®èi xøng; E(x) − ®é nhän.

0

0.5

1

0 1 2 3 4 5

n1=2, n2=2

n1=4, n2=2

f(x)

x

H×nh 3.9 Hµm mËt ®é ph©n bè Fisher

Cã thÓ nhËn thÊy r»ng, h¹ng thø hai trong (3.10.1) chÝnh lµ phÇn hiÖu chØnh

cho ph©n bè chuÈn. NÕu As(x)=0 vµ E(x) = 0 th× phÇn bè Sarle trïng víi ph©n bè

chuÈn.

Sö dông phÐp thay thÕ t=
σ
− xx

 ta cã thÓ viÕt f0(x)= )t(f1
σ

vµ khi ®ã ph©n bè

Sarle sÏ cã d¹ng:





 −−+−+

σ
= 3t6t(

24
)x(E)t3t(

6
)x(A1)t(fk)t(f 243s

s (3.10.2)

§èi víi c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè mµ kho¶ng biÕn thiªn gi¸ trÞ cña chóng bÞ chÆn

mét phÝa hoÆc c¶ hai phÝa, nh− l−îng m−a, ®é Èm t−¬ng ®èi, tÇm nh×n xa, tèc ®é

giã,... th× qui luËt ph©n bè cña chóng th−êng ®−îc m« t¶ bëi c¸c ph©n bè Gamma,

Weibull, Beta, chuÈn l«ga.

C¸c ph©n bè Gamma vµ Weibull ®∙ xÐt trong c¸c môc 3.5 vµ 3.6 trªn ®©y. Sau

®©y ta sÏ xÐt ph©n bè chuÈn l«ga vµ ph©n bè Beta.
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Ph©n bè chuÈn l«ga lµ mét ph©n bè ®−îc sö dông cho nh÷ng tr−êng hîp bÊt

®èi xøng d−¬ng (lÖch ph¶i) vµ cã miÒn biÕn thiªn d−¬ng (x>0). Th«ng th−êng nhÊt,

ph©n bè chuÈn l«ga ®−îc dïng ®Ó biÓu diÔn sù biÕn ®æi cña c¸c ®Æc tr−ng vÒ m©y vµ

nã còng th−êng ®−îc øng dông réng r∙i trong thñy v¨n. NÕu biÕn ngÉu nhiªn Y

nhËn ®−îc tõ biÕn ngÉu nhiªn X b»ng phÐp biÕn ®æi Y=ln(X) tu©n theo luËt ph©n

bè chuÈn (ph©n bè Gauss) th× biÕn X ®−îc gäi lµ cã ph©n bè chuÈn l«ga víi hµm

mËt ®é x¸c suÊt cã d¹ng:

( )












σ
µ−

−
πσ

= 2

2

2
xlnexp

2x
1)x(f (3.10.3)

trong ®ã hai tham sè µ vµ σ t−¬ng øng lµ kú väng vµ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung

b×nh cña biÕn ®∙ ®−îc biÕn ®æi Y (tøc µ ≡ µy vµ σ ≡ σy).

Gi÷a c¸c tham sè trong (3.10.3) vµ kú väng vµ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh

cña biÕn ban ®Çu µx vµ σx tån t¹i mèi liªn hÖ sau:











 σ
+µ=µ
2

exp
2
y

yx (3.10.4)

vµ ( )[ ] ( )2yy
2
y

2
x 2exp1exp σ+µ−σ=σ (3.10.5)

Ph©n bè Beta th−êng ®−îc ¸p dông ®èi víi nh÷ng yÕu tè mµ miÒn biÕn thiªn

bÞ chÆn c¶ hai phÝa vµ th−êng lµ bÞ giíi h¹n trong ®o¹n [0; 1]. Ch¼ng h¹n, l−îng

m©y ®−îc ®o b»ng phÇn m−êi bÇu trêi, hay ®é Èm t−¬ng ®èi. Hµm mËt ®é x¸c suÊt

cña ph©n bè Beta cã d¹ng:

f(x) = ( ) 1q1p x1.x.
)q().p(
)qp( −− −

ΓΓ
+Γ

, víi 0≤ x ≤1 vµ p, q>0 (3.10.6)

Nh− vËy, ph©n bè Beta còng phô thuéc vµo hai tham sè p vµ q. Kú väng vµ

ph−¬ng sai cña ph©n bè ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

qp
p
+

=µ (3.10.7)

vµ 
)1qp()qp(

pq
2

2

+++
=σ (3.10.8)

Trªn c¬ së ®ã, cã thÓ nhËn ®−îc −íc l−îng cña c¸c tham sè p vµ q:

( ) x
s

)x1(xp~ 2*

2

−
−

=    vµ    
x
)x1(p~q~ −

= (3.10.9)
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Ch−¬ng 4
KiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª trong khÝ hËu

4.1 Kh¸i niÖm vÒ kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª

4.1.1 Gi¶ thiÕt thèng kª vµ bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª

Trong thùc tÕ, khi nghiªn cøu mét hiÖn t−îng nµo ®ã th−êng n¶y sinh vÊn ®Ò

nghi hoÆc gi÷a c¸i "thËt" vµ c¸i "gi¶", gi÷a "®óng" vµ "sai", gi÷a c¸i "ngÉu nhiªn" vµ

"b¶n chÊt" cña hiÖn t−îng. Ch¼ng h¹n, sau khi xem xÐt chuçi sè liÖu l−îng m−a ta

ph¸t hiÖn ra r»ng "h×nh nh− kÓ tõ khi thay ®æi vÞ trÝ tr¹m, l−îng m−a cã dÊu hiÖu

t¨ng lªn so víi tr−íc?". §iÒu nghi ngê ®ã cã ®óng hay kh«ng? DÊu hiÖu l−îng m−a

t¨ng lªn sau khi thay ®æi vÞ trÝ tr¹m lµ b¶n chÊt hay chØ lµ ngÉu nhiªn? v.v... Mét

lo¹t c©u hái t−¬ng tù ®−îc ®Æt ra buéc ta ph¶i kiÓm tra l¹i sù nghi ngê ®ã. Muèn

vËy ta nªu ra gi¶ thiÕt "l−îng m−a t¨ng lªn kÓ tõ khi thay ®æi vÞ trÝ tr¹m" vµ tiÕn

hµnh kiÓm nghiÖm nã. Ng−îc l¹i víi gi¶ thiÕt nµy lµ ®èi thiÕt "l−îng m−a kh«ng

t¨ng lªn".

Tõ ®ã bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª ®−îc ®Æt ra d−íi d¹ng tæng

qu¸t sau:

"Cho ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vµ mét gi¶ thiÕt Ho vÒ ph©n bè x¸c suÊt cña X.

Mét mÖnh ®Ò kh¸c víi Ho ®−îc gäi lµ ®èi thiÕt H1. CÇn kiÓm nghiÖm xem Ho ®óng

hay H1 ®óng trªn c¬ së tËp mÉu cã ®−îc xt={x1, x2,..., xn}".

Th«ng th−êng ®èi thiÕt H1 lµ phñ ®Þnh cña gi¶ thiÕt Ho. Gi¶ thiÕt Ho cã thÓ lµ

gi¶ thiÕt ®¬n gi¶n hoÆc gi¶ thiÕt phøc t¹p. Gi¶ thiÕt ®¬n gi¶n lµ gi¶ thiÕt chØ chøa

mét gi¶ ®Þnh. VÝ dô, Ho: a1=a2. Gi¶ thiÕt phøc t¹p lµ gi¶ thiÕt chøa nhiÒu gi¶ ®Þnh.

VÝ dô, Ho: a1<a<a2.

4.1.2 C¸c lo¹i sai lÇm

Khi kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª, viÖc ph¸n ®o¸n nãi chung chØ dùa vµo

mét lÇn thùc nghiÖm lµ tËp mÉu cã ®−îc {x1, x2,..., xn}, do ®ã nh÷ng kÕt luËn ®−a ra

cã thÓ ph¹m ph¶i sai lÇm. Cã hai lo¹i sai lÇm:
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− Sai lÇm lo¹i I: Lµ sai lÇm b¸c bá gi¶ thiÕt Ho khi gi¶ thiÕt nµy ®óng. Ch¼ng

h¹n, gi¶ thiÕt Ho: θ1 = θ2. Sù kiÖn ch©n thËt lµ θ1 = θ2 (Ho ®óng). Nh−ng khi kiÓm

nghiÖm, kÕt qu¶ ta nhËn ®−îc lµ θ1 ≠ θ2 vµ ®−a ra kÕt luËn Ho sai. Nh− vËy ta ®∙

ph¹m ph¶i sai lÇm lµ phñ nhËn gi¶ thiÕt nªu ra khi nã ®óng.

− Sai lÇm lo¹i II: Lµ sai lÇm chÊp nhËn gi¶ thiÕt Ho khi gi¶ thiÕt nµy sai. VÝ

dô, gi¶ thiÕt ®−a ra lµ Ho: θ1 = θ2. Sù kiÖn ch©n thËt lµ θ1 ≠ θ2 (Ho sai). Nh−ng khi

kiÓm nghiÖm, kÕt qu¶ ta nhËn ®−îc lµ θ1 = θ2 vµ ®−a ra kÕt luËn Ho ®óng. Sai lÇm

ph¹m ph¶i ë ®©y lµ chÊp nhËn gi¶ thiÕt nªu ra khi nã sai.

Ký hiÖu x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I lµ α vµ x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i II lµ

β ta cã thÓ biÓu diÔn chóng d−íi d¹ng sau:

α = P( oH /Ho) (B¸c bá Ho khi Ho ®óng)

β = P(Ho/ oH ) (ChÊp nhËn Ho khi Ho sai)

Nãi chung quan hÖ gi÷a α vµ β lµ ng−îc nhau: nÕu α gi¶m th× β t¨ng vµ ng−îc

l¹i. Khi dung l−îng mÉu n cµng lín th× gi¸ trÞ cña α vµ β cµng nhá. Bëi vËy víi

dung l−îng mÉu n cè ®Þnh khi tiÕn hµnh kiÓm nghiÖm ng−êi ta cè g¾ng lùa chän

®−îc mét chØ tiªu thÝch hîp sao cho cã thÓ lo¹i trõ ®−îc c¶ hai lo¹i sai lÇm cµng

nhiÒu cµng tèt. Tuy nhiªn ta kh«ng thÓ cùc tiÓu ho¸ ®ång thêi c¶ α vµ β, v× chóng

liªn hÖ víi nhau bëi c¸c hÖ thøc:

P(Ho/ oH ) + P( oH / oH ) =1

vµ P(Ho/Ho) + P( oH /Ho) =1

HoÆc cã thÓ biÓu diÔn mét c¸ch râ rµng h¬n:

KÕt qu¶ kiÓm nghiÖm Thùc tÕ H0 ®óng (H1 sai) Thùc tÕ H0 sai (H1 ®óng)

B¸c bá H0 Ph¹m sai lµm lo¹i I víi x¸c

suÊt P( oH /H0)=α
QuyÕt ®Þnh ®óng víi x¸c suÊt

P( oH /H0)=1−α

ChÊp nhËn H0 QuyÕt ®Þnh ®óng víi x¸c suÊt

P( oH /H0)=1− β
Ph¹m sai lÇm lo¹i II víi x¸c

suÊt P( oH /H0)=β

4.1.3 KiÓm nghiÖm tham sè vµ kiÓm nghiÖm phi tham sè

Ng−êi ta chia líp c¸c bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª ra lµm hai lo¹i:

kiÓm nghiÖm tham sè vµ kiÓm nghiÖm phi tham sè. KiÓm nghiÖm tham sè lµ kiÓm

nghiÖm ®−îc h×nh thµnh khi ®∙ biÕt hoÆc ®∙ chÊp nhËn r»ng tån t¹i mét ph©n bè lý

thuyÕt cô thÓ nµo ®ã phï hîp víi ph©n bè cña tËp mÉu hiÖn cã. Nh− vËy, kh¸i niÖm
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kiÓm nghiÖm tham sè cã thÓ hiÓu lµ kiÓm nghiÖm lý thuyÕt hay, phæ biÕn h¬n,

kiÓm nghinÖm c¸c tham sè cña ph©n bè lý thuyÕt. Ng−îc l¹i, kiÓm nghiÖm phi

tham sè hoµn toµn kh«ng bÞ lÖ thuéc vµo gi¶ thiÕt vÒ d¹ng ph©n bè lý thuyÕt. Ng−êi

ta cßn gäi kiÓm nghiÖm phi tham sè lµ kiÓm nghiÖm ph©n bè tù do

(distribution−free), nã kh«ng cÇn biÕt ph©n bè lý thuyÕt nµo phï hîp víi tËp mÉu

hiÖn cã.

4.1.4 C¸c b−íc tiÕn hµnh mét bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª

Th«ng th−êng mét bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt ®−îc tiÕn hµnh theo c¸c

b−íc sau ®©y:

1) C¨n cø vµo tËp mÉu hiÖn cã vµ yªu cÇu cña bµi to¸n, x¸c ®Þnh lo¹i kiÓm

nghiÖm nµo sÏ ®−îc tiÕn hµnh: tham sè hay phi tham sè vµ quyÕt ®Þnh c¸c ®Æc

tr−ng ®Þnh l−îng sÏ ®−îc tÝnh to¸n tõ tËp mÉu.

2) X¸c ®Þnh gi¶ thiÕt Ho. Th«ng th−êng gi¶ thiÕt Ho ®−îc chän sao cho ®ã chØ

lµ mét “h×nh ném” mµ ng−êi ta hy väng nã sÏ bÞ lo¹i bá.

3) X¸c ®Þnh ®èi thiÕt H1. Trong nhiÒu tr−êng hîp H1 lµ phñ ®Þnh cña Ho. Tuy

nhiªn øng víi mét Ho cã thÓ lùa chän nhiÒu H1 kh¸c nhau.

4) T−¬ng øng víi gi¶ thiÕt Ho ®óng ta sÏ nhËn ®−îc ph©n bè “kh«ng” lµ mét

ph©n bè mÉu. Chó ý r»ng ®©y lµ ph©n bè mÉu, tøc ph©n bè cña c¸c tham sè thèng

kª, nã cã thÓ kh¸c víi nh÷ng ph©n bè ®−îc dïng ®Ó biÓu diÔn gÇn ®óng luËt ph©n

bè cña mét tËp sè liÖu.

5) So s¸nh c¸c ®Æc tr−ng x¸c suÊt nhËn ®−îc tõ tÝnh to¸n trªn tËp mÉu vµ tõ

ph©n bè “kh«ng” ®Ó rót ra kÕt luËn thèng kª.

4.1.5 MiÒn thõa nhËn vµ miÒn lo¹i bá

XÐt biÕn ngÉu nhiªn X. §Ó tiÕn hµnh bµi to¸n kiÓm nghiÖm ta lËp kh«ng gian

mÉu (X1, X2,..., Xn) cña X vµ trªn kh«ng gian ®ã x¸c ®Þnh mét miÒn D1 gäi lµ miÒn

lo¹i bá Ho. PhÇn bï cña miÒn D1 lµ miÒn Do, miÒn thõa nhËn Ho. TËp mÉu ®∙ cã (x1,

x2,..., xn) t−¬ng øng víi mét ®iÓm X* trong kh«ng gian mÉu.

• NÕu ®iÓm X*∈Do th× gi¶ thiÕt Ho ®−îc coi lµ ®óng vµ ta chÊp nhËn Ho.

• NÕu ®iÓm X*∈ D1 th× gi¶ thiÕt Ho ®−îc coi lµ sai vµ ta b¸c bá Ho.

Khi ®ã:

P(D1/Ho) = P(X∈D1/Ho) = ∫
1D

ds)s(f  = α (4.1.1)
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Hay: P(Do/Ho) = P(X∈Do/Ho) = 1− ∫
1D

ds)s(f  = 1−α (4.1.2)

trong ®ã f(s) lµ mËt ®é x¸c suÊt cña X.

Ng−êi ta gäi ranh giíi gi÷a Do vµ D1 lµ ®iÓm tíi h¹n d. Trong tr−êng hîp mét

chiÒu, nÕu f(x/Ho) lµ mËt ®é x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn cña X th× cã thÓ biÓu diÔn (4.1.1)

d−íi d¹ng:

P(X∈D1/Ho) = ∫
−

∞−

d

o dx)H/x(f  + ∫
+∞

d
o dx)H/x(f  = α (4.1.3)

Hay: P(X∈Do/Ho)= ∫
−

d

d
o dx)H/x(f = 1− α (4.1.4)

Th«ng th−êng trong c¸c bµi to¸n kiÓm nghiÖm ta cè ®Þnh x¸c suÊt ph¹m sai

lÇm lo¹i I ®Ó x¸c ®Þnh c¸c miÒn Do vµ D1. Tõ c¸c c«ng thøc (4.1.3) vµ (4.1.4), khi cho

tr−íc α, gi¶i ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n ta t×m ®−îc nghiÖm lµ cËn tÝch ph©n d. Trong

®a sè tr−êng hîp ta cã:

D1 = {−∞; −d} ∪ {d;+∞}

Nãi chung c¸c gi¸ trÞ cña X ®−îc x¸c ®Þnh tõ thùc nghiÖm, nghÜa lµ tõ tËp

mÉu (x1, x2,..., xn) ta cã thÓ tÝnh ®−îc X* gäi lµ gi¸ trÞ quan s¸t cña X. MÆt kh¸c, øng

víi møc x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I b»ng α ta sÏ x¸c ®Þnh ®−îc c¸c miÒn Do vµ D1.

Trong thùc tÕ, do c¸ch chän gi¶ thiÕt Ho cña chóng ta th−êng víi môc ®Ých

muèn lo¹i bá nã, nªn nÕu X*∈ D1 ta sÏ ®−a ra kÕt luËn ngay lµ Ho sai vµ ta b¸c bá

nã. Tr−êng hîp ng−îc l¹i, nÕu X*∈ Do th× nãi chung chØ nªn ®−a ra kÕt luËn mét

c¸ch thËn träng “thùc nghiÖm ch−a cho ta c¬ së ®Ó b¸c bá Ho” chø kh«ng kh¼ng

®Þnh mét c¸ch ch¾c ch¾n r»ng Ho ®óng.

4.2. Nh÷ng vÊn ®Ò thùc tÕ vµ viÖc h×nh thµnh gi¶ thiÕt thèng kª

4.2.1.TÝnh ®ång nhÊt cña c¸c chuçi

Kh¶o s¸t vÒ tÝnh ®ång nhÊt chuçi lµ mét trong nh÷ng vÊn ®Ò quan träng cña

bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª trong khÝ t−îng, khÝ hËu. Cã hai kh¸i

niÖm ®ång nhÊt ®−îc xÐt ®Õn ë ®©y lµ sù ®ång nhÊt gi÷a c¸c chuçi kh¸c nhau trªn

cïng mét khu vùc (c¸c chuçi sè liÖu cña c¸c tr¹m kh¸c nhau) vµ sù ®ång nhÊt gi÷a

c¸c thêi ®o¹n kh¸c nhau cña cïng mét chuçi. Tuú theo néi dung cô thÓ cña tõng

bµi to¸n mµ vÊn ®Ò nµo sÏ ®−îc nªu ra ®Ó gi¶i quyÕt.
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ViÖc x¸c ®Þnh vÒ sù ®ång nhÊt cña c¸c chuçi sè liÖu ®−îc gäi lµ kiÓm nghiÖm

tÝnh ®ång nhÊt. TÝnh ®ång nhÊt ë ®©y ®−îc hiÓu lµ sù ®ång nhÊt tËp thÓ: gi÷a tËp

thÓ c¸c thµnh phÇn cña chuçi nµy (hoÆc thêi ®o¹n nµy) víi tËp thÓ c¸c thµnh phÇn

cña chuçi kia (hoÆc thêi ®o¹n kia). Ngoµi ra, tÝnh ®ång nhÊt cña c¸c chuçi còng cã

thÓ ®−îc xÐt trªn nhiÒu ph−¬ng diÖn kh¸c nhau, nh− ®ång nhÊt vÒ ph©n bè, ®ång

nhÊt vÒ tham sè, ®ång nhÊt vÒ ®é lín,...

TÝnh bÊt ®ång nhÊt gi÷a c¸c thêi ®o¹n kh¸c nhau cña cïng mét chuçi th«ng

th−êng xuÊt hiÖn do t¸c ®éng cña nh÷ng nh©n tè kh¸ch quan, nh− viÖc dêi tr¹m, sù

xuÊt hiÖn nh÷ng c«ng tr×nh x©y dùng míi gÇn tr¹m quan tr¾c,...

Chó ý r»ng cã sù ph©n biÖt gi÷a kh¸i niÖm ®ång nhÊt vÒ mÆt thèng kª vµ

®ång nhÊt vÒ khÝa c¹nh khÝ hËu.

Trong khÝ hËu, mét chuçi cã thÓ ®−îc xem lµ ®ång nhÊt nÕu sù biÕn ®æi hµng

n¨m (tõ n¨m nay qua n¨m kh¸c) cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi ®−îc qui ®Þnh bëi

sù biÕn ®æi tù nhiªn cña c¸c qu¸ tr×nh qui m« lín cÊu thµnh ®iÒu kiÖn thêi tiÕt vµ

khÝ hËu cña khu vùc nghiªn cøu. Sù ph¸ huû tÝnh ®ång nhÊt khÝ hËu ®−îc x¸c ®Þnh

bëi rÊt nhiÒu nguyªn nh©n, nh− do ¶nh h−ëng cña c¸c c«ng tr×nh x©y dùng, sù di

chuyÓn ®Þa ®iÓm ®Æt tr¹m, sù thay ®æi cña líp phñ thùc vËt vµ c¶nh quan, sù thay

®æi qui tr×nh qui ph¹m quan tr¾c hoÆc thay ®æi dông cô, ph−¬ng ph¸p quan

tr¾c,...Cã nh÷ng nguyªn nh©n cã thÓ g©y nªn sù bÊt ®ång nhÊt trªn toµn m¹ng l−íi

tr¹m, nh− thay ®æi qui tr×nh qui ph¹m hoÆc ph−¬ng ph¸p quan tr¾c, nh−ng còng cã

nh÷ng nguyªn nh©n chØ g©y nªn sù bÊt ®ång nhÊt côc bé (trong mét sè chuçi nµo ®ã).

Trong thèng kª, chuçi ®−îc xem lµ ®ång nhÊt nÕu, víi mét møc ý nghÜa cho

tr−íc nµo ®ã, tÊt c¶ c¸c thµnh phÇn cña nã thuéc cïng mét tËp hîp. Sù bÊt ®ång

nhÊt thèng kª xuÊt hiÖn do biÕn ®æi khÝ hËu qui m« lín g©y nªn bëi nh©n tè thiªn

nhiªn vµ con ng−êi. Nã x¶y ra trªn mét m¹ng l−íi tr¹m réng lín. Ph¸t hiÖn ®−îc sù

bÊt ®ång nhÊt thèng kª cña chuçi cho phÐp ta ph¸n ®o¸n vÒ xu thÕ biÕn ®æi khÝ

hËu. §iÒu nµy cã ý nghÜa rÊt quan träng trong nghiªn cøu sù dao ®éng vµ biÕn ®æi

khÝ hËu.

§ång nhÊt (bÊt ®ång nhÊt) vÒ mÆt khÝ hËu kh«ng cã ý nghÜa lµ ®ång nhÊt (bÊt

®ång nhÊt) vÒ mÆt thèng kª. Nh−ng nÕu chuçi ®ång nhÊt thèng kª th× lu«n kÐo

theo sù ®ång nhÊt khÝ hËu.

4.2.2 Mét sè bµi to¸n ®iÓn h×nh

Néi dung kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª vÒ tÝnh ®ång nhÊt cña c¸c chuçi sè

liÖu khÝ hËu cã thÓ ®−a vÒ mét sè bµi to¸n c¬ b¶n sau ®©y:

1) Gi¶ sö, v× mét lý do nµo ®ã, tr¹m A ph¶i di chuyÓn ®Þa ®iÓm vµo n¨m

YYYY. Khi xem xÐt chuçi sè liÖu l−îng m−a ng−êi ta thÊy tõ n¨m ®ã trë ®i l−îng
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m−a cã dÊu hiÖu t¨ng lªn. VËy, dÊu hiÖu “l−îng m−a t¨ng lªn kÓ tõ khi dêi tr¹m”

cã ®óng kh«ng ?

ViÖc di chuyÓn ®Þa ®iÓm tr¹m cã thÓ lµ nguyªn nh©n g©y nªn sù bÊt ®ång

nhÊt cña chuçi sè liÖu. TÝnh bÊt ®ång nhÊt ®ã cã thÓ biÓu hiÖn qua dÊu hiÖu l−îng

m−a t¨ng lªn hay gi¶m ®i vµ cã thÓ ®−îc ®¸nh gi¸ b»ng viÖc so s¸nh trÞ sè trung

b×nh cña hai giai ®o¹n. Bµi to¸n ®Æt ra lµ kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt vÒ sù b»ng nhau

cña trÞ sè trung b×nh l−îng m−a tr−íc vµ sau khi dêi tr¹m.

2) Xem xÐt chuçi sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng 7 cña tr¹m B ng−êi ta

nhËn thÊy r»ng, kÓ tõ khi thay ®æi thiÕt bÞ ®o vµo n¨m YYYY h×nh nh− møc ®é dao

®éng th¨ng gi¸ng cña nhiÖt ®é cã t¨ng lªn so víi tr−íc. H∙y x¸c minh nhËn ®Þnh

®ã.

 Sè liÖu quan tr¾c cña nhiÖt ®é nãi chung liªn quan ®Õn sai sè ®o, ®é nh¹y cña

thiÕt bÞ ®o,... ViÖc thay ®æi thiÕt bÞ ®o cã thÓ lµ nguyªn nh©n dÉn ®Õn sù bÊt ®ång

nhÊt trong toµn chuçi. X¸c minh nhËn ®Þnh nªu trªn cã nghÜa lµ cÇn xem xÐt ®é

lÖch chuÈn cña chuçi sè liÖu nhiÖt ®é tr−íc vµ sau khi thay ®æi dông cô ®o sai kh¸c

nhau cã ®¸ng kÓ kh«ng. §iÒu ®ã ®−a ®Õn bµi to¸n kiÓm nghiÖm sù b»ng nhau cña

hai ph−¬ng sai mÉu tÝnh ®−îc tõ sè liÖu cña hai giai ®o¹n.

3) Kh¶o s¸t s¬ bé sè liÖu nhiÖt ®é th¸ng 1 cña tr¹m C ng−êi ta nhËn thÊy

h×nh nh− nã kh«ng tu©n theo luËt ph©n bè chuÈn nh− mét sè tr¹m l©n c©n. §iÒu

nhËn ®Þnh ®ã ®óng hay sai?

Tr¶ lêi c©u hái nµy cã nghÜa lµ cÇn tiÕn hµnh kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt vÒ sù phï

hîp gi÷a ph©n bè thùc nghiÖm ®−îc x©y dùng trªn c¬ së tËp sè liÖu tr¹m C vµ ph©n

bè lý thuyÕt lµ ph©n bè chuÈn. Kh¸i niÖm ®ång nhÊt ®−îc xÐt ë ®©y lµ tÝnh ®ång

nhÊt vÒ ph©n bè gi÷a c¸c chuçi kh¸c nhau trªn ph¹m vi mét vïng kh«ng gian nhÊt

®Þnh. HiÓn nhiªn vÉn cã thÓ ¸p dông bµi to¸n nµy cho c¸c thêi ®o¹n kh¸c nhau cña

cïng mét chuçi.

Ngoµi ra, trong nghiªn cøu khÝ t−îng, khÝ hËu cßn cã nhiÒu vÊn ®Ò g¾n liÒn

víi bµi to¸n kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt thèng kª. Sau ®©y lµ mét sè d¹ng bµi to¸n kh¸c.

1) Nh− ®∙ biÕt, ngoµi hÖ thèng c¸c tr¹m quan tr¾c khÝ t−îng mµ nhiÖm vô cña

nã lµ cung cÊp sè liÖu phôc vô c«ng t¸c dù b¸o thêi tiÕt vµ t¹o lËp c¸c chuçi sè liÖu

khÝ hËu, cßn cã nh÷ng tr¹m quan tr¾c chuyªn dông. C¸c tr¹m quan tr¾c chuyÖn

dông th«ng th−êng ®−îc thµnh lËp vµ duy tr× ho¹t ®éng nh»m phôc vô cho c¸c môc

®Ých kh¸c nhau. VÊn ®Ò n¶y sinh khi thµnh lËp tr¹m lo¹i nµy lµ ph¶i tr¶ lêi ®−îc

c©u hái “CÇn duy tr× ho¹t déng cña tr¹m trong thêi gian bao l©u?”, hay nãi c¸ch

kh¸c, “®é dµi chuçi sè liÖu quan tr¾c mµ tr¹m cung cÊp Ýt nhÊt lµ bao nhiªu n¨m”.

VÝ dô: Cho biÕt ph−¬ng sai cña nhiÖt ®é th¸ng 1 cña tr¹m X. H∙y x¸c ®Þnh

xem tr¹m X cÇn duy tr× thêi gian quan tr¾c Ýt nhÊt bao nhiªu n¨m ®Ó, víi mét giíi
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h¹n tin cËy cho tr−íc, trung b×nh sè häc cña nhiÖt ®é th¸ng 1 tr¹m X sai kh¸c

kh«ng qu¸ 0.10C so víi chuÈn khÝ hËu.

2) Khi kh¶o s¸t mèi quan hÖ gi÷a hai ®¹i l−îng khÝ hËu ng−êi ta thÊy r»ng,

hÖ sè t−¬ng quan thùc nghiÖm cña chóng kh¸ bÐ. VËy, trªn thùc tÕ gi÷a hai ®¹i

l−îng nµy cã tån t¹i mèi quan hÖ tuyÕn tÝnh hay kh«ng?

 §©y lµ bµi to¸n kiÓm nghiÖm ®é tin cËy cña hÖ sè t−¬ng quan mÉu.

3) Sau khi x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a biÕn khÝ quyÓn Y

vµ c¸c biÕn X1,X2,...,Xm, ng−êi ta thÊy sai sè −íc l−îng kh¸ lín. Hái ph−¬ng tr×nh

tr×nh håi qui t×m ®−îc cã ý nghÜa sö dông kh«ng?

Gi¶i quyÕt vÊn ®Ò nµy cã nghÜa lµ thùc hiÖn bµi to¸n ®¸nh gi¸ chÊt l−îng

ph−¬ng tr×nh håi qui.

Còng cÇn l−u ý r»ng, c¸c bµi to¸n ®−îc nªu ra trªn ®©y cã thÓ xem nh− lµ

nh÷ng vÝ dô cô thÓ. Trong thùc tÕ nh÷ng vÊn ®Ò cÇn gi¶i quyÕt ch¾c ch¾n cßn chøa

®ùng nhiÒu s¾c th¸i kh¸c nhau, mu«n h×nh mu«n vÎ vµ lµ tæ hîp cña nhiÒu bµi

to¸n. Do ®ã, ®Ó vËn dông néi dung cña c¸c bµi to¸n nµy ®ßi hái ta ph¶i ph©n tÝch

vÊn ®Ò mét c¸ch kü l−ìng.

4.3 KiÓm nghiÖm U

KiÓm nghiÖm U ®−îc dïng ®Ó kiÓm nghiÖm c¸c tham sè khÝ hËu. LuËt ph©n

bè ®−îc sö dông lµ ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸. Yªu cÇu cña bµi to¸n kiÓm nghiÖm lµ

dung l−îng mÉu ph¶i ®ñ lín, trõ tr−êng hîp biÕn khÝ hËu ®ang xÐt cã ph©n bè

chuÈn.

4.3.1 So s¸nh kú väng víi mét sè cho tr−íc

Bµi to¸n: Cho biÕn ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn X cã ph−¬ng sai σ2 (σ cã thÓ ®∙

®−îc biÕt hoÆc ®∙ ®−îc chÊp nhËn) víi n trÞ sè quan s¸t {x1, x2,..., xn}. H∙y kiÓm

nghiÖm sù b»ng nhau cña kú väng µ cña X víi mét sè cho tr−íc µo.

Gi¶i:

Trªn thùc tÕ sè cho tr−íc µo cã thÓ lµ chuÈn khÝ hËu hoÆc ë møc ®é nµo ®ã nã

®−îc chÊp nhËn lµ kú väng cña ph©n bè lý thuyÕt. Môc ®Ých øng dông cña kiÓm

nghiÖm nµy lµ x¸c minh vÒ sù b»ng nhau cña trung b×nh sè häc tÝnh ®−îc tõ tËp

mÉu víi sè cho tr−íc µo.

Ta ®Æt gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm lµ:

Ho: µ = µo (4.3.1)

V× ch−a cã gi¸ trÞ cña µ nªn thay cho µ ta sö dông −íc l−îng cña nã:
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µ ≈ x  = ∑
=

n

1t
txn

1
(4.3.1’)

vµ ®−a (4.3.1) vÒ gi¶ thiÕt t−¬ng ®−¬ng:

H0: x =µ0    hay    H0: x − µ0 =0 (4.3.1’’)

Thùc chÊt cña viÖc kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt nµy lµ xÐt xem trÞ sè ox µ−  cã lín

®Õn møc ®¸ng kÓ kh«ng. NÕu 0x µ−  lín ®¸ng kÓ, tøc lµ x  ≠ µo qu¸ nhiÒu, th× ta

b¸c bá gi¶ thiÕt Ho. Ng−îc l¹i ta sÏ chÊp nhËn Ho. Muèn vËy ta cÇn chän giíi h¹n
ban ®Çu d vµ ®−a ra chØ tiªu kiÓm nghiÖm:

NÕu 0x µ−  < d  th× chÊp nhËn Ho

Ng−îc l¹i, nÕu 0x µ−  ≥ d  th× b¸c bá Ho.

Víi x¸c suÊt ph¹m sai lÇm α = P(Bá Ho/Ho) cho tr−íc th× giíi h¹n ban ®Çu d sÏ
®−îc x¸c ®Þnh bëi:

P( 0x µ− ≥ d) = α, hay P



















σ
≥

σ
µ−

n

d

n

x o
 = α. (4.3.2)

§Æt: u = 

n

x o
σ
µ−

,    uα = 

n

d
σ

 (4.3.3)

ta cã P( u ≥ uα) = α. Tõ ®ã chØ tiªu kiÓm nghiÖm sÏ trë thµnh:

NÕu u ≥ uα  th× b¸c bá Ho

Ng−îc l¹i u < uα  th× chÊp nhËn Ho

VÊn ®Ò cßn l¹i lµ x¸c ®Þnh uα. DÔ dµng chøng minh ®−îc r»ng biÕn u trong
(4.3.3) cã ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸ víi hai tham sè 0 vµ 1: u∈N(0,1). Tõ ®ã ta
nhËn ®−îc:

P( u ≥ uα) = 2 ∫
∞+

α

−

π u

2t
2
1

dte
2
1

 = α

Hay 
2

5.0dte
2
1 u

0

2t
2
1

α
−=

π ∫
α −

(4.3.4)

Ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh uα ®−îc chØ ra trªn h×nh 4.1, trong ®ã toµn bé diÖn tÝch

miÒn giíi h¹n bëi ®−êng cong ph©n bè vµ trôc hoµnh b»ng 1, cßn tæng diÖn tÝch hai

miÒn g¹ch chÐo b»ng α. Gi¸ trÞ uα cÇn t×m lµ cËn tÝch ph©n trong c«ng thøc (4.3.4).
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H×nh 4.1 X¸c ®Þnh uα

Trong c¸c tµi liÖu vÒ thèng kª to¸n häc ng−êi ta th−êng cung cÊp b¶ng tÝnh

s½n gi¸ trÞ cña uα øng víi c¸c α kh¸c nhau (B¶ng gi¸ trÞ hµm Laplas Φ(u)). Ta cã

thÓ tra b¶ng ®Ó x¸c ®Þnh nã. Tuy nhiªn, viÖc tra b¶ng nh− vËy võa mang tÝnh thñ

c«ng, mÊt thêi gian l¹i võa kh«ng thuËn tiÖn. HiÖn nay nhê cã ph−¬ng tiÖn tÝnh

to¸n b»ng m¸y tÝnh ®iÖn tö, trÞ sè cña uα th−êng ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch trùc tiÕp

nhê nh÷ng phÇn mÒm th«ng dông hoÆc b»ng ch−¬ng tr×nh gi¶i ph−¬ng tr×nh

(4.3.4).

Tãm l¹i, ta cã c¸c b−íc thùc hiÖn bµi to¸n nh− sau:

1) Tõ tËp sè liÖu ban ®Çu {x1, x2,..., xn}, tÝnh c¸c ®¹i l−îng x , u theo c¸c c«ng thøc

(4.3.1’) vµ (4.3.3).

2) Chän gi¸ trÞ x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I (α) thÝch hîp vµ x¸c ®Þnh uα b»ng

c¸ch tra b¶ng tÝnh s½n hoÆc gi¶i ph−¬ng tr×nh (4.3.4).

3) So s¸nh u  vµ uα ®Ó rót ra kÕt luËn:

NÕu u ≥ uα   th× b¸c bá Ho vµ ®−a ra kÕt luËn µ ≠ µo.

NÕu u < uα    th× chÊp nhËn Ho, tøc lµ chÊp nhËn gi¶ thiÕt µ = µo.

VÝ dô 4.3.1 Sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh 100 n¨m cña tr¹m A lµ Ttb100=25oC vµ

®é lÖch chuÈn s100 = 1oC. V× môc ®Ých sö dông ng−êi ta muèn lÊy nhiÖt ®é trung

b×nh trong thêi kú 10 n¨m gÇn ®©y thay cho trung b×nh dµi n¨m kÓ trªn. Sau khi

tÝnh to¸n ng−êi ta nhËn ®−îc trÞ sè trung b×nh cña chuçi 10 n¨m lµ Ttb10=24oC,

kh¸c biÖt ®¸ng kÓ so víi trung b×nh dµi n¨m. Hái nÕu lÊy Ttb10 lµm gi¸ trÞ trung

b×nh cña nhiÖt ®é ®¹i diÖn cho tr¹m A th× cã ®ñ tiªu chuÈn kh«ng?

Gi¶i: NÕu ta coi sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh 100 n¨m t−¬ng ®−¬ng víi chuÈn

khÝ hËu, tøc lµ µo=25oC vµ σ=1oC, th× bµi to¸n dÉn ®Õn viÖc kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt:

Ho: Ttb10=Ttb100
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Gi¶ thiÕt r»ng nhiÖt ®é trung b×nh n¨m cã ph©n bè chuÈn ta cã thÓ ¸p dông

kiÓm nghiÖm U trªn ®©y ®Ó gi¶i bµi to¸n nµy. Ta cã: n=10, ®Æt
u=(Ttb10−Ttb100)/(1/ 10 ) vµ thay sè vµo råi tÝnh ra ta nhËn ®−îc:

=
−

=
10/1
2524

u 3.162

NÕu chän α=0.05 ta x¸c ®Þnh ®−îc uα=1.96. Ta thÊy u >uα, vËy Ho bÞ b¸c bá vµ

ta kÕt luËn r»ng sè liÖu trung b×nh 10 n¨m kh«ng ®ñ tiªu chuÈn ®¹i diÖn cho trung

b×nh khÝ hËu cña tr¹m A.

4.3.2 So s¸nh hai kú väng

Bµi to¸n: Cho hai biÕn ngÉu nhiªn X, Y cã ph©n bè chuÈn víi n1 vµ n2 trÞ sè

quan s¸t t−¬ng øng lµ {
1n21 x,...,x,x } vµ {y1, y2,..., yn2 }, trong ®ã n1, n2 ®ñ lín. BiÕt

ph−¬ng sai cña X vµ Y t−¬ng øng lµ 2
xσ , 2

yσ , h¬n n÷a 2
xσ =

2
yσ =σ2. H∙y kiÓm nghiÖm

sù b»ng nhau cña c¸c kú väng µx vµ µy cña X vµ Y.

Gi¶i:

§Æt gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm lµ:

Ho: µx = µy

Trªn thùc tÕ ta kh«ng cã c¸c gi¸ trÞ µx vµ µy, nªn thay vµo ®ã ta sö dông c¸c
−íc l−îng thèng kª cña chóng lµ trung b×nh sè häc x  vµ y .

Ta cã ∑∑
==

==
2n

1t
t

1n

1t
t

1
y

n
1y,x

n
1x (4.3.5)

Khi ®ã gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm ®−îc ®−a vÒ d¹ng:

Ho: x  = y

Hay Ho: x  − y  = 0

Víi giíi h¹n tin cËy ban ®Çu d ®−îc chän ta cã chØ tiªu kiÓm nghiÖm lµ:

NÕu yx −  ≥ d  th× b¸c bá Ho

Ng−îc l¹i, nÕu yx −  < d  th× chÊp nhËn Ho.

T−¬ng tù nh− tr−íc ®©y, d ®−îc chän sao cho khi Ho ®óng th× víi x¸c suÊt

ph¹m sai lÇm lo¹i I b»ng α cho tr−íc ta cã:

P( yx −  ≥ d) = α (4.3.6)
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§Æt  u = 

21 n
1

n
1
yx

+σ

−
,     uα = 

21 n
1

n
1
d

+σ
  (4.3.7)

ta cã thÓ ®−a (4.3.6) vÒ hÖ thøc t−¬ng ®−¬ng: P( u ≥ uα) = α

Vµ chØ tiªu kiÓm nghiÖm sÏ lµ:

NÕu u ≥ uα   th× b¸c bá Ho

NÕu u < uα    th× chÊp nhËn Ho

§Ó x¸c ®Þnh uα cÇn ph¶i biÕt luËt ph©n bè cña biÕn u. Ng−êi ta ®∙ chøng minh

®−îc r»ng biÕn u trong (4.3.7) cã ph©n bè chuÈn chuÈn hãa u∈N(0,1). Nh− vËy uα

hoµn toµn ®−îc x¸c ®Þnh t−¬ng tù nh− ®∙ xÐt trªn ®©y (c«ng thøc 4.3.4).

Tõ ®ã ta cã c¸c b−íc thùc hiÖn bµi to¸n nh− sau:

1) Tõ c¸c tËp mÉu { 1n21 x,...,x,x } vµ { 2n21 y,...,y,y } tÝnh x , y  vµ u theo c«ng thøc

(4.3.5) vµ (4.3.7)

2) Chän x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I (α) thÝch hîp vµ x¸c ®Þnh uα b»ng c¸ch tra

b¶ng hoÆc gi¶i ph−¬ng tr×nh (4.3.4)

3) So s¸nh u  vµ uα ®Ó rót ra kÕt luËn theo chØ tiªu kiÓm nghiÖm ®∙ nªu.

Ghi chó: Hai chuçi quan tr¾c {x1,x2,... xn1 } vµ {y1,y2,..., yn2 } t−¬ng øng cña c¸c

biÕn ngÉu nhiªn X vµ Y cã thÓ hiÓu lµ hai thêi ®o¹n cña cïng mét chuçi hoÆc hai

chuçi kh¸c nhau.

VÝ dô 4.3.2  Tõ chuçi quan tr¾c 50 n¨m tr−íc khi dêi tr¹m ®Õn ®Þa ®iÓm míi

ng−êi ta tÝnh ®−îc trung b×nh l−îng m−a n¨m tr¹m A lµ Xtb50=1859.0 mm. Sau khi

di chuyÓn ®−îc 42 n¨m th× trung b×nh l−îng m−a n¨m ë ®©y lµ Xtb42=2031.3mm. Sù

chªnh lÖch nµy cã vÎ kh¸ lín. Ph¶i ch¨ng do di chuyÓn ®Þa ®iÓm mµ l−îng m−a

t¨ng lªn? Sù t¨ng lªn nµy cã ®Õn møc ®¸ng kÓ kh«ng? BiÕt r»ng, kÕt qu¶ kiÓm

nghiÖm ®∙ kh¼ng ®Þnh ph−¬ng sai cña hai giai ®o¹n b»ng nhau vµ b»ng

179776mm2, hay σ = 424,0mm.

Gi¶i: Cã thÓ nªu gi¶ thiÕt: “l−îng m−a t¨ng lªn kh«ng ®¸ng kÓ” vµ ®Æt gi¶

thiÕt kiÓm nghÖm lµ H0: Xtb50= Xtb42. Tõ (4.3.7) ta cã:

9416.1

42
1

50
1424

3.20310.1859

42
1

50
1
XXu 42tb50tb −≈

+

−
=

+σ

−
=

Hay 9416.1u =

Chän x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I lµ α = 0.05 ta ®−îc uα=1.96. VËy u <uα. Do

®ã gi¶ thiÕt ®−îc chÊp nhËn, tøc “l−îng m−a t¨ng lªn kh«ng ®¸ng kÓ”.
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4.4 KiÓm nghiÖm t

4.4.1 So s¸nh kú väng víi mét sè cho tr−íc

Bµi to¸n: Cho biÕn khÝ hËu X cã ph©n bè chuÈn, X∈N(µ,σ) víi n trÞ sè quan

s¸t {x1, x2,..., xn}, nh−ng ch−a cho biÕt σ. Yªu cÇu h∙y kiÓm nghiÖm sù b»ng nhau

cña kú väng µ vµ sè µ0 cho tr−íc.

Gi¶i:

Cã thÓ nhËn thÊy néi dung bµi to¸n nµy gÇn víi b¸i to¸n 4.3.1 nh−ng ë ®©y

ch−a cho biÕt σ.

§Æt gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm lµ: Ho: µ = µo

V× ch−a biÕt gi¸ trÞ cña µ nªn ta thay µ b»ng −íc l−îng cña nã:

µ ≈ ∑
=

=
n

1t
txn

1x (4.4.1)

vµ ®−a gi¶ thiÕt vÒ d¹ng t−¬ng:

Ho: 0x µ=    hay   Ho: x  − µo = 0

Chän giíi h¹n tin cËy ban ®Çu d sao cho khi Ho ®óng th× x¸c suÊt ph¹m sai

lÇm lo¹i I lµ: 

P( ox µ− ≥ d) = α (4.4.2)

ta cã thÓ lËp ®−îc chØ tiªu kiÓm nghiÖm lµ:

NÕu 0x µ− ≥ d  th× b¸c bá Ho

NÕu 0x µ− < d  th× chÊp nhËn Ho

§Æt  t = 

n
s

x
*
0µ− ,      tα = 

n
s
d
* (4.4.3)

trong ®ã s* = ∑
=

−
−

n

1t

2
t )xx(

1n
1

 lµ ®é lÖch chuÈn cña X.

Ta cã thÓ chuyÓn (4.4.2) vÒ d¹ng t−¬ng ®−¬ng: P( t ≥tα)=α, vµ chØ tiªu kiÓm nghiÖm

sÏ lµ:

NÕu t  ≥ tα  th× b¸c bá Ho

NÕu t  < tα  th× chÊp nhËn Ho
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VÊn ®Ò cßn l¹i lµ x¸c ®Þnh tα. Muèn vËy cÇn ph¶i biÕt luËt ph©n bè cña t.

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng biÕn t trong (4.4.3) cã ph©n bè Student víi (n−1)

bËc tù do t ∈ St(n−1). Tõ ®ã ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc tα øng víi x¸c suÊt α cho tr−íc.

Th«ng th−êng trong c¸c tµi liÖu thèng kª ng−êi ta còng dÉn ra b¶ng tÝnh s½n c¸c

gi¸ trÞ tα(n) øng víi tõng møc α vµ sè bËc tù do n. Ta cã thÓ tra b¶ng ®Ó nhËn ®−îc

tα cho bµi to¸n cña m×nh. Tuy nhiªn, tα còng cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh b»ng viÖc gi¶i

ph−¬ng tr×nh:

∫
α

α−

−
t

t
dx)1n,x(f  = 1 − α (4.4.4)

trong ®ã f(x,n−1) lµ hµm mËt ®é ph©n bè Student víi n−1 bËc tù do. Do tÝnh ®èi

xøng cña ph©n bè Student nªn cã thÓ viÕt (4.4.4) d−íi d¹ng kh¸c:

2
5.0dx)1n,x(f

t

0

α
−=−∫

α
(4.4.5)

Tãm l¹i ta cã c¸c b−íc gi¶i bµi to¸n nh− sau:

1) Tõ tËp mÉu {x1, x2,..., xn} ta tÝnh x , s*, råi tÝnh t theo c«ng thøc (4.4.3)

2) Chän α thÝch hîp vµ x¸c ®Þnh tα b»ng c¸ch tra b¶ng hoÆc gi¶i ph−¬ng

tr×nh (4.4.5)

3) So s¸nh t  vµ tα ®Ó rót ra kÕt luËn.

VÝ dô 4.4.1 Còng víi néi dung nh− vÝ dô 4.3.1, ta cã Ttb100 = 250C, Ttb10=240C,

nh−ng ch−a cho biÕt ®é lÖch tiªu chuÈn s100, thay vµo ®ã tõ tËp sè liÖu 10 n¨m ta
tÝnh ®−îc C2.1s 0*

10 = . Yªu cÇu kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt H0: Ttb10=Ttb100.

Theo (4.4.3) ta tÝnh ®−îc: 635.2
102.1
2524t =

−
= . NÕu chän x¸c suÊt α=0.05 ta cã

tα=2.262. VËy α> tt , tøc lµ gi¶ thiÕt bÞ b¸c bá.

4.4.2 So s¸nh hai kú väng

Bµi to¸n: Cho hai biÕn ngÉu nhiªn X, Y cã ph©n bè chuÈn víi n1 vµ n2 trÞ sè
quan s¸t t−¬ng øng lµ {x1,x2,... xn1 } vµ {y1,y2,..., yn2 }, (nÕu ch−a biÕt ph©n bè cña X

vµ Y th× n1, n2 ph¶i ®ñ lín). C¸c ph−¬ng sai t−¬ng øng 2
xσ , 

2
yσ  ch−a ®−îc biÕt,

nh−ng b»ng kiÓm nghiÖm F ng−êi ta ®∙ x¸c minh ®−îc 2
xσ =

2
yσ = σ2. Yªu cÇu h∙y

kiÓm nghiÖm sù b»ng nhau cña hai kú väng µx vµ µy cña X vµ Y.

Gi¶i:

Gi¶ thiÕt cÇn kiÓm nghiÖm lµ: Ho: µx = µy. V× kh«ng cã µx vµ µy nªn ta thay

chóng b»ng c¸c −íc l−îng thèng kª:
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µx= x = ∑
=

1n

1t
t

1
x

n
1

   vµ    µy= y = ∑
=

2n

1t
t

2
y

n
1

 (4.4.6)

Tõ ®ã ta cã: Ho: x = y

Hay Ho: x  − y  = 0

Chän giíi h¹n tin cËy ban ®Çu d sao cho víi x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I (α)
cho tr−íc ta cã P( yx −  ≥ d) = α. Khi ®ã chØ tiªu kiÓm nghiÖm sÏ lµ:

NÕu yx −  ≥ d  th× b¸c bá Ho

Ng−îc l¹i, nÕu yx −  < d  th× chÊp nhËn Ho.

§Æt  t = A( yx − ),  tα = d.A (4.4.7)

trong ®ã:  A = 

2nn

s)1n(s)1n(

n
1

n
1
1

21

2*
y2

2*
x1

21

−+

−+−

+

∑
=

−
−

=
1n

1t

2
t

1

*
x )xx(

1n
1s ,  ∑

=
−

−
=

1n

1t

2
t

2

*
y )yy(

1n
1s

Khi ®ã nÕu Ho ®óng th× P( t  ≥ tα) = α vµ chØ tiªu kiÓm nghiÖm sÏ lµ:

NÕu t  ≥ tα  th× b¸c bá Ho

NÕu t  < tα  th× chÊp nhËn Ho

§Ó x¸c ®Þnh gi¸ trÞ ch−a biÕt tα cÇn ph¶i biÕt ph©n bè x¸c suÊt cña t. Cã thÓ

chøng minh ®−îc r»ng t ∈ St(n1+n2−2). Tõ ®ã ta dÔ dµng x¸c ®Þnh ®−îc tα b»ng c¸ch

tra b¶ng tÝnh s½n hoÆc gi¶i ph−¬ng tr×nh:

2
5.0dx)2nn,x(f

t

0
21

α
−=−+∫

α

Nh− vËy, c¸c b−íc ®Ó gi¶i bµi to¸n sÏ lµ:

1) Tõ c¸c tËp sè liÖu {x1,x2,..., xn1 } vµ {y1,y2,..., yn2 }, tÝnh x , y , *
xs , *

ys , råi tÝnh t

theo (4.4.7).

2) Chän α thÝch hîp råi x¸c ®Þnh tα víi t ∈ St(n1+n2−2).
3) So s¸nh t  vµ tα ®Ó rót ra kÕt luËn.

VÝ dô 4.4.2 H∙y kiÓm nghiÖm sù b»ng nhau cña tæng l−îng m−a trung b×nh

tr¹m A thêi kú 30 n¨m tr−íc vµ 20 n¨m sau, biÕt r»ng tõ sè liÖu thùc tÕ ng−êi ta ®∙

tÝnh ®−îc Rtb30=1602.9, Rtb20=1770.7, s30=367.0, s20=293.1. Cho x¸c suÊt ph¹m sai

lÇm lo¹i I lµ α=0.05.
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Gi¶ thiÕt cÇn kiÓm nghiÖm lµ Ho: Rtb30=Rtb20. Ta cã n1=30, n2=20. VËy:

t = 

22030
1.293)120(0.367)130(

20
1

30
1

7.17709.1602

22

−+

−+−

+

−

= −1.7113,

t0.05(30+20−2) = 1.6772

V× t =1.7113 > tα=1.6772 do ®ã ta b¸c bá gi¶ thiÕt Ho, tøc lµ tæng l−îng m−a

trung b×nh tr¹m A cña hai thêi kú kh«ng b»ng nhau.

4.5 KiÓm nghiÖm F

Bµi to¸n: Cho hai biÕn ngÉu nhiªn cã ph©n bè chuÈn X∈N(µ1,σ1), Y∈N(µy,σy)
víi n1 vµ n2 trÞ sè quan s¸t t−¬ng øng lµ {x1,x2,..., xn1 } vµ {y1,y2,..., yn1 }. Yªu cÇu h∙y

kiÓm nghiÖm sù b»ng nhau cña 2
xσ  vµ 2

yσ .

Gi¶i:

§Æt gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm lµ Ho: 
2
xσ =

2
yσ

V× ch−a biÕt 2
xσ  vµ 

2
yσ  nªn ta thay chóng b»ng c¸c −íc l−îng t−¬ng øng:

2
xσ ≈ 

2*
xs = ∑

=
−

−

1n

1t

2
t

1
)xx(

1n
1

,    2
yσ ≈

2*
ys = ∑

=
−

−

2n

1t

2
t

2
)yy(

1n
1

(4.5.1)

trong ®ã      ∑∑
==

==
2n

1t
t

2

1n

1t
t y

n
1y,x

n
1x ,

vµ ®−a gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm vÒ d¹ng t−¬ng ®−¬ng: Ho: 
2*
xs =

2*
ys .

Gi¶ sö 
2*
xs >

2*
ys , ta lËp biÕn míi

f = 
2*
xs /

2*
ys (4.5.2)

vµ x©y dùng chØ tiªu kiÓm nghiÖm lµ:

NÕu f ≥ fα  th× b¸c bá Ho (Hai ph−¬ng sai kh«ng b»ng nhau)

NÕu f < fα  th× chÊp nhËn Ho

Trong ®ã fα lµ giíi h¹n tin cËy cña f øng víi x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I b»ng α:

P(f ≥ fα) = α.
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§Ó x¸c ®Þnh fα ta cÇn thiÕt ph©n bè cña f. B»ng mét sè phÐp biÕn ®æi ta cã thÓ

chøng minh ®−îc khi Ho ®óng th× biÕn f cã ph©n bè Fisher víi n1−1 bµ n2−1 bËc tù

do: f ∈ F(n1−1,n2−1).

Tõ ®ã, fα sÏ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

α−=−−∫
α

1dt)1n,1n,t(f
f

0
21 , (4.5.3)

trong ®ã f(t,n1−1,n2−1) lµ mËt ®é x¸c suÊt cña ph©n bè Fisher víi (n1−1) vµ (n2−1)

bËc tù do.

Nh− vËy, ta cã c¸c b−íc gi¶i bµi to¸n sau ®©y:

1) Tõ c¸c tËp sè liÖu {x1,x2,..., xn1 } vµ {y1,y2,..., yn2 }, tÝnh 2*
xs  vµ 

2*
ys  theo (4.5.1). Sau

®ã lËp tØ sè f = 2*
xs /

2*
ys  nÕu 

2*
xs >

2*
ys . Trong tr−êng hîp ng−îc l¹i ta ®æi vai trß

cña 
2*
xs  vµ

2*
ys  cho nhau.

2) Chän α thÝch hîp råi x¸c ®Þnh fα b»ng c¸ch tra b¶ng tÝnh s½n hoÆc gi¶i ph−¬ng

tr×nh (4.5.3).

3) So s¸nh f vµ fα ®Ó rót ra kÕt luËn.

VÝ dô 4.5 Gi¶ sö nhiÖt ®é th¸ng 1 cña tr¹m A vµ B ®Òu tu©n theo luËt ph©n bè

chuÈn. Tõ sè liÖu lÞch sö 34 n¨m cña tr¹m A vµ 30 n¨m cña tr¹m B ng−êi ta tÝnh

®−îc ®é lÖch chuÈn cña chóng t−¬ng øng lµ sA
*

=1.95, sB
*

=1.50. Hái sù kh¸c biÖt

cña ®é lÖch chuÈn nhiÖt ®é th¸ng 1 gi÷a hai tr¹m cã ®¸ng kÓ kh«ng?

Gi¶i: Bµi to¸n ®Æt ra lµ kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt H0: 
2*
As = 2*

Bs  − kh«ng cã sù kh¸c

biÖt ®¸ng kÓ gi÷a ®é lÖch chuÈn cña hai tr¹m.

Ta cã f = 2*
B

2*
A ss = 1.68, n1=34, n2= 30, nªn biÕn f ∈ F(33,29). Chän x¸c suÊt

ph¹m sai lÇm lo¹i I lµ α = 0.05 ta tÝnh ®−îc fα=1.84. VËy f<fα, nªn gi¶ thiÕt H0 ®−îc

chÊp nhËn, tøc ®é lÖch chuÈn cña nhiÖt ®é th¸ng 1 ë hai tr¹m kh«ng cã sù kh¸c

nhau ®¸ng kÓ. Nãi c¸ch kh¸c, víi møc ý nghÜa 5% cã thÓ xem r»ng ®é lÖch chuÈn

cña nhiÖt ®é hai tr¹m b»ng nhau.

4.6 KiÓm nghiÖm χ2

KiÓm nghiÖm χ2 ®−îc dïng ®Ó kiÓm nghiÖm sù phï hîp gi÷a ph©n bè thùc
nghiÖm vµ ph©n bè lý thuyÕt.

Bµi to¸n: Cho biÕn khÝ hËu X víi n trÞ sè quan s¸t {x1, x2,..., xn} (n ®ñ lín). Tõ
tËp mÉu nµy ta x©y dùng ®−îc hµm ph©n bè thùc nghiÖm víi K tham sè θ1, θ2,...,θK:
F(x; θ1, θ2,...,θK). Yªu cÇu x¸c minh:

 F(x; θ1, θ2,...,θK) = G(x; θ1, θ2,...,θK),
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trong ®ã G(x; θ1, θ2,...,θK) lµ mét ph©n bè lý thuyÕt ®∙ biÕt.

Gi¶i:

§Æt gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm Ho: F(x; θ1, θ2,...,θK) = G(x; θ1, θ2,...,θK).

Víi n ®ñ lín, ta chia tËp mÉu {x1, x2,..., xn} thµnh N nhãm (aj, bj), j=1..N, trong

®ã, bj = aj+1, a1 ≤min[x1,t=1..n}, bN>max{xt,t=1..n}.

V× x¸c suÊt ®Ó X nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng (aj,bj) tÝnh theo ph©n bè thùc

nghiÖm b»ng  P(aj ≤ X < bj) = F(bj) − F(aj) nªn tÇn sè thùc nghiÖm:

mj = n[F(bj) − F(aj)] = n[F(aj+1) − F(aj)].

MÆt kh¸c, x¸c suÊt nµy tÝnh theo ph©n bè lý thuyÕt b»ng:

pj = P(aj≤X<bj)= G(aj+1) −G(aj)

nªn tÇn sè lý thuyÕt cña nhãm (aj, bj) sÏ lµ npj. Ta cã b¶ng sau:

Nhãm Giíi h¹n d−íi Giíi h¹n trªn TÇn sè thùc

nghiÖm

X¸c suÊt

lý thuyÕt

TÇn sè

lý thuyÕt

1 a1 b1 m1 p1 np1

2 a2 b2 m2 p2 np2

... ... ... ... ... ...

N aN bN mN pN npN

HiÖu Qj = npj−mj ®−îc dïng lµm th−íc ®o møc ®é kh¸c biÖt gi÷a ph©n bè thùc

nghiÖm F(x; θj) vµ ph©n bè lý thuyÕt G(x;θj).

Ta lËp biÕn míi: η = ∑∑
==

−
=
N

1j j

2
jjN

1j j

2
j

np
)mnp(

np
Q

 (4.6.1)

vµ ®−a ra tiªu chuÈn kiÓm nghiÖm lµ:

NÕu η ≥ ηα th× b¸c bá Ho (ph©n bè thùc nghiÖm kh«ng phï hîp víi ph©n bè lý

thuyÕt)

NÕu η < ηα th× chÊp nhËn Ho.

Trong ®ã ηα lµ giíi h¹n tin cËy, ®−îc x¸c ®Þnh sao cho khi Ho ®óng th×:

P(η ≥ ηα) =α (4.6.2)

VÊn ®Ò cßn l¹i lµ ph¶i x¸c ®Þnh ηα, tøc lµ ph¶i x¸c ®Þnh luËt ph©n bè cña biÕn

η. Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng, khi n ®ñ lín th× η cã ph©n bè χ2
 víi (N−K−1)

bËc tù do: η ∈ χ2(N − K − 1) (B¹n ®äc cã thÓ xem thªm qu¸ tr×nh chøng minh nµy

trong [4,5]). VËy gi¸ trÞ cña ηα cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh tõ c¸c b¶ng tÝnh s½n hoÆc gi¶i

ph−¬ng tr×nh:
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α=∫
∞

αη
−− dx)x(f 1KN (4.6.3)

Hay: α−=∫
αη

−− 1dx)x(f
0

1KN (4.6.3’)

Trong ®ã fN−K−1(x) lµ mËt ®é x¸c suÊt χ2(N−K−1) víi N−K−1 bËc tù do. Tõ ®ã ta

cã c¸c b−íc tiÕn hµnh sau:

1) Ph©n chia tËp sè liÖu thµnh N nhãm vµ x¸c ®Þnh tÇn sè c¸c nhãm mj.

2) Tõ ph©n bè lý thuyÕt ®∙ biÕt, x¸c ®Þnh tÇn sè lý thuyÕt c¸c nhãm npj.

3) TÝnh gi¸ trÞ cña η theo c«ng thøc (4.6.1)

4) Chän gi¸ trÞ α thÝch hîp, x¸c ®Þnh ηα theo ph©n bè χ2 víi  N−K−1 bËc tù do.

5) So s¸nh η vµ ηα ®Ó rót ra kÕt luËn.

VÝ dô 4.6 H∙y kiÓm tra tÝnh ph©n bè chuÈn cña chuçi sè liÖu nhiÖt ®é trung

b×nh th¸ng 1 tr¹m A cho trong b¶ng 4.1.

B¶ng 4.1 NhiÖt ®é trung b×nh th¸ng 1 cña tr¹m A (0C)

17.0 16.4 18.2 18.1 15.0 13.1 19.2

17.9 17.4 16.3 15.5 17.6 16.2 17.8

17.1 17.2 15.5 15.0 17.0 17.3 15.2

12.3 16.7 19.6 17.2 15.2 17.4 17.3

17.6 20.1 15.2 15.7 14.7 17.2

17.3 17.5 17.4 14.3 16.8 18.1

12.7 15.0 16.6 14.8 16.2 14.5

13.0 18.8 19.8 16.8 15.9 13.7

17.1 15.4 14.5 18.0 16.3 14.1

13.6 18.9 15.8 18.2 16.1 16.7

Gi¶i: Víi n=64, nh− vËy dung l−îng mÉu ®ñ lín ®Ó ta cã thÓ tiÕn hµnh ph©n

nhãm. Sè nhãm ®−îc lÊy b»ng N=5lg64≈9 (nhãm). Cù lý c¸c nhãm ®−îc chän ®Òu

nhau vµ b»ng 1(0C). KÕt qu¶ tÝnh to¸n trung gian ®−îc tr×nh bµy trong b¶ng 4.2.

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc η=4.337 ≈ 4.34.

MÆt kh¸c, v× ph©n bè lý thuyÕt lµ ph©n bè chuÈn nªn nã phô thuéc vµo hai

tham sè lµ kú väng (µ) vµ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh (σ). Tõ b¶ng 4.1 ta nhËn

®−îc −íc l−îng cña c¸c ®¹i l−îng nµy t−¬ng øng lµ µ ≈ x =16.4 vµ σ ≈ s*=1.7. H¬n

n÷a ta cã K=2 vµ sè bËc tù do b»ng N−K−1=6. NÕu chän α=0.05 ta x¸c ®Þnh ®−îc ηα

theo ph©n bè χ2(6): ηα=12.59. KÕt qu¶ so s¸nh ta cã η < ηα nªn gi¶ thiÕt H0 ®−îc

chÊp nhËn, nghÜa lµ nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng 1 tr¹m A tu©n theo luËt ph©n bè

chuÈn.
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Trªn h×nh 4.2 biÓu diÔn ®å thÞ hµm mËt ®é ph©n bè chuÈn lý thuyÕt (®−êng

liÒn nÐt) vµ ph©n thùc nghiÖm (®−êng g¹ch nèi) theo kÕt qu¶ tÝnh to¸n trong b¶ng

4.2

B¶ng 4.2 KÕt qu¶ tÝnh trung gian

Nhãm aj bj mj pj npj
j

2
jj

np
)mnp( −

1 12 13 3 0.0255 1.6328 1.1448

2 13 14 3 0.0584 3.7404 0.1466

3 14 15 8 0.1260 8.0631 0.0005

4 15 16 10 0.1974 12.636 0.5498

5 16 17 13 0.2250 14.397 0.1355

6 17 18 17 0.1864 11.9266 2.1582

7 18 19 6 0.1122 7.1832 0.1949

8 19 20 3 0.0491 3.1450 0.0067

9 20 21 1 0.0156 1.0007 0.0000

Tæng 64 0.9956 η=4.337
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f(x)

x

1
2

H×nh 4.2 KÕt qu¶ xÊp xØ ph©n bè nhiÖt ®é th¸ng 1 tr¹m A bëi ph©n bè chuÈn

1) Ph©n bè lý thuyÕt; 2) Ph©n bè thùc nghiÖm

4.7. KiÓm nghiÖm U phi tham sè

KiÓm nghiÖm U phi tham sè cßn ®−îc gäi lµ kiÓm nghiÖm Wilcoxon, hay kiÓm

nghiÖm Mann−Whiteney, v× nã ®−îc Wilcoxon ph¸t minh vµo n¨m 1945, sau ®ã

®−îc Mann−Whitney triÓn khai øng dông. §©y lµ mét trong nh÷ng kiÓm nghiÖm

phi tham sè, ®−îc øng dông phæ biÕn trong tr−êng hîp dung l−îng mÉu n bÐ, h¬n

n÷a kh«ng yªu cÇu biÕt tr−íc d¹ng ph©n bè cña chuçi. Th«ng th−êng trong khÝ

t−îng, khÝ hËu kiÓm nghiÖm U phi tham sè dïng ®Ó x¸c minh tÝnh ®ång nhÊt t−¬ng
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®èi vÒ ®é lín gi÷a c¸c thµnh phÇn trong hai chuçi sè liÖu khÝ hËu ®éc lËp hoÆc hai

thêi ®o¹n kh¸c nhau cña cïng mét chuçi.

Bµi to¸n: XÐt biÕn khÝ quyÓn X. Gi¶ sö {x1,x2,..,xm} vµ {y1,y2,...yn} lµ hai chuçi

sè liÖu quan tr¾c cña X (cã thÓ lµ hai chuçi cña hai tr¹m kh¸c nhau hoÆc hai thêi

®o¹n quan tr¾c cña cïng mét tr¹m). H∙y x¸c minh sù ®ång nhÊt t−¬ng ®èi vÒ ®é

lín gi÷a m thµnh phÇn cña chuçi {xt, t=1..m} vµ n thµnh phÇn cña chuçi {yt, t=1..n}.

Gi¶i:

Tr−íc hÕt ta ®¸nh dÊu sè liÖu cña mét trong hai chuçi, ch¼ng h¹n chuçi {yt},

råi gép hai chuçi l¹i thµnh mét vµ lËp chuçi tr×nh tù {z(t), t=1..m + n}, víi z(1) ≤ z(2) ≤

... ≤ z(m+n). Tõ chuçi nµy ta lËp hai chuçi míi {ui} vµ {vi} theo nguyªn t¾c sau ®©y:

ui= Sè thµnh phÇn cña chuçi {yt} ®øng tr−íc xi trong chuçi {z(t)},i=1..m

vi= Sè thµnh phÇn cña chuçi {xt} ®øng tr−íc yi trong chuçi {z(t)},i=1..n

Sau ®ã lËp c¸c biÕn míi:

∑∑
==

==
n

1i
i

m

1i
i vV,uU (4.7.1)

V× cã m thµnh phÇn cña chuçi {xt}, n thµnh phÇn cña chuçi {yt} nªn:

U  + V = mn = Tæng sè lÇn so s¸nh.

C¸c biÕn U vµ V cã thÓ nhËn gi¸ trÞ tõ 0 (tÊt c¶ c¸c xt ®Òu nhá h¬n hoÆc lín

h¬n yt) ®Õn mn (tÊt c¶ c¸c xt ®Òu lín h¬n hoÆc nhá h¬n yt). Hai chuçi ®−îc gäi lµ

®ång nhÊt nÕu gi¶ thiÕt H0:U=V ®−îc chÊp nhËn.

§Ó râ h¬n ta xÐt vÝ dô sau ®©y. Gi¶ sö ta cã m=6, n=4 vµ sau khi s¾p xÕp theo

thø tù t¨ng dÇn ta ®−îc chuçi sau:

{z(t)} = {y1,x1,x2,y2,y3,y4,x3,y5,y6,x4}

Tõ ®ã: {ui}={1,1,4,6} vµ {vi}={0,2,2,2,3,3}.

VËy: U=1+1+4+6=12 vµ V=0+2+2+2+3+3=12.

Ph−¬ng ph¸p trªn ®©y th−êng chØ ¸p dông cho nh÷ng tr−êng hîp dung l−îng

mÉu kh¸ bÐ. ViÖc kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt nªu trªn ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch so s¸nh

gi¸ trÞ nhá nhÊt trong hai gi¸ trÞ U vµ V víi b¶ng gi¸ trÞ s½n øng víi tõng møc x¸c

suÊt cho tr−íc.

Khi dung l−îng mÉu t−¬ng ®èi lín ng−êi ta tiÕn hµnh tÝnh to¸n theo ph−¬ng

thøc sau ®©y. Tõ chuçi tr×nh tù {z(t)} ta lËp c¸c biÕn míi:
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U=mn+ T
2

)1m(m
−

+
(4.7.2)

trong ®ã  T= ∑
+

= ∈

nm

1t }ty{)t(z
t  

vµ V=mn+ T
2
)1n(n ′−

+
 (4.7.3)

víi T’= ∑
+

= ∈

nm

1t }tx{)t(z
t

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng, khi m, n≥8 th× U, V∈N(µ,σ), trong ®ã:

µ =M[U]=M[V]=
2
mn

 vµ σ = )1nm(
12
mn

++ (4.7.4)

Trong mäi tr−êng hîp sau khi tÝnh U vµ V ta sÏ chän gi¸ trÞ nhá nhÊt trong

chóng. Gi¶ sö U≤V, khi ®ã sù bÊt ®ång nhÊt gi÷a hai chuçi cã thÓ ®−îc ®¸nh gi¸
b»ng hiÖu ]U[MU − . HiÖu ]U[MU − =0 øng víi tr−êng hîp hai chuçi ®ång nhÊt

thùc sù. HiÖu nµy cµng lín th× sù bÊt ®ång nhÊt gi÷a hai chuçi cµng lín.

Do ®ã ta ®Æt gi¶ thiÕt kiÓm nghiÖm lµ H0: ]U[MU − =0. NÕu H0 ®óng ta kÕt

luËn hai chuçi ®ång nhÊt vµ ng−îc l¹i. Thùc chÊt ®iÒu kiÖn ]U[MU − =0 t−¬ng

®−¬ng víi viÖc chän giíi h¹n tin cËy d sao cho khi H0 ®óng, víi x¸c suÊt
P( ]U[MU − ≥d)=α, th×:

d]U[MU ≥− : gi¶ thiÕt H0 bÞ b¸c bá (hai d∙y kh«ng ®ång nhÊt).

d]U[MU <− : gi¶ thiÕt H0 ®−îc chÊp nhËn (hai d∙y ®ång nhÊt)

Ta cã: P( d]U[MU ≥− ) = α=≥
−

)
]U[D

d
]U[D
]U[MU

(P

§Æt 
]U[D
]U[MUu −

=  vµ 
]U[D

du =α (4.7.5)

khi ®ã nÕu H0 ®óng th× P( α≥ uu )=α.

V× U∈N(µ,σ) nªn u∈N(0,1). Tõ ®©y ta dÔ dµng x¸c ®Þnh ®−îc uα.

Tãm l¹i, ta cã c¸c b−íc thùc hiÖn sau:

1) Tõ hai chuçi sè liÖu ban ®Çu, gép l¹i vµ lËp chuçi tr×nh tù {z(t),t=1..m+n}

2) TÝnh U, V theo (4.7.2) vµ (4.7.3). Gi¶ sö U ≤ V, tÝnh M[U] = µ = 
2
mn

 vµ

σ= )1nm(
12
mn]U[D ++= , sau ®ã tÝnh u theo (4.7.5).
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3)  Chän α thÝch hîp råi x¸c ®Þnh uα tõ ph©n bè chuÈn ch©u hãa.

4)  So s¸nh u  vµ uα ®Ó ph¸n ®o¸n vÒ sù ®ång nhÊt cña hai chuçi.

VÝ dô 4.7 Tæng l−îng m−a n¨m tr−íc vµ sau khi dêi tr¹m cña tr¹m A ®−îc cho

trong b¶ng 4.3. H∙y x¸c minh tÝnh ®ång nhÊt cña sè liÖu hai thêi ®o¹n ®ã. Cho x¸c

suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I lµ α=0.05.

B¶ng 4.3 Sè liÖu l−îng m−a n¨m tr¹m A tr−íc vµ sau khi dêi tr¹m (mm)

Tr−íc khi dêi tr¹m (x) Sau khi dêi tr¹m (y)

1076.0 1373.9 1435.1 1583.1 1838.8 1256.8 1568.8 1736.8 1829.8 2040.3

1120.2 1375.4 1464.1 1605.9 1847.9 1297.3 1653.0 1738.8 1862.8 2141.2

1200.4 1376.6 1493.0 1622.0 1860.8 1544.4 1684.5 1758.9 1931.9 2153.9

1342.1 1390.9 1540.4 1637.5 1864.8 1554.3 1725.7 1800.0 1943.4 2528.2

1346.4 1394.6 1542.0 1690.8 1983.8

2063.6 2071.0 2149.8 2200.5 2617.0

NÕu gäi chuçi sè liÖu tr−íc khi dêi tr¹m lµ {xt, t=1..m}, vµ sau khi dêi tr¹m lµ

{yt, t=1..n} th× m=30 vµ n=20. Tõ hai chuçi nµy ta lËp chuçi tr×nh tù {zt, t=1..m+n}

trong ®ã ta ®¸nh dÊu c¸c thµnh phÇn cña chuçi {yt}. KÕt qu¶ cña b−íc nµy ®−îc

tr×nh bµy trong b¶ng 4.4.

B¶ng 4.4 Chuçi l−îng m−a ®∙ s¾p xÕp

t z t z t z t z t z

1 1076.0 11 1390.9 21 1583.1 31 1758.9 41 1983.8

2 1120.2 12 1394.6 22 1605.9 32 1800.0 42 2040.3

3 1200.4 13 1435.1 23 1622.0 33 1829.8 43 2063.6

4 1256.8 14 1464.1 24 1637.5 34 1838.8 44 2071.0

5 1297.3 15 1493.0 25 1653.0 35 1847.9 45 2141.2

6 1342.1 16 1540.4 26 1684.5 36 1860.8 46 2149.8

7 1346.4 17 1542.0 27 1690.8 37 1862.8 47 2153.9

8 1373.9 18 1544.4 28 1725.7 38 1864.8 48 2200.5

9 1375.4 19 1554.3 29 1736.8 39 1931.9 49 2528.2

10 1376.6 20 1568.8 30 1738.8 40 1943.4 50 2617.0
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Tõ b¶ng 4.4 ta nhËn ®−îc:

t(zt∈y) t(zt∈x)

4 20 29 33 42 1 9 15 24 41

5 25 30 37 45 2 10 16 27 43

18 26 31 39 47 3 11 17 34 44

19 28 32 40 49 6 12 21 35 46

7 13 22 36 48

8 14 23 38 50
T= ∑

∈ }ty{)t(z
t =599 T’ =∑

∈ }tx{)t(z
t =676

VËy, theo (4.7.2) vµ (4.7.3) ta cã: U = 446, V = 134. V× U>V nªn ®Ó tiÕn hµnh

kiÓm nghiÖm ta sÏ sö dông V.

Theo (4.7.4), µ =M[V]= 30.20/2 = 300; σ = )12030(
12
20.30

++ =50.5. §æi vai trß

cña U trong (4.7.5) thµnh V ta tÝnh ®−îc:

u = (V−µ)/σ =(134−300)/50.5 = −3.29

Víi α=0.05 ta cã uα =1.96. VËy, u =3.29 > uα= 1.96. Do ®ã ta kÕt luËn hai

chuçi kh«ng ®ång nhÊt.
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Ch−¬ng 5
Ph©n tÝch t−¬ng quan vµ håi qui

5.1 Nh÷ng kh¸i niÖm më ®Çu

Trong thùc tÕ nghiªn cøu khÝ t−îng, khÝ hËu cã kh«ng Ýt nh÷ng vÊn ®Ò ®−îc

®Æt ra trong ®ã cÇn ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc qui luËt biÕn ®æi cña c¸c hiÖn t−îng khÝ

quyÓn. Tuy nhiªn, hiÖn t−îng khÝ quyÓn l¹i ®−îc ph¶n ¸nh th«ng qua c¸c ®Æc tr−ng

yÕu tè khÝ quyÓn mµ chóng, ®Õn l−ît m×nh, l¹i phô thuéc vµo sù biÕn ®æi cña c¸c

nh©n tè bªn ngoµi. Muèn n¾m ®−îc qui luËt biÕn ®æi cña c¸c hiÖn t−îng khÝ quyÓn

cÇn thiÕt ph¶i x¸c ®Þnh sù liªn hÖ gi÷a c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ quyÓn (®−îc xem lµ

biÕn phô thuéc) víi tËp hîp c¸c nh©n tè ¶nh h−ëng mµ ng−êi ta gäi lµ c¸c biÕn ®éc

lËp. §iÒu ®ã còng cã nghÜa lµ, vÒ ph−¬ng diÖn thèng kª, th«ng th−êng ta cÇn ph¶i

gi¶i quyÕt mét sè vÊn ®Ò sau ®©y:

1) X¸c ®Þnh sù ph©n bè kh«ng gian cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ t−îng, khÝ hËu,
tøc lµ nghiªn cøu qui luËt phô thuéc vµo to¹ ®é kh«ng gian cña c¸c biÕn khÝ
quyÓn.

2) X¸c ®Þnh qui luËt, tÝnh chÊt diÔn biÕn theo thêi gian cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè
khÝ quyÓn.

3) X¸c ®Þnh mèi quan hÖ rµng buéc ®Ó tõ ®ã t×m qui luËt liªn hÖ gi÷a c¸c ®Æc tr−ng
yÕu tè khÝ quyÓn víi nhau theo kh«ng gian vµ thêi gian.

Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò ®ã lµ ph−¬ng ph¸p ph©n
tÝch t−¬ng quan vµ håi qui mµ néi dung cña nã cã thÓ ®−îc chia thµnh:

1) T−¬ng quan vµ håi qui theo kh«ng gian: Lµ xÐt mèi quan hÖ gi÷a hai hay nhiÒu
biÕn khÝ quyÓn víi nhau cña cïng mét yÕu tè, cïng thêi gian (®ång thêi) nh−ng
kh¸c nhau vÒ vÞ trÝ kh«ng gian.

2) T−¬ng quan vµ håi qui theo thêi gian: Lµ xÐt mèi quan hÖ gi÷a hai hay nhiÒu
biÕn khÝ quyÓn víi nhau cña cïng mét yÕu tè, cïng mét ®Þa ®iÓm nh−ng kh¸c
nhau vÒ thêi gian.

3) T−¬ng quan vµ håi qui phæ biÕn: Lµ xÐt mèi quan hÖ gi÷a hay nhiÒu biÕn khÝ

quyÓn cña mét hoÆc nhiÒu yÕu tè, cã thÓ kh¸c nhau vÒ kh«ng gian, thêi gian

hoÆc c¶ kh«ng−thêi gian.



120

VÒ ph−¬ng diÖn to¸n häc, c¨n cø vµo d¹ng thøc cña biÓu thøc biÓu diÔn, ng−êi
ta chia sù quan hÖ t−¬ng quan lµm bèn d¹ng:

1) T−¬ng quan vµ håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ håi
qui tuyÕn tÝnh gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ mét biÕn ®éc lËp.

2) T−¬ng quan vµ håi qui phi tuyÕn mét biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ håi
qui phi tuyÕn gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ mét biÕn ®éc lËp.

3) T−¬ng quan vµ håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ
håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ tËp hîp nhiÒu
biÕn ®éc lËp.

4) T−¬ng quan vµ håi qui phi tuyÕn nhiÒu biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ
håi qui phi tuyÕn gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ tËp hîp nhiÒu
biÕn ®éc lËp.

Th«ng th−êng ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n t−¬ng quan vµ håi qui trong khÝ
t−îng, khÝ hËu cÇn ph¶i tiÕn hµnh c¸c b−íc sau:

1) X¸c lËp ®−îc d¹ng thøc cña mèi liªn hÖ t−¬ng quan, tøc lµ t×m ra d¹ng håi qui
thÝch hîp: TuyÕn tÝnh hay phi tuyÕn, nÕu lµ phi tuyÕn th× cô thÓ lµ d¹ng nµo.

2) §¸nh gi¸ ®−îc møc ®é chÆt chÏ cña c¸c mèi liªn hÖ theo nghÜa quan hÖ t−¬ng
quan.

3) B»ng ph−¬ng ph¸p nµo ®ã, x¸c lËp biÓu thøc gi¶i tÝch cña ph−¬ng tr×nh håi qui
xÊp xØ mèi liªn hÖ t−¬ng quan, tøc lµ x©y dùng hµm håi qui. Trong khÝ t−îng,
khÝ hËu ph−¬ng ph¸p phæ biÕn ®Ó x©y dùng hµm håi qui lµ ph−¬ng ph¸p b×nh
ph−¬ng tèi thiÓu.

4) §¸nh gi¸ ®é chÝnh x¸c vµ kh¶ n¨ng sö dông cña ph−¬ng tr×nh håi qui.

5.2 T−¬ng quan tuyÕn tÝnh

5.2.1 HÖ sè t−¬ng quan tæng thÓ

XÐt hai biÕn ngÉu nhiªn X1 vµ X2. Khi ®ã ph−¬ng sai cña tæng (hiÖu) hai biÕn

®−îc x¸c ®Þnh bëi:

D[X1 ± X2] = M[(X1 ± X2) − M(X1 ± X2)]2 = M[(X1 − MX1)± (X2 − MX2)]2 =

= M[(X1 − MX1)2] + M[(X2 − MX2)2] ± 2M[(X1 − MX1)(X2 − MX2)]=

= D[X1] + D[X2] ± 2 M[(X1 − MX1)(X2 − MX2)]=

= µ11 + µ22 + ± 2µ12

trong ®ã µ12 lµ m«men t−¬ng quan gi÷a X1 vµ X2, µ11 vµ µ22 t−¬ng øng lµ ph−¬ng sai

cña X1 vµ X2. NÕu X1 vµ X2 kh«ng t−¬ng quan víi nhau th×:

D[X1 ± X2] = D[X1] + D[X2], suy ra µ12 = 0.
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Do vËy, ng−êi ta dïng µ12 lµm th−íc ®o møc ®é t−¬ng quan gi÷a X1 vµ X2. V×
µ12 lµ mét ®¹i l−îng cã thø nguyªn (b»ng tÝch thø nguyªn cña X1 vµ X2) nªn ®Ó
thuËn tiÖn trong viÖc so s¸nh, ph©n tÝch thay cho µ12 ng−êi ta dïng ®¹i l−îng v«
thø nguyªn:

ρ12 = 
2211

12

µµ
µ

(5.2.1)

vµ ®−îc gäi lµ hÖ sè t−¬ng quan gi÷a hai biÕn X1 vµ X2. Ng−êi ta gäi ρ12 lµ hÖ sè
t−¬ng quan tæng thÓ hay hÖ sè t−¬ng quan lý thuyÕt vµ lµ mét h»ng sè.

HÖ sè t−¬ng quan cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y:

1) HÖ sè t−¬ng quan nhËn gi¸ trÞ trªn ®o¹n [−1;1]: −1 ≤ ρ12 ≤ 1.

ThËt vËy, ta cã:
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= 2(1 ± ρ12) ≥ 0

Hay 1 ± ρ12 ≥ 0 ⇒ ®pcm

2) §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó 12ρ =1 lµ X1 vµ X2 cã quan hÖ hµm tuyÕn tÝnh.

§iÒu kiÖn ®ñ:

Gi¶ sö ta cã quan hÖ hµm tuyÕn tÝnh gi÷a X1 vµ X2:  X2 = a + bX1, víi a, b lµ

c¸c hÖ sè h»ng sè. Khi ®ã:

µ12  = M[(X1−MX1)(X2−MX2)] = M[(X1−MX1)(a + bX1−a−bMX1)]=

= M[b(X1 −MX1)2] = bµ11

µ22  = M[(X2−MX2)2]=M[(a + bX1−a−bMX1)2] = b2M[(X1−MX1)2] = b2µ11

VËy ρ12 = 
2211
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§iÒu kiÖn cÇn:

Tõ hÖ thøc  D
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DX
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= 2(1 ± ρ12) ta cã:
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NÕu (1 ± ρ12) = 0 th× 







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
±

2

2

1

1

DX
X

DX
X

 = C = Const

Tõ ®ã suy ra X2 = ±
11

22
µ
µ

X1 + C 22µ , tøc lµ gi÷a X2 vµ X1 tån t¹i quan hÖ hµm

tuyÕn tÝnh.

Do tÝnh chÊt nµy nªn hÖ sè t−¬ng quan ®−îc xem lµ ®¹i l−îng ®Æc tr−ng cho
møc ®é t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a hai biÕn.

5.2.2 HÖ sè t−¬ng quan mÉu

Cho hai biÕn khÝ quyÓn X1, X2 víi n cÆp trÞ sè quan s¸t:

 {xt1, xt2} = {(x11, x12), (x21, x22),..., (xn1, xn2)}

Khi ®ã m«men t−¬ng quan mÉu − −íc l−îng cña m«men t−¬ng quan tæng thÓ

µ12 − gi÷a X1 vµ X2 ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

R12 = ∑
=

−−
n

1t
22t11t )xx)(xx(

n
1

 =  )xx)(xx( 2211 −−   (5.2.2)

vµ hÖ sè t−¬ng quan mÉu:
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(5.2.3)

trong ®ã:

l12 = ∑
=

−−
n

1t
22t11t )xx)(xx(  = nR12 lµ tæng cña tÝch c¸c ®é lÖch cña X1 vµ X2 so víi

trung b×nh cña chóng.

l11 = ( )∑
=

−
n

1t

2
11t xx = n 2

1s  − tæng b×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch cña X1 so víi trung b×nh

cña nã.

l22 = ( )∑
=

−
n

1t

2
22t xx = n 2

2s − t«ng b×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch cña X2 so víi trung b×nh

cña nã.

∑
=

=
n

1t
1t1 x

n
1x , ∑

=
=

n

1t
2t2 x

n
1x − trung b×nh cña X1 vµ X2

HÖ sè t−¬ng quan mÉu r12 lµ −íc l−îng cña hÖ sè t−¬ng quan tæng thÓ ρ12. NÕu

ρ12 lµ mét h»ng sè th× tr¸i l¹i r12 lµ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. N¨m 1915
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R.A.Fisher [3,5,6] ®∙ t×m ra biÓu thøc chÝnh x¸c cña hµm mËt ®é x¸c suÊt cña hÖ sè

t−¬ng quan mÉu r12 trong tr−êng hîp ph©n bè ®ång thêi cña X1 vµ X2 lµ chuÈn:

fn(r)= ∑
∞

=

−−− ρ−+
Γ−ρ−

−Γπ 0i

i
22

4n
22

1n
2

3n

!i
)r2())

2
1in(()r1()1(

)2n(
2

, (5.2.4)

víi −1 ≤ r ≤ 1. ë ®©y, ®Ó tiÖn biÓu diÔn ta ®∙ thay ký hiÖu r12 b»ng ký hiÖu r.

B»ng phÐp biÕn ®æi chuçi luü thõa vÕ ph¶i cña biÓu thøc fn(r) ng−êi ta ®∙ thu

®−îc d¹ng kh¸c ®èi víi mËt ®é x¸c suÊt cña r:

 fn(r) = ∫
−ρ−

−ρ−
π
−

−

−−− 1

0 21n

2n
2
4n

22
1n

2

x1

dx
)rx1(

x)r1()1(2n
 (5.2.5)

Ta thÊy r»ng ph©n bè cña r chØ phô thuéc vµo dung l−îng mÉu n vµ hÖ sè

t−¬ng quan tæng thÓ ρ. Khi n = 2 th× fn(r) = 0, ®iÒu ®ã phï hîp víi sù kiÖn hÖ sè

t−¬ng quan ®−îc tÝnh tõ tËp mÉu chØ cã 2 quan tr¾c ph¶i b»ng ±1.

Kú väng cña hÖ sè t−¬ng quan mÉu r: M[r] = ρ

Ph−¬ng sai cña hÖ sè t−¬ng quan mÉu r:

D[r] = )4442(
n4 0211
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trong ®ã µ ij= M [ ]j22
i

11 )MXX()MXX( −− − c¸c m«men trung t©m bËc i+j.

§Ó thuËn tiÖn trong tÝnh to¸n thùc hµnh, nhÊt lµ viÖc −íc l−îng kho¶ng cho

ρ, ng−êi ta th−êng dïng phÐp biÕn ®æi sau ®©y cña Fisher:

z = 
r1
r1log

2
1

−
+

, ζ = 
ρ−
ρ+

1
1log

2
1

(5.2.6)

Fisher ®∙ chøng minh ®−îc r»ng ngay c¶ víi nh÷ng gi¸ trÞ n kh«ng lín l¾m

biÕn z còng ph©n bè xÊp xØ chuÈn víi gi¸ trÞ trung b×nh vµ ph−¬ng sai ®−îc cho bëi

biÓu thøc gÇn ®óng sau:

M[z] = ζ + 
)1n(2 −

ρ
, D[z] = 

3n
1
−

(5.2.7)

V× vËy kho¶ng tin cËy cña ζ víi ®é tin cËy 1−α lµ:

(
3n

1u
)1n(2

rz,
3n

1u
)1n(2

rz
−

+
−

−
−

−
−

− αα ) (5.2.8)

trong ®ã uα nhËn ®−îc tõ ph©n bè chuÈn N(0,1) bëi hÖ thøc: P( α≥ uu ) = α. Tõ ®ã ta

nhËn ®−îc kho¶ng tin cËy cña ρ.
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Trong tr−êng hîp ρ = 0 th× biÕn t = r 2r1
2n

−
−

 cã ph©n bè Student víi  n−2 bËc

tù do. HÖ sè t−¬ng quan mÉu r lµ −íc l−îng v÷ng nh−ng chÖch cña hÖ sè t−¬ng

quan tæng thÓ ρ víi ®é chÖch b»ng 
n2

)1( 2ρ−ρ−
. Do ®ã khi tÝnh to¸n thùc hµnh nÕu

nhËn ®−îc r = 0 th× ®iÒu ®ã kh«ng cã nghÜa lµ ρ b»ng 0. Vµ ng−îc l¹i, nÕu r≠0 th×

còng kh«ng h¼n lµ ρ kh¸c 0. NÕu dung l−îng mÉu nhá th× mÆc dï ρ = 0 nh−ng gi¸

trÞ cña r l¹i cã thÓ cã ý nghÜa. V× vËy ta cÇn kiÓm tra xem ®é lín cña r cã ý nghÜa

thùc sù hay kh«ng, hay nãi c¸ch kh¸c cÇn kiÓm nghiÖm ®é râ rÖt cña r.

§Ó kiÓm nghiÖm, ta ®Æt gi¶ thiÕt Ho: ρ = 0. Thay ρ ≈ r, víi giíi h¹n tin cËy ban
®Çu d th× khi Ho ®óng ta cã P( )dr ≥ = α.

§Æt  t = 
2n/r1

r
2 −−

, tα = 
2n/r1

d
2 −−

 (5.2.9)

Khi ®ã nÕu Ho ®óng th×: P α=≥ α )tt( . BiÕn t trong (5.2.9) cã ph©n bè Student

(t) víi n−2 bËc tù do. Tõ ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc tα. Vµ chØ tiªu kiÓm nghiÖm sÏ lµ:

NÕu t ≥ tα  th× b¸c bá Ho vµ ®−a ra kÕt luËt r lín râ rÖt

NÕu t < tα  th× chÊp nhËn Ho vµ kÕt luËn r kh«ng lín râ rÖt.

VÝ dô 5.2.1 Tõ tËp mÉu {xt, yt, t=1..11} ta tÝnh ®−îc hÖ sè t−¬ng quan rxy=0.76.

H∙y cho biÕt víi gi¸ trÞ nhËn ®−îc nh− vËy th× hÖ sè t−¬ng quan cã lín râ rÖt kh«ng

nÕu lÊy møc ý nghÜa α=0.01?

§Ó tr¶ lêi c©u hái ®Æt ra ta cÇn kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt: Ho: rxy=0. Muèn vËy, ta

tÝnh ®¹i l−îng t=
2n/r1

r
2
xy

−−
=

211/76.01

76.0
2 −−

=3.51. Tõ α=0.01 ta x¸c ®Þnh ®−îc

tα tõ ph©n bè Student: tα=St(11−2,0.01) = 3.25.

V× t =3.51> 3.25=tα do ®ã ta b¸c bá gi¶ thiÕt Ho vµ ®−a ra kÕt luËn rxy lín râ

rÖt.

Ngoµi viÖc kiÓm tra ®é râ rÖt cña hÖ sè t−¬ng quan, trong thùc tÕ ng−êi ta cßn

®¸nh gi¸ sù cã nghÜa cña nã. §Ó x¸c ®Þnh sù cã nghÜa cña r tr−íc hÕt ta tÝnh gi¸ trÞ
H= 1nr −  ≡ H(n, r). T−¬ng øng víi c¸c gi¸ trÞ dung l−îng mÉu n kh¸c nhau, khi

cho tr−íc ®é tin cËy p, tra b¶ng ta sÏ tÝnh ®−îc trÞ sè tíi h¹n Ho cña H: Ho = H(p,n).

Trong b¶ng 5.1 ®∙ cho c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n H0 øng víi c¸c ®é tin cËy p vµ dung l−îng

mÉu n kh¸c nhau.

Tõ ®ã chØ tiªu kiÓm nghiÖm sù cã nghÜa cña r sÏ lµ:

NÕu H(n,r) > Ho(p,n)  th× kÕt luËn r cã nghÜa víi ®é tin cËy i

NÕu H(n,r) ≤ Ho(p,n)  th× kÕt luËn r kh«ng cã nghÜa víi ®é tin cËy p.



125

B¶ng 5.1 Gi¸ trÞ tíi h¹n H0(p,n)

p p

n 0.90 0.95 0.99 0.999 n 0.95 0.99 0.999

10 1.65 1.90 2.29 2.62 25 1.941 2.475 3.026

11 1.65 1.90 2.32 2.68 26 1.941 2.479 3.037

12 1.65 1.92 2.35 2.73 27 1.492 2.483 3.047

13 1.65 1.92 2.37 2.77 28 1.943 2.487 3.056

14 1.65 1.92 2.39 2.81 29 1.493 2.490 3.064

15 1.65 1.92 2.40 2.85 30 1.944 2.492 3.071

16 1.65 1.93 2.41 2.87 35 1.947 2.505 3.102

17 1.65 1.93 2.42 2.90 40 1.949 2.514 3.126

18 1.65 1.93 2.43 2.92 45 1.950 2.521 3.145

19 1.65 1.93 2.44 2.94 50 1.951 2.527 3.161

20 1.65 1.94 2.45 2.96 60 1.953 2.535 3.830

21 1.65 1.94 2.45 2.98 70 1.954 2.541 3.190

22 1.65 1.94 2.46 2.99 80 1.955 2.546 3.209

23 1.65 1.94 2.47 3.00 90 1.956 2.550 3.219

24 1.65 1.94 2.47 3.02 100 1.956 2.553 3.226

∞ 1.960 2.576 3.291

5.2.3 C¸ch tÝnh hÖ sè t−¬ng quan mÉu

Cho hai biÕn ngÉu nhiªn X1, X2 víi n cÆp trÞ sè quan s¸t:

{xt1, xt2} = {(x11, x12), (x21, x22),..., (xn1, xn2)}

Tõ tËp mÉu nµy cã thÓ tÝnh hÖ sè t−¬ng quan gi÷a X1, X2 theo c¸c ph−¬ng

ph¸p sau ®©y.

5.2.3.1 Ph−¬ng ph¸p tÝnh trùc tiÕp

Ph−¬ng ph¸p trùc tiÕp tÝnh hÖ sè t−¬ng quan mÉu lµ tÝnh theo c«ng thøc (5.2.3).

ThÕ nh−ng, trong thùc hµnh ng−êi ta th−êng biÕn ®æi vµ ®−a nã vÒ d¹ng kh¸c.

R12  = )xx)(xx( 2211 −−  = 21122121 xxxxxxxx −+− = 2121 xxxx −
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T−¬ng tù ta cã:
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 KÕt hîp (5.2.10)−(5.2.12) ta nhËn ®−îc: r12 = 
21

12
ss
R

(5.2.13)

HoÆc cã thÓ tÝnh theo c«ng thøc:
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VÝ dô 5.2.2 Trong b¶ng 5.2 dÉn ra sè liÖu quan tr¾c tæng l−îng m−a th¸ng 1

cña hai tr¹m mµ ta ®Æt chóng lµ hai biÕn X1, X2 vµ kÕt qu¶ c¸c b−íc tÝnh trung

gian theo c«ng thøc (5.2.14). Cét thø nhÊt chØ sè thø tù n¨m (t). Hai cét tiÕp theo

cña b¶ng chøa sè liÖu hai chuçi {xt1} vµ {xt2}. Cét thø t− lµ tÝch tõng cÆp (xt1,xt2), hai

cét cuèi cïng chøa b×nh ph−¬ng c¸c gi¸ trÞ xt1 vµ xt2. Dßng cuèi cïng cña b¶ng lµ

tæng theo tõng cét.

B¶ng 5.2 Sè liÖu l−îng m−a th¸ng 1 vµ nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh trung gian

t xt1 xt2 xt1xt2 (xt1)
2 (xt2)

2

1 10.6 19.1 202.46 112.36 364.81

2 0.9 11.8 10.62 0.81 139.24

3 9.6 86.9 834.24 92.16 7551.61

4 2.0 16.4 32.80 4.00 268.96

5 38.3 12.4 474.92 1466.89 153.76

6 0.9 9.6 8.64 0.81 92.16

7 46.7 26.8 1251.56 2180.89 718.24

8 142.5 48.7 6939.75 20306.25 2371.69

9 68.2 28.9 1970.98 4651.24 835.21

10 54.1 87.4 4728.34 2926.81 7638.76

11 25.9 66.1 1711.99 670.81 4369.21

12 41.3 42.7 1763.51 1705.69 1823.29

13 11.8 37.7 444.86 139.24 1421.29

14 5.0 55.1 275.50 25.00 3036.01

15 30.0 104.1 3123.00 900.00 10836.81

16 21.8 33.9 739.02 475.24 1149.21

17 26.0 39.0 1014.00 676.00 1521.00

18 6.0 38.0 228.00 36.00 1444.00

19 15.0 116.0 1740.00 225.00 13456.00

Tæng 556.6 880.6 27494.19 36595.20 59191.26
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§èi s¸nh víi tõng thµnh phÇn trong (5.2.14) ta cã: n=19

19.27494xx
n

1t
2t1t =∑

=
, ∑∑

==

n

1t
2t

n

1t
1t xx

n
1

=556.6*880.6/19=25796,

∑
=

n

1t

2
1t )x( =36595.20, ∑

=

n

1t

2
1t )x(

n
1

=16305.45

∑
=

n

1t

2
2t )x( =59191.26,  ∑

=

n

1t

2
2t )x(

n
1

=40813.49

Sau khi thay vµo vµ tÝnh ra ta ®−îc r12=0.087894.

5.2.3.2 Ph−¬ng ph¸p biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng.

Khi gi¸ trÞ cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi kh¸ lín viÖc tÝnh to¸n trùc tiÕp

theo c¸c c«ng thøc (5.2.10)−(5.2.14) th−êng gÆp trë ng¹i, phøc t¹p vµ dÔ g©y sai sè,

nhÊt lµ qu¸ tr×nh tÝnh to¸n ®−îc tiÕn hµnh thñ c«ng. Do ®ã, trong nhiÒu tr−êng

hîp, ®Ó ®¬n gi¶n ta sö dông phÐp biÕn ®æi sau ®©y:

11t11t Cxdy −= (*)

22t22t Cxdy −= (**)

trong ®ã d1, d2, C1, C2 lµ nh÷ng h»ng sè nµo ®ã, mµ trong nh÷ng tr−êng hîp cô thÓ,

sÏ ®−îc chän sao cho thÝch hîp. Ch¼ng h¹n, khi xö lý chuçi sè liÖu nhiÖt ®é ta thÊy

chóng th−êng dao ®éng xung quanh trÞ sè 20 (0C), vËy cã thÓ chän C=20; c¸c gi¸ trÞ

khÝ ¸p th−êng lªn xuèng quanh gi¸ trÞ 1000 (mb) th× chän C=1000,...

Víi phÐp biÕn ®æi (*), (**) ta cã:

1

11t
1t d
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1
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21

12
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l′

T−¬ng tù ta ®−îc: l11 = 2
1

11

d
l′

,      l22 = 2
2
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Do ®ã: r12 = 12
2211

12

2211
21

12
21
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12 r
ll
l
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1

l
dd
1

ll
l ′=

′′
′

=
′

= (5.2.15)

Nh− vËy, qua phÐp biÕn ®æi (*) vµ (**) hÖ sè t−¬ng quan vÉn kh«ng bÞ thay ®æi.
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5.2.4 Ma trËn t−¬ng quan

Trong thùc tÕ ta th−êng gÆp nh÷ng bµi to¸n mµ ë ®ã ®ßi hái ph¶i kh¶o s¸t

mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c biÕn kh¸c nhau cña mét tËp nhiÒu h¬n hai biÕn.

Khi ®ã ta kh«ng chØ cã mét hÖ sè t−¬ng quan mµ lµ mét ma trËn t−¬ng quan.

XÐt tËp hîp m biÕn ngÉu nhiªn X1, X2,..., Xm. HÖ sè t−¬ng quan tæng thÓ gi÷a

c¸c biÕn Xj vµ Xk ®−îc x¸c ®Þnh bëi hÖ thøc:

ρjk = 
kkjj

jk

µµ

µ
, j,k=1..m (5.2.16)

trong ®ã µjk lµ m«men t−¬ng quan gi÷a Xj vµ Xk, µjj lµ ph−¬ng sai cña Xj. TËp hîp

c¸c hÖ sè t−¬ng quan ρjk lËp thµnh ma trËn t−¬ng quan:

(ρjk) = 
















ρρ

ρρ

mm1m

m111

...
.........

...
(5.2.16’)

Ma trËn t−¬ng quan lµ mét ma trËn ®èi xøng cã c¸c phÇn tö trªn ®−êng chÐo

chÝnh b»ng 1.

NÕu Xtj, j=1..m, t=1..n lµ sè liÖu thùc nghiÖm cña c¸c biÕn Xj th× −íc l−îng rjk

cña ρjk ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

rjk = 

∑∑

∑

==

=

−−

−−

n

1t

2
ktk

n

1t

2
jtj

n

1t
ktkjtj

)xx(
n
1)xx(

n
1

)xx)(xx(
n
1

(5.2.17)

trong ®ã jx  = ∑
=

n

1t
tjxn

1
 lµ trung b×nh cña biÕn Xj, j=1..m.

TËp hîp c¸c hÖ sè t−¬ng quan rjk còng lËp thµnh mét ma trËn ®èi xøng:

(rjk) = 
















mm1m

m111

r...r
.........
r...r

(5.2.17’)

5.2.5 Kh¶o s¸t mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a hai biÕn

ViÖc ®¸nh gi¸ mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a hai biÕn cã thÓ ®−îc tiÕn hµnh

th«ng qua viÖc xem xÐt hÖ sè t−¬ng quan gi÷a chóng tÝnh ®−îc tõ tËp mÉu. Gi¸ trÞ

tuyÖt ®èi cña hÖ sè t−¬ng quan cµng lín th× mèi quan hÖ tuyÕn tÝnh gi÷a hai biÕn

cµng chÆt chÏ. HÖ sè t−¬ng quan d−¬ng ph¶n ¸nh mèi quan hÖ cïng chiÒu (®ång

biÕn), ng−îc l¹i, hÖ sè t−¬ng quan ©m biÓu thÞ mèi quan hÖ ng−îc (nghÞch biÕn)
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gi÷a hai biÕn. Tuy nhiªn, nh− ®∙ chØ ra trong môc 5.2.1, kh¸i niÖm hÖ sè t−¬ng

quan ®−îc tr×nh bµy trªn ®©y míi chØ cho phÐp ta ®¸nh gi¸ ®−îc mèi quan hÖ tuyÕn

tÝnh gi÷a hai tËp mÉu.

Thùc tÕ trong nhiÒu tr−êng hîp, khi kh¶o s¸t mèi quan hÖ gi÷a hai biÕn,

ng−êi ta ch−a cÇn hoÆc thËm chÝ kh«ng cÇn nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh to¸n chÝnh x¸c cña

hÖ sè t−¬ng quan, mµ tr−íc hÕt muèn biÕt bøc tranh kh¸i qu¸t vÒ quan hÖ gi÷a hai

tËp mÉu ®Ó tõ ®ã ®−a ra quyÕt ®Þnh cho nh÷ng b−íc xö lý tiÕp theo. §a sè trong

nh÷ng tr−êng hîp nh− vËy ng−êi ta th−êng quan t©m ®Õn kh¶ n¨ng tån t¹i mèi

quan hÖ t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a c¸c biÕn kh¶o s¸t. Khi ®ã thay cho viÖc tÝnh hÖ

sè t−¬ng quan trªn ®©y, ng−êi ta cã thÓ x©y dùng c¸c ®å thÞ ®iÓm biÓu diÔn sù phô

thuéc hoÆc tÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan gi¶n l−îc.

Ngµy nay nhê cã ph−¬ng tiÖn m¸y tÝnh, viÖc biÓu diÔn ®å thÞ ®iÓm ®Ó kh¶o s¸t

s¬ bé sù phô thuéc t−¬ng quan gi÷a c¸c biÕn ®∙ trë nªn phæ biÕn vµ rÊt cã hiÖu

qu¶. §å thÞ ®iÓm th«ng th−êng ®−îc biÓu diÔn trªn hÖ täa ®é vu«ng gãc trong mÆt

ph¼ng, víi hai trôc täa ®é biÓu thÞ sù biÕn thiªn cña hai biÕn X, Y (hay X1, X2). Mçi

mét cÆp quan tr¾c {xt, yt} ®−îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm trªn mÆt ph¼ng. C¨n cø vµo

sù ph©n bè cña tËp hîp c¸c ®iÓm nµy ta cã thÓ ®¸nh gi¸ ®−îc quan hÖ gi÷a c¸c biÕn.

H×nh 5.1 dÉn ra mét vÝ dô ®å thÞ ®iÓm biÓu diÔn mèi quan hÖ gi÷a nhiÖt ®é tèi

cao (Tx) vµ nhiÖt ®é tèi thÊp (Tm) trong nh÷ng ngµy th¸ng 1 ë mét tr¹m. Tõ ®å thÞ

ta cã thÓ thÊy sù ph©n bè “hçn lo¹n” cña tËp hîp c¸c ®iÓm trªn mÆt ph¼ng. Cã

nh÷ng chç c¸c ®iÓm qui tô kh¸ dµy ®Æc nh−ng còng cã nh÷ng chç chØ r¶i r¸c 1−2

®iÓm. Sù ph©n bè t¶n m¹n ®ã cña c¸c ®iÓm biÓu thÞ mèi quan hÖ “kÐm chÆt chÏ”

gi÷a hai yÕu tè Tx vµ Tm. Tuy vËy, xÐt mét c¸ch tæng thÓ ta thÊy gi÷a hai yÕu tè

nµy tån t¹i sù phô thuéc lÉn nhau: D−êng nh− nhiÖt ®é tèi thÊp bÐ cã liªn quan tíi

gi¸ trÞ cña nhiÖt ®é tèi cao bÐ, vµ nhiÖt ®é tèi thÊp lín cã xu h−íng kÐo theo nhiÖt

®é tèi cao lín. Ngoµi ra, ®å thÞ cßn cho thÊy trong kho¶ng nhiÖt ®é Tm tõ 12−18oC

mèi liªn hÖ gi÷a Tm vµ Tx cã vÎ yÕu h¬n nhiÒu so víi tr−êng hîp gi¸ trÞ Tm n»m

ngoµi kho¶ng ®ã.

ViÖc chia tËp sè liÖu ra lµm hai tr−êng hîp cã m−a vµ kh«ng m−a sÏ lµm ®a

d¹ng hãa ®å thÞ, cho phÐp kh¶o s¸t tû mû h¬n mèi quan hÖ gi÷a hai biÕn. HiÖn

t−îng c¸c ®iÓm øng víi tr−êng hîp cã m−a qui tô vµo kho¶ng nhiÖt ®é tèi thÊp tõ

12−18oC gîi cho ta mét nhËn ®Þnh r»ng trong nh÷ng ngµy cã m−a mèi quan hÖ gi÷a

hai biÕn trë nªn “kÐm chÆt chÏ” h¬n. MÆt kh¸c, ®iÒu ®ã lµm cho ta liªn t−ëng ®Õn

x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn ®∙ xÐt tr−íc ®©y.

Víi môc ®Ých ®¸nh gi¸ møc ®é t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a hai biÕn mét c¸ch

nhanh chãng nh−ng kh«ng cÇn ®é chÝnh x¸c cao ngoµi viÖc sö dông ph−¬ng ph¸p

®å thÞ ®iÓm ®«i khi ng−êi ta cßn tÝnh hÖ sè t−¬ng quan h¹ng (range correlation
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coefficient). Kh¸c víi hÖ sè t−¬ng quan mµ ta ®∙ xÐt, hÖ sè t−¬ng quan h¹ng ®−îc

tÝnh kh«ng ph¶i víi chÝnh c¸c gi¸ trÞ cña sè liÖu mµ víi thø h¹ng lín bÐ cña chóng

trong toµn tËp mÉu. NghÜa lµ tõ tËp mÉu ban ®Çu {xt, yt, t=1..n} ta biÕn ®æi thµnh

tËp míi {ut, vt, t=1..n} trong ®ã ut, vt t−¬ng øng chØ c¸c thµnh phÇn xt, yt ®−îc xÕp

thø bao nhiªu trong b¶ng xÕp h¹ng tõ nhá nhÊt ®Õn lín nhÊt cña mçi chuçi. Râ

rµng, c¸c tËp c¸c thµnh phÇn cña tËp míi ph¶i tháa m∙n 1 ≤ ut, vt ≤ n. HÖ sè t−¬ng

quan h¹ng ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc:

rrange = 1 − 
)1n)(1n(n

D6
n

1t

2
t

+−

∑
= (5.2.18)

trong ®ã tD = ut − vt lµ hiÖu gi÷a c¸c thø h¹ng cña xt vµ yt trong tõng chuçi.
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Cã m−a
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Tm

H×nh 5.1 §å thÞ ®iÓm biÓu diÔn sù phô thuéc gi÷a Tx vµ Tm

VÝ dô 5.2.3 B¶ng 5.3 dÉn ra kÕt qu¶ tÝnh hÖ sè t−¬ng quan h¹ng cho tËp mÉu

nhiÖt ®é tèi thÊp (Tm) vµ nhiÖt ®é tèi cao (Tx). Cét thø nhÊt vµ cét thø hai chøa sè

liÖu ban ®Çu. Cét 3, 4, 5 chøa c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña Tm, Tx trong tËp ban ®Çu vµ

kÕt qu¶ xÕp h¹ng chóng. Cét 6 vµ cét 7 chøa gi¸ trÞ h¹ng cña tõng thµnh phÇn

t−¬ng øng trong cét 1 vµ cét 2. Cét cuèi cïng lµ hiÖu gi÷a c¸c h¹ng. Ch¼ng h¹n,

u1=4 cã nghÜa lµ øng víi Tm1=12.8 ë cét 1, khi ®èi chiÕu gi¸ trÞ nµy ë kÕt qu¶ xÕp

h¹ng (cét 3 vµ cét 5) ta nhËn ®−îc h¹ng cña Tm1 b»ng 4. T−¬ng tù nh− vËy víi v1=8

(gi¸ trÞ Tx1=20.6, t×m gi¸ trÞ nµy ë cét 4 råi ®èi chiÕu sang cét 5 ta cã h¹ng b»ng 8).

HiÖu D1 = 4−8=−4.

Sö dông kÕt qu¶ tÝnh trung gian ë b¶ng 5.3 kÕt hîp víi c«ng thøc (5.2.18) víi

n=10 ta nhËn ®−îc rrange = 0.4546.



131

B¶ng 5.3 TÝnh hÖ sè t−¬ng quan h¹ng

Sè liÖu ban ®Çu KÕt qu¶ xÕp h¹ng Sè liÖu xÕp h¹ng

Tm Tx Tm Tx H¹ng ut vt Dt

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

12.8 20.6 1.7 16.1 1 4 8 −4

16.1 20.0 4.4 18.0 2 9 7 2

14.4 18.6 10.0 18.3 3 6 5 1

1.7 18.0 12.8 18.4 4 1 2 −1

4.4 16.1 13.9 18.6 5 2 1 1

10.0 18.4 14.4 18.9 6 3 4 −1

13.9 22.8 14.8 20.0 7 5 9 −4

14.8 23.0 15.0 20.6 8 7 10 −3

15.0 18.3 16.1 22.8 9 8 3 5

17.2 18.9 17.2 23.0 10 10 6 4

5.3 Håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn

5.3.1 Kh¸i niÖm vÒ håi qui

XÐt mèi quan hÖ gi÷a hai biÕn ngÉu nhiªn X vµ Y. Khi ®ã cã thÓ x¶y ra hai

tr−êng hîp sau ®©y:

• Gi÷a chóng cã mèi quan hÖ phô thuéc hµm nÕu tån t¹i mét hµm f nµo ®ã sao

cho cã thÓ biÓu diÔn ®−îc X = f(Y).

• Gi÷a chóng cã mèi quan hÖ phô thuéc thèng kª nÕu mçi gi¸ trÞ x cña X t−¬ng

øng víi mét hµm ph©n bè (hoÆc hµm mËt ®é) cã ®iÒu kiÖn F(y/x) (hoÆc f(y/x))

cña Y. Ta gäi mèi quan hÖ phô thuéc nµy lµ sù phô thuéc t−¬ng quan gi÷a hai

biÕn ngÉu nhiªn.

§Ó nghiªn cøu mèi phô thuéc t−¬ng quan gi÷a hai biÕn X vµ Y trªn c¬ së tËp

mÉu quan tr¾c {(xt,yt), t=1..n} ta cÇn ph¶i chän d¹ng lý thuyÕt cña ph©n bè ®ång

thêi F(x,y), hoÆc d¹ng hµm mËt ®é ®ång thêi f(x,y), sau ®ã ph¶i −íc l−îng c¸c tham

sè nµy. Tõ ®ã ta t×m ®−îc mËt ®é ph©n bè cã ®iÒu kiÖn:

f(y/x) = 
)x(f
)y,x(f

1
,     f(x/y) = 

)y(f
)y,x(f

2
(5.3.1)

trong ®ã f1(x), f2(y) lµ c¸c hµm mËt ®é riªng cña X vµ Y.

(Chó ý r»ng, trong môc nµy vµ mét sè môc tiÕp theo ta ®∙ thay ®æi mét c¸ch

tù nhiªn ký hiÖu c¸c biÕn ngÉu nhiªn X, Y thay cho ký hiÖu tr−íc ®©y vÉn dïng lµ

X1, X2. Sù thay ®æi nµy hoµn toµn kh«ng ¶nh h−ëng tíi b¶n chÊt cña vÊn ®Ò. Tuy



132

nhiªn, do thãi quen cè h÷u trong to¸n häc, nÕu ta dïng ký hiÖu míi nµy th× kh¸i

niÖm hµm (Y) vµ ®èi sè (X) tá ra dÔ chÊp nhËn khi tr×nh bµy ?!. Sau nµy, ta sÏ quay

l¹i ký hiÖu tr−íc ®©y).

Nh− vËy viÖc nghiªn cøu sù phô thuéc t−¬ng quan nh− trªn lµ hÕt søc cång

kÒnh vµ phøc t¹p. Do ®ã trong thùc tÕ ng−êi ta chØ giíi h¹n xÐt mèi quan hÖ phô

thuéc gi÷a X vµ mét sè ®Æc tr−ng cã ®iÒu kiÖn cña Y, nh− kú väng, trung vÞ, mèt,...

trong ®ã phæ biÕn h¬n c¶ lµ nghiªn cøu mèi quan hÖ gi÷a X vµ kú väng cã ®iÒu kiÖn

M[Y/X]:

my(x) = M[X/Y =x] = ∫
+∞

∞−

dy)x/y(yf (5.3.2)

Vµ ng−êi ta gäi sù phô thuéc nµy lµ phô thuéc håi qui: Håi qui cña Y lªn X. HÖ

thøc (5.3.2) th«ng th−êng ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng:

y = my(x) (5.3.3)

Quan hÖ (5.3.3) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh håi qui I hay ®−êng håi qui I. NÕu

quan hÖ nµy lµ mét hµm tuyÕn tÝnh th× håi qui ®−îc gäi lµ håi qui tuyÕn tÝnh. Tuy

nhiªn, trong tr−êng hîp tæng qu¸t (5.3.3) lµ mét hµm bÊt kú.

Mét tÝnh chÊt quan träng cña håi qui I lµ tÝnh cùc tiÓu:

NÕu ta t×m ®−îc mét hµm g(X) sao cho M[Y − g(X)]2  min

th× g(X) = M[Y/X], hay g(x) = my(x). (5.3.4)

V× quan hÖ (5.3.3) lµ mét ®−êng bÊt kú mµ viÖc biÓu diÔn gi¶i tÝch nã nãi

chung rÊt khã kh¨n, thËm chÝ kh«ng thÓ ®−îc cho nªn trong thùc tÕ thay cho

(5.3.3) ng−êi ta xÊp xØ nã trong mét líp hµm f x¸c ®Þnh nµo ®ã ®∙ biÕt:

y ≈ ŷ = f(x) (5.3.5)

Trong tr−êng hîp nµy hµm håi qui t×m ®−îc gäi lµ håi qui II. NÕu hµm håi qui

II ®−îc x¸c ®Þnh b»ng ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng tèi thiÓu th× nã ®−îc gäi lµ håi qui

b×nh ph−¬ng trung b×nh. Tr−êng hîp ®¬n gi¶n nhÊt cña håi qui b×nh ph−¬ng trung

b×nh lµ håi qui b×nh ph−¬ng trung b×nh tuyÕn tÝnh−f(x) lµ hµm bËc nhÊt.

Tõ nay trë ®i, nÕu kh«ng nãi g× thªm, ta sÏ hiÓu håi qui II lµ håi qui b×nh

ph−¬ng trung b×nh vµ ®−îc gäi mét c¸ch ®¬n gi¶n lµ håi qui II.

NÕu håi qui II (5.3.5) lµ tuyÕn tÝnh, khi ®ã ta cã thÓ viÕt:

Y = f(X) = α + βX

Hay $y  = f(x) = α + βx
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Ta cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng ®Ó f(x) xÊp xØ tèt nhÊt theo nghÜa b×nh

ph−¬ng tèi thiÓu cña håi qui I th× c¸c hÖ sè α vµ β sÏ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

α = M[Y] − βM[X],    β = µ12/µ11

trong ®ã µ12 lµ m«men t−¬ng quan gi÷a X vµ Y cßn µ11 = D[X]. Ta sÏ quay trë l¹i

vÊn ®Ò nµy khi tr×nh bµy c¸ch x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè håi qui thùc nghiÖm mµ chóng lµ

−íc l−îng cña α vµ β trong môc sau.

5.3.2 X©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn tõ sè liÖu thùc

nghiÖm

Cho hai biÕn khÝ quyÓn X vµ Y víi n cÆp trÞ sè quan s¸t {(xt, yt), t=1..n}. XÐt

sù phô thuéc håi qui II cña Y lªn X lµ håi qui tuyÕn tÝnh, tøc lµ:

y ≈ ŷ  = ao + a1x (5.3.6)

trong ®ã ao vµ a1 lµ c¸c hÖ sè ph¶i t×m. Chóng lµ c¸c gi¸ trÞ −íc l−îng cña tham sè
lý thuyÕt α vµ β trong ph−¬ng tr×nh ŷ  = α + βx.

Víi c¸c trÞ sè quan s¸t xt cña X ta cã c¸c gi¸ trÞ cña Y tÝnh ®−îc theo (5.3.6) lµ:

tŷ  = ao + a1xt, (t=1..n) (5.3.6’)

C¸c trÞ sè quan tr¾c thùc nghiÖm yt vµ gi¸ trÞ tÝnh to¸n (−íc l−îng) cña Y theo
(5.3.6’) sai kh¸c nhau mét l−îng b»ng δt = yt − tŷ , chóng ®−îc gäi lµ sai sè cña phÐp

xÊp xØ y = my(x) bëi (5.3.6). §Ó phÐp xÊp xØ nµy lµ tèt nhÊt theo nghÜa b×nh ph−¬ng

tèi thiÓu c¸c hÖ sè ao vµ a1 ph¶i ®−îc x¸c ®Þnh sao cho tæng b×nh ph−¬ng c¸c sai sè

δt ph¶i ®¹t nhá nhÊt:

( ) minŷy
n

1t

2
tt

n

1t

2
t →−=δ ∑∑

==

Xem r»ng tæng c¸c b×nh ph−¬ng sai sè nh− lµ hµm cña c¸c hÖ sè ao, a1, khi ®ã

chóng ph¶i tháa m∙n ®iÒu kiÖn:

R(ao,a1) = ∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy(  → min (5.3.7)

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng, ®Ó R(ao,a1) ®¹t cùc tiÓu th× c¸c ®¹o hµm

riªng cña R(ao,a1) theo ao vµ a1 ph¶i ®ång thêi triÖt tiªu:

0
a

)a,a(R
a

)a,a(R

1

1o

o

1o =
∂

∂
=

∂
∂

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh víi c¸c Èn sè ao vµ a1:
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
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Hay:


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
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∑

∑

=

=

0x)xaay(

0)xaay(
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1t
tt1ot

n

1t
t1ot

(5.3.8)

Tõ ph−¬ng tr×nh thø nhÊt trong hÖ (5.3.8) ta cã:

∑
=

−−
n

1t
t1ot )xaay( = 0.

Suy ra: ao = y − a1 x  (5.3.9)

Thay (5.3.9) vµo ph−¬ng tr×nh thø hai cña (5.3.8) ta nhËn ®−îc:

∑
=

−−
n

1t
tt1ot x)xaay( = ∑

=
−+−

n

1t
tt11t x)xaxayy( = 0

Hay ∑
=

−
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1t
tt x)yy( − ∑

=
−

n

1t
tt1 x)xx(a = 0
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∑
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tt
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x)yy(

V× 0x)yy(
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t =−∑

=
 vµ 0x)xx(
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 nªn ta cã:
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 (5.3.10)

Hay: a1 = 
xx

xy

l
l

 = 
xxyyxx

yyxy

lll

ll
 = 

xx

yyxy

l

lr
 = rxy

x

y

s
s

(5.3.11)

Nh− vËy, ph−¬ng tr×nh (5.3.6) víi c¸c hÖ sè ao vµ a1 ®−îc tÝnh theo (5.3.9) vµ

(5.3.10) hoÆc (5.3.11) x¸c ®Þnh mèi quan hÖ håi qui II cña Y lªn X. Nã ®−îc gäi lµ

ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn (mét biÕn ®éc lËp). Ng−êi ta gäi Y (hay y)

lµ biÕn phô thuéc, cßn  X (hay x) lµ biÕn ®éc lËp.
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NÕu kh«ng xÐt trùc tiÕp tËp sè liÖu {(xt,yt),t=1..n} mµ thay cho nã ta sö dông

tËp sè liÖu chuÈn ho¸ {( x yt t
' ', ), t=1..n}:

x

t'
t s

xxx −
= , 

y

t'
t s

yyy −
=

th×, b»ng c¸c phÐp biÕn ®æi t−¬ng tù trªn ®©y ta nhËn ®−îc:

0a'0 =  vµ xy
'
1 ra =

VÝ dô 5.3.1: Tõ sè liÖu nhiÖt ®é th¸ng 5 tr¹m A (biÕn Y − cét 1) vµ tr¹m B

(biÕn X − cét 2) cho trong b¶ng 5.4, sau khi tiÕn hµnh c¸c b−íc tÝnh trung gian (ë

c¸c cét tiÕp theo) ta nhËn ®−îc:

x  = 25,9; y =22,9; lxy = 7,588; lxx = 18,624;

a1 = lxy/lxx= 7,588/18,624 = 0,407;

a0 = y  − a1. x = 22,9 − 0,407 x 25,9 = 12,361;

VËy ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a Y vµ X cã d¹ng:

y = 12,361 + 0,407.x

B¶ng 5.4 C¸c b−íc tÝnh hÖ sè håi qui gi÷a y vµ x

y x y− y x− x (y− y )(x− x ) (x− x )^2

22,7 27,7 −0,2 1,8 −0,4048 3,0976

23,8 26,0 0,9 0,1 0,0522 0,0036

23,7 26,5 0,8 0,6 0,4312 0,3136

21,3 24,3 −1,6 −1,6 2,6732 2,6896

22,5 28,0 −0,4 2,1 −0,8858 4,2436

25,1 27,4 2,2 1,5 3,1682 2,1316

23,3 25,9 0,4 0,0 −0,0148 0,0016

23,8 24,4 0,9 −1,5 −1,3398 2,3716

21,2 24,3 −1,7 −1,6 2,8372 2,6896

21,9 24,9 −1,0 −1,0 1,0712 1,0816

y =22,9 x =25,9 lxy=7,5880 lxx=18,6240

5.3.3 Ph©n tÝch ph−¬ng sai ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn

Ph−¬ng tr×nh håi qui ŷ =ao+a1x lµ hÖ thøc biÓu thÞ mèi quan hÖ tuyÕn tÝnh

gi÷a hai biÕn Y vµ X. Tuy nhiªn, do nh÷ng dao ®éng ngÉu nhiªn mµ c¸c ®iÓm thùc
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nghiÖm (xt, yt) nãi chung th−êng ph©n bè xoay quanh ®−êng th¼ng håi qui, tøc lµ cã
sù sai kh¸c gi÷a yt vµ tŷ . MÆt kh¸c, c¸c gi¸ trÞ quan tr¾c yt cña Y còng dao ®éng

biÕn ®æi xung quanh gi¸ trÞ trung b×nh y  (h×nh 5.2). Nh÷ng dao ®éng cña yt xung

quanh y  th−êng do nhiÒu nguyªn nh©n g©y nªn. Ph©n tÝch ph−¬ng sai lµ xem xÐt

vai trß cña c¸c nguyªn nh©n t¹o nªn nh÷ng biÕn ®æi cña Y.

Møc ®é biÕn ®éng cña Y ®−îc ®¸nh gi¸ th«ng qua tæng b×nh ph−¬ng c¸c ®é

lÖch cña yt khái gi¸ trÞ trung b×nh cña nã:

lyy = ∑
=

−
n

1t

2
t )yy( .

26.0

31.0

36.0

41.0

46.0

51.0

56.0

27 29 31 33 35 37 39

H×nh 5.2 S¬ ®å ph©n tÝch ph−¬ng sai

 Tõ h×nh 5.2 ta thÊy, mçi mét thµnh phÇn yt − y  cã thÓ ®−îc t¸ch thµnh tæng

2 thµnh phÇn: Sù sai lÖch cña yt so víi ®−êng håi qui vµ sù sai lÖch cña gi¸ trÞ håi
qui tŷ  so víi trung b×nh y :
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t11t11t )yxaxay)(xaxayy( =

= ))xx(a)yxxy(a(n
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2
1yxxy1 sassra −  = 0

yt − yyt − tŷ

tŷ − y

y
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Nªn lyy = ∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy( +∑

=
−

n

1t

2
t )yŷ(  = Q + U (5.3.12)

trong ®ã Q = ∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy( ,  U = ∑

=
−

n

1t

2
t )yŷ( (5.3.13)

Ng−êi ta gäi U lµ tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai håi qui, cßn Q lµ tæng b×nh

ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d−. Nh− vËy tæng b×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch cña y khái gi¸

trÞ trung b×nh lµ sù ®ãng gãp cña tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai håi qui vµ tæng

b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d−.

Ta thÊy ®èi víi mét tËp mÉu th× y  kh«ng ®æi, do ®ã sù biÕn ®æi tŷ  lµ nguyªn

nh©n g©y nªn sù biÕn ®æi cña U. §¹i l−îng U ®Æc tr−ng cho møc ®ãng gãp cña nh©n

tè håi qui trong ®é ph©n t¸n cña Y. Cßn Q ®Æc tr−ng cho sù ®ãng gãp ngoµi håi qui.

Ta cã:

U = ∑
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−
n

1t

2
t )yŷ( =∑

=
−−+

n

1t

2
1ot1o )xaaxaa( = ∑

=
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Q = lyy − U = lyy − a1lxy
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l

l
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l
U

=== .  (5.3.14)

Nh− vËy, U cµng lín khi rxy cµng lín. Tøc lµ U cµng lín th× møc ®é t−¬ng

quan tuyÕn tÝnh gi÷a X vµ Y cµng chÆt chÏ.

2
xy

yyyy

yy

yy
r1

l
U1

l
Ul

l
Q

−=−=
−

= (5.3.15)

Tõ ®ã suy ra r»ng, rxy cµng lín th× Q cµng bÐ. Håi qui ®−îc gäi lµ tèt nhÊt (lý
t−ëng) nÕu tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d− Q = 0. Khi ®ã 2

xyr =1, tÊt c¶ c¸c

®iÓm thùc nghiÖm ®Òu n»m trªn ®−êng håi qui. NÕu Q cµng bÐ th× håi qui cµng tèt,

®iÒu ®ã còng cã nghÜa lµ nÕu U cµng lín th× håi qui cµng cã hiÖu qu¶.

5.3.4 Sù dao ®éng cña c¸c ®iÓm thùc nghiÖm xung quanh ®−êng håi qui

Tõ (5.3.15) ta thÊy r»ng khi 2
xyr =1 th× Q = 0. Nh− vËy ta cã thÓ dïng ®¹i l−îng

Q ®Ó ®o møc ®é dao ®éng cña c¸c ®iÓm thùc nghiÖm xung quanh ®−êng håi qui. Tuy
nhiªn, theo (5.3.13) thø nguyªn cña Q b»ng b×nh ph−¬ng thø nguyªn cña Y. H¬n
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n÷a, sè bËc tù do cña lyy lµ n−1, cña U lµ 1 (1 nh©n tè), do ®ã sè bËc tù do cña Q lµ
n−2. ChÝnh v× vËy thay cho Q, trong thùc tÕ ng−êi ta sö dông ®¹i l−îng:

s = 
2n

Q
−

(5.3.16)

lµm th−íc ®o møc ®é dao ®éng cña c¸c gi¸ trÞ thùc nghiÖm xung quanh trÞ sè håi
qui. Gi¸ trÞ cña s cµng nhá th× c¸c ®iÓm thùc nghiÖm cµng n»m s¸t ®−êng håi qui.
§¹i l−îng s ®−îc gäi lµ chuÈn sai thÆng d−. VËy chuÈn sai thÆng d− lµ th−íc ®o
phÇn ®ãng gãp trung b×nh cña nh©n tè ngoµi håi qui ®èi víi sai sè cña phÐp håi qui.
Nãi c¸ch kh¸c, s lµ chØ tiªu ph¶n ¸nh ®é chÝnh x¸c cña håi qui.

Khi 1rxy ≠  th× c¸c ®iÓm thùc nghiÖm kh«ng n»m trïng hoµn toµn trªn ®−êng

håi qui ŷ  = ao + a1x vµ sù t¶n m¹n nµy cã thÓ thÊy ®−îc th«ng qua sè liÖu thùc tÕ

(h×nh 5.2). VËy mét vÊn ®Ò ®Æt ra lµ øng víi mçi gi¸ trÞ xt x¸c ®Þnh, quan hÖ gi÷a yt

vµ tŷ  sÏ nh− thÕ nµo?

Theo (5.3.16), nãi chung c¸c trÞ sè yt cña Y dao ®éng xung quanh tŷ  víi møc

trung b×nh lµ s vµ ng−êi ta ®∙ x¸c ®Þnh ®−îc r»ng sù ph©n bè cña yt xung quanh $yt
gÇn víi ph©n bè chuÈn. Tøc lµ:

yt ∈ N( tŷ ,s)

Hay
s
ŷyy tt

t
−

=′ ∈ N(0,1)

Tõ ®ã ta cã:  P ( )sŷy tt <− = P 







<

− 1
s
ŷy tt = ∫

−

−

π

1

1

2t
2
1

dte
2
1

 ≈ 0.68

Nh− vËy, x¸c suÊt ®Ó c¸c gi¸ trÞ yt dao ®éng xung quanh tŷ  trong kho¶ng 1s

b»ng 68%. Hay nãi c¸ch kh¸c, cã kho¶ng 68% sè ®iÓm thùc nghiÖm n»m trong

ph¹m vi ±1s kÓ tõ ®−êng håi qui.

B»ng c¸ch tÝnh t−¬ng tù, ta cã:

P ( )s2ŷy tt <−  ≈ 0.95 vµ P ( )s3ŷy tt <−  ≈ 0.997

Tøc lµ cã kho¶ng 95% sè ®iÓm thùc nghiÖm r¬i vµo miÒn s2ŷt ±  vµ 99.7% sè

®iÓm r¬i vµo miÒn s3ŷt ± . VËy hÇu nh− tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ yt ®Òu n»m trong kho¶ng

s3ŷt ± .

5.3.5 §¸nh gi¸ chÊt l−îng ph−¬ng tr×nh håi qui

Cã thÓ nhËn thÊy r»ng, viÖc ®¸nh gi¸ chÊt l−îng ph−¬ng tr×nh håi qui (5.3.6)

lµ "tèt" hay "kh«ng tèt" hoÆc "xÊu" c¨n cø vµo hÖ sè t−¬ng quan rxy hoÆc theo gi¸ trÞ
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chuÈn sai thÆng d− s, dï sao vÉn mang d¸ng dÊp ®Þnh tÝnh. Trong thùc tÕ ta cÇn
kh¼ng ®Þnh r»ng ph−¬ng tr×nh håi qui ŷ  = ao + a1x cã dïng ®−îc hay kh«ng.

Nh− ®∙ biÕt, ph−¬ng tr×nh håi qui ŷ  = ao + a1x ®−îc x©y dùng trªn c¬ së tËp

c¸c sè liÖu thùc nghiÖm. Nã lµ −íc l−îng tèt nhÊt cña ph−¬ng tr×nh håi qui lý

thuyÕt. Tuy nhiªn chÊt l−îng cña nã l¹i phô thuéc vµo møc ®é quan hÖ tuyÕn tÝnh

gi÷a X vµ Y. §Ó kh¼ng ®Þnh kh¶ n¨ng dïng ®−îc cña ph−¬ng tr×nh nµy ta cÇn x¸c

®Þnh xem Y cã thùc sù phô thuéc tuyÕn tÝnh vµo X hay kh«ng, tøc cÇn kiÓm nghiÖm

gi¶ thiÕt:

Ho: a1 = 0

NÕu H0 ®óng th× ph−¬ng tr×nh håi qui kh«ng dïng ®−îc. Muèn vËy ta lËp biÕn

míi:

f = 
Q

)2n(U −
(5.3.17)

trong ®ã: U = ∑
=

−
n

1t

2
t )yŷ( = xy1la  =
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n

1t
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)xx(

)yy)(xx(

Q = lyy − U

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng nÕu gi¶ thiÕt Ho ®óng th× f cã ph©n bè

Fisher víi (1, n−2) bËc tù do: f ∈ F(1, n−2). Tõ ®ã, víi x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I

(α) cho tr−íc ta cã:

P(f ≥ Fα) = α

Vµ chØ tiªu kiÓm nghiÖm lµ:

NÕu f ≥ Fα th× b¸c bá Ho, tøc lµ ph−¬ng tr×nh håi qui cã thÓ dïng ®−îc.

NÕu f < Fα th× chÊp nhËn Ho, tøc lµ kh«ng thÓ sö dông ph−¬ng tr×nh håi 

qui ®Ó m« t¶ quan hÖ tuyÕn tÝnh gi÷a X vµ Y.

VÝ dô 5.3.2:  Tõ hai d∙y sè liÖu {xt,yt, t=1..62} ta x©y dùng ®−îc ph−¬ng tr×nh

håi qui tuyÕn tÝnh d¹ng y = 312.9 − 0.565x (ao=312.9, a1=−0.565). Víi hÖ sè t−¬ng

quan rxy=0.1298 ta thÊy mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a X vµ Y rÊt yÕu. VËy ph−¬ng

tr×nh håi qui t×m ®−îc cã ý nghÜa sö dông hay kh«ng, nÕu lÊy møc ý nghÜa α=0.01?

Bµi to¸n ®−îc ®−a vÒ viÖc kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt Ho: a1=0. Muèn vËy, tr−íc

hÕt ta tÝnh c¸c ®¹i l−îng Q vµ U, sau ®ã tÝnh f theo c«ng thøc (5.3.17). KÕt qu¶

nhËn ®−îc f=1.767.
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MÆt kh¸c ta cã n=62, α=0.01 khi tra b¶ng hoÆc tÝnh trùc tiÕp ta nhËn ®−îc

Fα= F0.01(1,60) = 7.08. So s¸nh f vµ Fα ta cã: f=1.767<7.08=Fα, tøc lµ gi¶ thiÕt Ho

®−îc chÊp nhËn (a1=0). VËy ta kÕt luËn ph−¬ng tr×nh håi qui t×m ®−îc kh«ng cã ý

nghÜa sö dông.

5.3.6 Håi qui b×nh ph−¬ng trung b×nh trùc giao

Håi qui chóng ta võa xÐt trªn ®©y lµ håi qui b×nh ph−¬ng trung b×nh, trong ®ã

nguyªn lý b×nh ph−¬ng tèi thiÓu ®−îc ¸p dông cho tæng b×nh ph−¬ng c¸c kho¶ng

c¸ch tõ c¸c ®iÓm thùc nghiÖm ®Õn ®−êng håi qui theo ph−¬ng song song víi trôc

to¹ ®é (Oy) (h×nh 5.2).

Trong nhiÒu tr−êng hîp, thay cho viÖc xÐt ®−êng håi qui kiÓu ®ã, ng−êi ta x©y

dùng mét ®−êng håi qui kh¸c dùa trªn nguyªn t¾c: trung b×nh b×nh ph−¬ng c¸c

kho¶ng c¸ch (ng¾n nhÊt) tõ c¸c ®iÓm thùc nghiÖm ®Õn ®−êng th¼ng håi qui lµ nhá

nhÊt. Hay nãi c¸ch kh¸c, nÕu gäi dt lµ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm (xt,yt) ®Õn ®−êng th¼ng

håi qui L (H×nh 5.3) th× L ph¶i tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn:

M[d2] ≈ mind
n
1 n

1t
t →∑

=

26.0

31.0

36.0

41.0

46.0

51.0

56.0

27 29 31 33 35 37 39

y

x

H×nh 5.3 Håi qui b×nh ph−¬ng trung b×nh trùc giao

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh ®−êng håi qui sÏ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

(x − mx)sinϕ − (y − my)cosϕ = 0 (5.3.18)

Víi: mx = M[X], my = M[Y], ϕ lµ gãc gi÷a trôc Ox vµ ®−êng L, nhËn gi¸ trÞ

d−¬ng khi quay ng−îc chiÒu kim ®ång hå.

Khi x = mx th× y = my, vµ ®−êng L ®i qua t©m ph©n phèi chung cña X vµ Y. §ã

còng lµ ®iÓm c¾t nhau cña hai ®−êng håi qui.

ϕ

dt

L
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§¹i l−îng M[d2] ®−îc x¸c ®Þnh sao cho ®¹t cùc tiÓu ®èi víi L cã thÓ ®−îc xem

nh− lµ m«men qu¸n tÝnh vµ b»ng:

M[d2] = M[(x − mx)sinϕ − (y − my)cosϕ]2 =

              = ϕµ−ϕσ+ϕσ 2sincossin xy
22

y
22

x

5. 4 T−¬ng quan phi tuyÕn. Tû sè t−¬ng quan

5.4.1 Tû sè t−¬ng quan tæng thÓ

XÐt hai biÕn ngÉu nhiªn X vµ Y. Nh− ®∙ thÊy trong môc 5.2, hÖ sè t−¬ng quan

ρ12 chØ ®o møc ®é quan hÖ t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a chóng. V× vËy nÕu chØ dïng

12ρ  ®Ó ®¸nh gi¸ møc ®é t−¬ng quan nãi chung gi÷a X vµ Y th× ch−a ®Çy ®ñ, bëi cã

thÓ gi÷a chóng vÉn cã thÓ tån t¹i mèi quan hÖ t−¬ng quan kh«ng tuyÕn tuyÕn tÝnh

nµo ®ã mµ ta gäi lµ t−¬ng quan phi tuyÕn. Do ®ã, bªn c¹nh hÖ sè t−¬ng quan ta sÏ

xÐt mét ®¹i l−îng kh¸c gäi lµ tû sè t−¬ng quan.
Ta cã ph−¬ng sai cña Y:

D[Y] = M [ ]2])Y[MY( − = M [ ]2yy ]))Y[M)x(m())x(mY(( −+− =

= M [ ]2y ))x(mY( − +M [ ]2y ])Y[M)x(m( − +2M [ ]])Y[M)x(m))(x(mY( yy −−

Trong ®ã )x(my  lµ kú väng cã ®iÒu kiÖn cña Y víi ®iÒu kiÖn X=x. H¹ng thø ba

trong vÕ ph¶i cña hÖ thøc nµy b»ng kh«ng, nªn:

D[Y] = M [ ]2y ))x(mY( − + M [ ]2y ])Y[M)x(m( − (5.4.1)

Chia hai vÕ cña biÓu thøc nµy cho D[Y] ta ®−îc:

1 = 
[ ]

]Y[D
))x(mY(M 2

y−
 + 

[ ]
]Y[D

])Y[M)x(m(M 2
y −

Hay  1 − 
[ ]

]Y[D
))x(mY(M 2

y−
 = 

[ ]
]Y[D

])Y[M)x(m(M 2
y −

§Æt Q' = M [ ]2y ))x(mY( − , U' = M [ ]2y ])Y[M)x(m( − ,

η2 = 1 − 
[ ]

]Y[D
))x(mY(M 2

y−
 = 1 − 

]Y[D
Q′

(5.4.2)

ta cã: η2  = 
[ ]

]Y[D
])Y[M)x(m(M 2

y −
 = 

]Y[D
U′

(5.4.3)
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§¹i l−îng η ®−îc gäi lµ tû sè t−¬ng quan gi÷a X vµ Y. V× η≥0 nªn thay cho η

ng−êi ta th−êng dïng η2.

Tõ (5.4.1), (5.4.2) vµ (5.4.3) râ rµng 0 ≤ η2 ≤ 1. TrÞ sè η2 = 1 khi vµ chØ khi
M [ ]2y ))x(mY( − = 0 cßn η2 = 0 khi M [ ]2y ])Y[M)x(m( − = 0. Nh− vËy η2 ®Æc tr−ng cho

møc ®é quan hÖ phô thuéc hµm gi÷a X vµ Y. NÕu η2 cµng lín th× sù phô thuéc hµm

gi÷a hai biÕn cµng chÆt chÏ.

Theo (5.42) ta cã:  Q' = M [ ]2y ))x(mY( − . NÕu xÊp xØ my(x) bëi ®−êng håi qui

tuyÕn tÝnh my(x) ≈ y = α + βx th× Q' ≈ Q'' = M [ ]2)XY( β−α− .

VËy nªn  Q'' = M [ ]2yy )X)x(m)x(mY( β−α−+− =

=M [ ])X)x(m))(x(mY(2)X)x(m())x(mY( yy
2

y
2

y β−α−−+β−α−+−

=M [ ]2y ))x(mY( − + M [ ]2y )X)x(m( β−α− +2M [ ])X)x(m))(x(mY( yy β−α−−

H¹ng thø ba vÕ ph¶i b»ng kh«ng nªn:

Q'' = M [ ]2y ))x(mY( − + M [ ]2y )X)x(m( β−α− =

= Q' + M [ ]2y )X)x(m( β−α− (5.4.4)

V× h¹ng thø nhÊt vÕ ph¶i kh«ng phô thuéc vµo α, β do ®ã Q'' ®¹t cùc tiÓu khi

c¸c hÖ sè α, β lµm cho h¹ng thø hai ®¹t cùc tiÓu. Tøc lµ:

Q'' = Q''min   khi α = M[Y] − β.M[X],   β = ρ12

1

2
σ
σ . (5.4.5)

trong ®ã (σ1)2 = D[X], (σ2)2 = D[Y].

Tõ ®ã ta cã:

Q''min = M 







σ
σ

ρ−
σ
σ

ρ−− 2

1

2
12

1

2
12 ])X[])X[M]Y[M(Y(

= M 







−

σ
σ

ρ−− 2

1

2
12 ]))X[MX(])Y[MY(( =

= M [ ]2])Y[MY( − + [ ]22
1

2
22

12 ])X[MX(M −
σ
σ

ρ − 2
1

2
12 σ
σ

ρ M [ ]])X[MX])(Y[MY( −− =

= σ2
2  + ρ σ12

2
2
2  −2ρ σ12

2
2
2  = σ2

2 (1 − ρ12
2 ) (5.4.7)

KÕt hîp (5.4.4), (5.4.2) vµ (5.4.6) ta nhËn ®−îc:

Q' = Q''min − M [ ]2y )X)x(m( β−α− =

 = 2
2σ (1 − 2

12ρ ) − M [ ]2y )X)x(m( β−α− (5.4.7)
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Thay (5.4.7) vµo (5.4.2) vµ ®Ó ý r»ng D[Y] = 2
2σ  ta ®−îc:

η2 = 1 − 
[ ]
2
2

2
y

2
12

2
2 )X)x(m(M)1(

σ

β−α−−ρ−σ

Hay η2 = M12
2

2
12

σ
+ρ [ ]2y )X)x(m( β−α− (5.4.8)

Tõ ®ã ta thÊy r»ng:

1) η2 = 0 khi vµ chØ khi my(x)=const, tøc lµ khi ®−êng håi qui lµ ®−êng th¼ng n»m
ngang, do ®ã ρ12 = β = 0 vµ h¹ng thø hai triÖt tiªu.

2) η2 = 1 khi tÊt c¶ c¸c ®iÓm thùc nghiÖm ®Òu n»m trªn ®−êng y=my(x), ®iÒu nµy
x¶y ra khi gi÷a X vµ Y tån t¹i quan hÖ hµm thùc sù.

3) Víi nh÷ng gi¸ trÞ trung gian cña η2, hÖ thøc (5.4.2) cho thÊy η2 ®Æc tr−ng cho
møc ®é tËp trung cña c¸c ®iÓm thùc nghiÖm xung quanh ®−êng håi qui.

4) Khi y = my(x) lµ ®−êng th¼ng th× h¹ng thø hai trong (5.4.8) triÖt tiªu, do ®ã

η2= 2
12ρ .

5) V× h¹ng thø hai cña (5.4.8) kh«ng ©m nªn trong tr−êng hîp y = my(x) lµ mét

®−êng bÊt kú nh−ng kh«ng ph¶i lµ ®−êng th¼ng th× η2 lu«n lu«n lín h¬n 2
12ρ

mét l−îng; l−îng ®ã ®Æc tr−ng cho ®é lÖch cña ®−êng y = my(x) so víi ®−êng
th¼ng y = α +βx (h×nh 5.4).

26.0

31.0

36.0

41.0

46.0

51.0

56.0
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y

x

H×nh 5.4 §−êng håi qui I vµ ®−êng håi qui II

5.4.2 Tû sè t−¬ng quan mÉu

Còng nh− hÖ sè t−¬ng quan, ®Ó ph©n biÖt víi tû sè t−¬ng quan tæng thÓ η2 ta

sÏ  ký hiÖu tû sè t−¬ng quan mÉu lµ ζ2. MÆc dï ký hiÖu nµy kh«ng phæ biÕn, nh−ng

dï sao nã sÏ gióp chóng ta ®ì nhÇm lÉn trong khi tr×nh bµy.

y=my(x)

yt−my(x)

yt− tŷ

tŷ −my(x)

y=α+βx
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XÐt hai biÕn ngÉu nhiªn X vµ Y víi n cÆp trÞ sè quan s¸t {(xt, yt), t=1..n}. Tõ

c¸c hÖ thøc (5.3.12), (5.3.13), (5.4.2) vµ (5.4.3), tû sè t−¬ng quan mÉu gi÷a X vµ Y

®−îc x¸c ®Þnh bëi:

ζ2 = 
yyl
U

(5.4.9)

trong ®ã U = ∑
=

−
n

1t

2
t )yŷ( , víi )x(mŷ y= .

Tû sè t−¬ng quan mÉu lµ mét −íc l−îng cña tû sè t−¬ng quan tæng thÓ. Tõ hÖ

thøc (5.4.8) ta còng cã thÓ nhËn ®−îc mét d¹ng kh¸c cña tû sè t−¬ng quan mÉu

b»ng c¸ch thay c¸c ®¹i l−îng trong ®ã bëi c¸c −íc l−îng t−¬ng øng cña chóng:

ζ2 = 2
y

2
xy s

1r + [ ]∑
=

−−
n

1t

2
t1oty )xaa)x(m(

n
1

(5.4.10)

HÖ thøc (5.4.10) tù b¶n th©n nã ®∙ ph¶n ¸nh ®Çy ®ñ mäi néi dung võa tr×nh

bµy trong môc tr−íc. Chóng ta sÏ kh«ng nh¾c l¹i ë ®©y n÷a. Sau ®©y chóng ta sÏ

®−a ra c¸ch tÝnh tû sè t−¬ng quan mÉu.

Cã thÓ nhËn thÊy r»ng c¸c biÓu thøc (5.4.9) vµ (5.4.10) ®Òu chøa ®¹i l−îng

my(x) lµ kú väng cã ®iÒu kiÖn cña Y theo X mµ trªn thùc tÕ chóng ta kh«ng biÕt. Do

vËy ®Ó tÝnh ζ2 tõ sè liÖu thùc nghiÖm ta sÏ tiÕn hµnh theo c¸c b−íc sau ®©y [3]:

1) C¨n cø vµo tËp mÉu ta tiÕn hµnh ph©n nhãm c¸c chuçi. Gi¶ sö chuçi {xt}

®−îc ph©n thµnh K nhãm, chuçi {yt} ®−îc ph©n thµnh L nhãm, ta ®i x¸c ®Þnh c¸c
tÇn sè thùc nghiÖm nij :

nij  = Sè tr−êng hîp tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn xt thuéc nhãm i vµ yt thuéc nhãm j,

(i=1..K, j=1..L)

Y

X Nhãm 1

y(1)

Nhãm 2

y(2)

... Nhãm L

y(L)

Tæng

Nhãm 1: x(1) n11 n12 ... n1L n1.

Nhãm 2: x(2) n21 n22 ... n2L n2.

... ... ... ... ... ...

Nhãm K: x(K) nK1 nK1 ... nKL nK.

Tæng n.1 n.2 n.L n

trong ®ã: ni. = ∑
=

L

1j
ijn ,    n.j = ∑

=

K

1i
ijn , x(i), y(j) lµ trÞ sè gi÷a cña nhãm i (®èi víi x) hoÆc

nhãm j (®èi víi y).
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2) TÝnh c¸c ®¹i l−îng:

Ai =∑
=

L

1j
)j(ijyn ,    B=∑

=

L

1j
)j(j. yn ,   C=∑

=

L

1j

2
)j(j. )y(n

3) TÝnh c¸c ®¹i l−îng:

.i

2
i
n
A

=
2

L

1j
)j(ij

.i
yn

n
1











∑
=

,   D=∑ ∑
= =










K

1i

2
L

1j
)j(ij

.i
yn

n
1

=∑
=

K

1i .i

2
1
n
A

4) TÝnh tû sè t−¬ng quan theo c«ng thøc:

ζ2 = 

( )
2

L

1j
)j(j.

L

1j

2
)j(j.

2
L

1j
)j(j.

K

1i

2
L

1j
)j(ij

.i

yn
n
1yn

yn
n
1yn

n
1











−
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







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



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



∑∑

∑∑ ∑

==

== =
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n
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2
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5.4.3 Håi qui phi tuyÕn mét biÕn

XÐt håi qui II gi÷a hai biÕn khÝ hËu X vµ Y. Khi quan hÖ gi÷a chóng kh«ng

ph¶i lµ quan hÖ tuyÕn tÝnh ta cã thÓ x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui phi tuyÕn.

Muèn vËy tr−íc hÕt cÇn xem xÐt sù phô thuéc t−¬ng quan gi÷a chóng ®Ó tõ ®ã x¸c

lËp d¹ng hµm cã thÓ xÊp xØ.

Sau khi ®∙ quyÕt ®Þnh chän líp hµm phô thuéc biÓu thÞ mèi liªn hÖ gi÷a Y vµ

X, nguyªn t¾c chung ®Ó x©y dùng ®−êng håi qui lµ tuyÕn tÝnh ho¸ c¸c thµnh phÇn

phi tuyÕn b»ng c¸ch ®Æt biÕn míi råi ®−a vÒ tr−êng hîp håi qui tuyÕn tÝnh ®∙ xÐt ë

môc 5.3.

Trong khÝ t−îng, khÝ hËu chóng ta th−êng gÆp c¸c d¹ng håi qui phi tuyÕn sau

®©y:

1) D¹ng hyperbol

x
aay 1

o +=

PhÐp tuyÕn tÝnh ho¸ ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch ®Æt 
x
1

= x' vµ ph−¬ng tr×nh ®∙

cho ®−îc ®−a vÒ d¹ng míi:  y = ao + a1x'.

2) D¹ng luü thõa

y = 1a
oxa

B»ng c¸ch l«garit ho¸ hai vÕ ta ®−îc: logy=logao+a1logx vµ ®Æt logy=y',
logx=x', logao = oa′ , khi ®ã ph−¬ng tr×nh ®−îc ®−a vÒ d¹ng:



146

y' = oa′  + a1x'

3) D¹ng hµm mò

y = ao
x1ae

LÊy l«garit tù nhiªn hai vÕ råi ®Æt lny = y', lnao = oa′  ta ®−îc:

y' = oa′  + a1x

4) D¹ng loga

y = ao + a1logx

§Æt logx = x' ta ®−îc d¹ng míi:

y = ao + a1x'

5) D¹ng ®a thøc bËc cao

y = m
m

3
3

2
21o xa...xaxaxaa +++++

§iÒu cÇn l−u lý ë ®©y lµ ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè ai (i=0..m) th× bËc cña ®a thøc

ph¶i nhá h¬n sè cÆp quan tr¾c (xt,yt), t=1..n, Ýt nhÊt mét ®¬n vÞ, tøc lµ m≤n−1.

Trong tr−êng hîp ®ã, c¸c hÖ sè ai sÏ ®−îc t×m th«ng qua viÖc gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh

®¹i sè tuyÕn tÝnh sau ®©y:
















=++++

=++++

=++++

=++++

∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑
∑∑∑∑∑

∑∑∑∑

++

+

+

yxxa...xaxaxa

...
yxxa...xaxaxa

xyxa...xaxaxa

yxa...xaxana

mm2
m

2m
2

1m
1

m
0

22m
m

4
2

3
1

2
0

1m
m

3
2

2
10

m
m

2
21o

(5.4.11)

trong ®ã Èn sè lµ c¸c ai (i=0..m).

Khi m=1 hÖ (5.4.11) t−¬ng ®−¬ng víi hÖ (5.3.8) vµ ph−¬ng tr×nh håi qui trë vÒ

d¹ng tuyÕn tÝnh quen thuéc.

Nh− vËy, ®Ó t×m m+1 hÖ sè ai (i=0..m) ta cÇn ph¶i gi¶i hÖ m+1 ph−¬ng tr×nh

®¹i sè tuyÕn tÝnh, trong ®ã bËc cao nhÊt cña x b»ng 2m. BËc ®a thøc cµng cao th×

®−êng håi qui cµng ®i s¸t c¸c ®iÓm thùc nghiÖm. Khi bËc ®a thøc b»ng n−1 th×

®−êng cong ®a thøc sÏ m« t¶ chÝnh x¸c c¸c ®iÓm thùc nghiÖm. Trong tr−êng hîp

nµy ph−¬ng tr×nh håi qui sÏ kh«ng cã t¸c dông m« t¶ qui luËt phô thuéc cña Y vµo

X, v× lóc ®ã tÊt c¶ c¸c nhiÔu lo¹n cña thùc nghiÖm chøa ®ùng trong sè liÖu quan

tr¾c ban ®Çu ®−îc b¶o toµn. MÆt kh¸c khi bËc ®a thøc cµng cao th× viÖc tÝnh to¸n

cµng trë nªn phøc t¹p vµ sai sè m¾c ph¶i do tÝnh to¸n cµng lín. ChÝnh v× vËy, tr−íc

khi tÝnh to¸n chóng ta cÇn tiÕn hµnh chän bËc tèi −u cña ®a thøc xÊp xØ.
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§iÒu cÇn l−u ý lµ trong quan hÖ håi qui phi tuyÕn nãi chung hiÖu qu¶ cña

ph−¬ng tr×nh håi qui gi¶m ®i. MÆt kh¸c, viÖc x¸c ®Þnh d¹ng hµm håi qui th«ng

th−êng ph¶i tiÕn hµnh b»ng thùc nghiÖm. Bëi vËy ®Ó chän ®−îc d¹ng hµm thÝch

hîp, kh«ng cßn c¸ch nµo kh¸c lµ ph¶i thö ®i thö l¹i nhiÒu lÇn.

5.5 Håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn

 5.5.1 MÆt håi qui

Trong môc 5.3.1 chóng ta ®∙ xÐt håi qui I gi÷a Y lªn X mµ ph−¬ng tr×nh håi

qui ®−îc m« t¶ bëi hÖ thøc (5.3.2) vµ (5.3.3), trong ®ã ta xem Y lµ biÕn phô thuéc

cßn X lµ biÕn ®éc lËp. Ph−¬ng tr×nh håi qui I gi÷a Y lªn X lµ mét ®−êng cong y =

my(x). Ta còng cã thÓ më réng kh¸i niÖm nµy cho tr−êng hîp nhiÒu biÕn.

Ta xÐt m biÕn ngÉu nhiªn X1, X2,...,Xm víi ph©n bè ®ång thêi f(x1, x2,..., xm).

Khi ®ã håi qui I gi÷a X1 lªn X2, X3,..., Xm ®−îc ®Þnh nghÜa bëi hÖ thøc:

x1 = m1(x2,..., xm) = M[X1/X2=x2,...,Xm=xm]=

= ∫
+∞

∞−
1m211 dx)x,...,x/x(fx (5.5.1)

trong ®ã f(x1/x2,..., xm) lµ mËt ®é cã ®iÒu kiÖn cña X1 khi X2=x2,...,Xm=xm.

Ph−¬ng tr×nh (5.5.1) lµ quÜ tÝch cña nh÷ng ®iÓm (m1, x2,...,xm) víi mäi gi¸ trÞ

cã thÓ cã cña x2,...,xm vµ ng−êi ta gäi nã lµ mÆt håi qui I:

x1 = m1(x2,..., xm) (5.5.2)

Trong tr−êng hîp tæng qu¸t (5.5.2) lµ mét mÆt bÊt kú vµ trªn thùc tÕ ta khã

cã thÓ biÕt ®−îc d¹ng thøc gi¶i tÝch cña nã. Bëi vËy trong tÝnh to¸n thùc hµnh

ng−êi ta th−êng xÊp xØ nã vµo mét líp hµm f nµo ®ã ®∙ biÕt:

m1(x2,..., xm) ≈ 1x̂ =f(x2,..., xm) (5.5.3)

vµ ®−îc gäi lµ håi qui II cña X1 lªn X2,...,Xm. NÕu hµm f thuéc líp hµm tuyÕn tÝnh

th× mÆt håi qui ®−îc gäi lµ mét siªu ph¼ng. Khi ®ã ta cã ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn

tÝnh nhiÒu biÕn:

1x̂  = β1 + β2x2 +...+ βmxm (5.5.4)

Hay X1  = β1 + β2X2 +...+ βmXm (5.5.5)

ë ®©y βi (i=1..m) lµ c¸c hÖ sè håi qui mµ chóng ®−îc x¸c ®Þnh sao cho xÊp xØ (5.5.3)

lµ tèt nhÊt theo nghÜa b×nh ph−¬ng tèi thiÓu. Nh− vËy vÕ ph¶i biÓu thøc (5.5.4) lµ
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−íc l−îng tuyÕn tÝnh tèt nhÊt cña X1 theo c¸c X2,...,Xm víi nghÜa cùc tiÓu ho¸ ®¹i

l−îng M
2m

2i
ii11 XX 















β+β− ∑

=
:

M
2m

2i
ii11 XX 















β+β− ∑

=
min→

5.5.2 X©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn thùc nghiÖm

Cho m biÕn ngÉu nhiªn X1,...,Xm víi n bé trÞ sè quan s¸t {xt1, xt2,...,xtm},

(t=1..n). XÐt håi qui II lµ håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a X1 lªn c¸c X2,...,Xm. Ta cÇn x©y

dùng ph−¬ng tr×nh:

1x̂  = β1 + β2x2 +...+ βmxm

biÓu thÞ mèi phô thuéc tuyÕn tÝnh cña biÕn phô thuéc x1 vµo m−1 biÕn ®éc lËp x2,...,

xm trªn c¬ së tËp sè liÖu thùc nghiÖm {xt1, xt2,...,xtm}. Tøc lµ ta ®i x¸c ®Þnh c¸c −íc

l−îng cña c¸c βi (i=1..m). Ký hiÖu ai (i=1..m) lµ c¸c −íc l−îng ®ã, bµi to¸n ®−îc ®−a

vÒ viÖc x¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ ai (i=1..m) sao cho ph−¬ng tr×nh:

1x̂  = a1 + a2x2 +...+ amxm= a1 + ∑
=

m

2i
iixa (5.5.6)

lµ −íc l−îng tuyÕn tÝnh tèt nhÊt cña xÊp xØ (5.5.3) trªn c¬ së tËp sè liÖu cã ®−îc.

§iÒu ®ã t−¬ng ®−¬ng víi viÖc cÇn ph¶i x¸c ®Þnh c¸c ai (i=1..m) sao cho:

R(a1,...,am) = ( )∑
=

−
n

1t

2
1t1t x̂x = ∑ ∑

= =
















+−

n

1t

2m

2i
ii11t xaax → min

trong ®ã 1tx̂ = ∑
=

+
m

2i
tii1 xaa lµ c¸c gi¸ trÞ håi qui cña x1 lªn xti, (i=2..m), R(a1,...,am) lµ

hµm cña m biÕn a1,...,am.

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó R(a1,...,am) ®¹t cùc

tiÓu lµ c¸c ®¹o hµm riªng cña R theo c¸c ai ®ång thêi ph¶i triÖt tiªu:

0
a

)a,...,a(R

i

m1 =
∂

∂
, (i=1..m)

§iÒu ®ã còng cã nghÜa lµ c¸c ai ph¶i tho¶ m∙n hÖ:













==







−−

=







−−

∑ ∑

∑ ∑

= =

= =

)m..2k(,0xxaax

0xaax

n

1t
tk

m

2i
tii11t

n

1t

m

2i
tii11t

(5.5.7)
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§©y lµ hÖ m ph−¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh víi m Èn lµ a1,...,am. §¼ng thøc

thø nhÊt trong (5.5.7) cho ta:

1
n ∑ ∑

= =








−−

n

1t

m

2i
tii11t xaax = 

n
1
∑
=

n

1t
1tx − a1 − ∑ ∑

= =

m

2i

n

1t
tiixan

1
= 0

Suy ra  0xaax
m

2i
ii11 =−− ∑

=

hay ∑
=

−=
m

2i
ii11 xaxa (5.5.8)

Thay (5.5.8) vµo ®¼ng thøc thø hai trong (5.5.7) ta ®−îc:

0xxaxaxx
n

1t
tk

m

2i
tii

m

2i
ii11t =








−








−−∑ ∑∑

= ==

Suy ra  0xxaxxaxxxx
n
1 n

1t

m

2i
tktii

m

2i
tkiitk1tk1t =








−+−∑ ∑∑

= ==

Tõ ®ã: 0xxa
n
1xxa

n
1xx

n
1xx

n
1 n

1t

n

1t

m

2i
tktii

n

1t

m

2i
tkiitk1

n

1t
tk1t =−+− ∑ ∑∑∑∑∑

= = == ==

hay −− )xxxx( k1k1 ∑
=

−
m

2i
kikii )xxxx(a  = 0 (5.5.9)

V× k1k1k1 R)xxxx( =−  lµ m«men t−¬ng quan gi÷a X1 vµ Xk (k=2..m)

)xxxx( kiki − =Rik = Rki lµ m«men t−¬ng quan gi÷a Xi vµ Xk (i,k=2..m)

Do ®ã (5.5.9) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng:

k1

m

2i
iki RaR =∑

=
,   (k=2..m) (5.5.10)

§©y lµ hÖ m−1 ph−¬ng tr×nh víi m−1 Èn sè ai (i=2..m). Gi¶i hÖ nµy ta sÏ ®−îc

c¸c ai. Cã nhiÒu ph−¬ng ph¸p gi¶i hÖ (5.5.10), nh− ph−¬ng ph¸p gÇn ®óng, ph−¬ng

ph¸p ma trËn nghÞch ®¶o, ph−¬ng ph¸p khö Gauss,... ë ®©y ta ®−a ra nghiÖm cña

(5.5.10) theo ph−¬ng ph¸p Cramer:

D
Da i

i = , (i=2..m) (5.5.11)

trong ®ã D lµ ®Þnh thøc cña ma trËn (Rki
c ), (i, k=2..m), lµ ma trËn nhËn ®−îc tõ ma

trËn (Rki) b»ng c¸ch bá ®i hµng 1, cét 1, cßn Di lµ ®Þnh thøc cña ma trËn nhËn ®−îc
tõ ma trËn ( c

kiR ) b»ng c¸ch thay cét thø i bëi vect¬ (R1k), (k=2..m):
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D = 

mm3m2m

m33332

m22322

R...RR
............
R...RR
R...RR

,

Di = 

mm1i,mm11i,m2m

m31i,3131i,332

m21i,2121i,222

R...RRR...R
.....................
R...RRR...R
R...RRR...R

+−

+−

+−

Tõ c¸c hÖ thøc (5.5.8) vµ (5.5.11) ta hoµn toµn x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hÖ sè ai

(i=1..m). Thay chóng vµo (5.5.6) ta ®−îc ph−¬ng tr×nh håi qui ph¶i t×m.

Thay cho tËp sè liÖu ban ®Çu {xt1, xt2,...,xtm}, (t=1..n), nÕu ta xÐt tËp sè liÖu

chuÈn ho¸ qua phÐp biÕn ®æi:

i

iti
ti s

xxx −
=′ , (i=1..m) (5.5.12)

trong ®ã si = ( )∑
=

−
n

1t

2
iti xx

n
1

, th× ph−¬ng tr×nh (5.5.6) sÏ cã d¹ng:

∑
=

′′+′=′
m

2i
ii11 xaax̂ (5.5.13)

Vµ c¸c hÖ sè ia′ , (i=1..m) sÏ ®−îc x¸c ®Þnh bëi ∑
=

′′−′=′
m

2i
ii11 xaxa . Nh−ng, do

0xi =′  (i=1..m)

nªn: 0a1 =′ , k1

m

2i
iki RaR =′∑

=
, (k=2..m), (5.5.14)

víi: R1k = )xxxx( k1k1 ′′−′′  = r1k, (k=2..m), Rik = )xxxx( kiki ′′−′′ = rik = rki, (i,k=2..m) trong

®ã rik lµ hÖ sè t−¬ng quan gi÷a Xi vµ Xk. Do ®ã:

D
Da i

i ′
′

=′ (5.5.15)

ë ®©y D' lµ ®Þnh thøc cña ma trËn ( c
kir ), (i,k=2..m), lµ ma trËn nhËn ®−îc tõ ma

trËn (rki) b»ng c¸ch bá ®i hµng 1 cét 1, cßn iD′  lµ ®Þnh thøc cña ma trËn ®−îc t¹o

nªn tõ ma trËn ( c
kir ) b»ng c¸ch thay cét thø i bëi vect¬ (r1k), (k=2..m):

D' = 

mm3m2m

m33332

m22322

r...rr
............
r...rr
r...rr

,
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iD′  = 

mm1i,mm11i,m2m

m31i,3131i,332

m21i,2121i,222

r...rrr...r
.....................
r...rrr...r
r...rrr...r

+−

+−

+−

Tõ (5.5.14) vµ (5.5.15) ta cã ph−¬ng tr×nh håi qui cho c¸c biÕn chuÈn ho¸

(5.5.12) lµ:

∑
=

′′=′
m

2i
ii1 xax̂ (5.5.16)

5.5.3 ThÆng d− vµ ph−¬ng sai thÆng d−

B©y giê ta h∙y ký hiÖu:

∆ lµ ®Þnh thøc ma trËn t−¬ng quan (Rki), (i,k=1..m)

Mki lµ ®Þnh thøc cña ma trËn con cña ma trËn (Rki) sau khi ®∙ bá ®i hµng 

thø k cét thø i

∆ki lµ phÇn phô ®¹i sè cña phÇn tö Rki cña ma trËn (Rki), ∆ki = (−1)k+i. Mki

( i1.kiR′ ) lµ ma trËn (Rki) sau khi ®∙ ®æi vÞ trÝ cña cét thø nhÊt cho cét thø i.

Di lµ ®Þnh thøc cña ma trËn con cña ma trËn ( i1.kiR′ ) sau khi ®∙ bá ®i hµng 

thø nhÊt, cét thø nhÊt.

∆ = 

mm2m1m

m22221

m11211

R...RR
............
R...RR
R...RR

,

Mki = 

mm1i,m1i,m1m

m,1k1i,1k1i,1k1,1k

m,1k1i,1k1i,1k1,1k

m11i,11i,111

R...RR...R
..................

R...RR...R
R...RR...R
..................
R...RR...R

+−

+++−++

−+−−−−

+−

( i1.kiR ′ ) = 
















+−

+−

mm1i,m1m1i,m2mmi

m11i,1111i,112i1

R...RRR...RR
........................
R...RRR...RR

Di = 

mm1i,m1m1i,m2m

m21i,2211i,222

R...RRR...R
.....................
R...RRR...R

+−

+−
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Ta thÊy:

∆11 = M11 = D, Di = (−1)i.M1i, ∆1i = (−1)1+i.M1i nªn Di = −∆1i   (5.5.17)

Tõ (5.5.11) vµ (5.5.17) cã thÓ nhËn c¸ch biÓu diÔn kh¸c cña c¸c hÖ sè håi qui

ai:

ai = 
11

i1
∆
∆

− (5.5.18)

Trë l¹i c«ng thøc (5.5.6) vµ gi¶ thiÕt r»ng c¸c ix =0, (i=1..m). §iÒu nµy hoµn

toµn cã thÓ thùc hiÖn ®−îc, bëi v× nÕu kh«ng nh− vËy th× thay cho c¸c biÕn xi ta sÏ

xÐt c¸c biÕn qui t©m. Khi ®ã hÖ sè a1 = 0 vµ ph−¬ng tr×nh (5.5.6) trë thµnh:

1x̂  = a2x2 +...+ amxm = ∑
=

m

2i
iixa (5.5.19)

XÐt ®¹i l−îng q = x1 − 1x̂  = x1 − ∑
=

m

2i
iixa (5.5.20)

®−îc gäi lµ thÆng d− cña x1 ®èi víi c¸c x2,..., xm, khi ®ã qt = xt1− ∑
=

m

2i
tiixa lµ ®é lÖch cña

c¸c trÞ sè quan tr¾c thùc nghiÖm khái gi¸ trÞ håi qui.

Thay (5.5.18) vµo (5.5.20) ta ®−îc:

q = x1 − ∑
= ∆

∆
−

m

2i
i

11

i1 )x( = 1
11

11 x
∆
∆

+ ∑
= ∆
∆m

2i
i

11

i1 x = ∑
= ∆
∆m

1i
i

11

i1 x (5.5.21)

Ta thÊy q  = ∑
= ∆
∆m

1i
i

11

i1 x = 
11

1
∆

∑
=
∆

m

1i
ii1 x = 

11

1
∆

∑
=
∆

m

1i
ii1 x = 0

Do ®ã: qxk  = 
11

1
∆

∑
=
∆

m

1i
iki1 xx = 

11

1
∆

∑
=
∆

m

1i
kii1 R = 








≠

=
∆
∆

1kkhi0

1kkhi
11

(v× khi k=1 th× ∑
=
∆

m

1i
i1i1 R = kiR  = ∆)

Nh− vËy thÆng d− cña x1 ®èi víi x2,..., xm kh«ng t−¬ng quan víi c¸c x2,...,xm.

Tõ ®ã ta cã hÖ thøc:

qx1  = 
11∆
∆

(5.5.22)

§¹i l−îng 2
qs = 2q  ®−îc gäi lµ ph−¬ng sai thÆng d−. Tõ (5.5.21) ta cã:
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2
qs  =  ∑∑

==
∆∆

∆

m

1k
kk1

m

1i
ii12

11
xx1

 = ∑∑
= =

∆∆
∆

m

1i

m

1k
kik1i12

11
xx1

= ∑ ∑
= =









∆∆

∆

m

1i

m

1k
kik1i12

11
R1

V× ∑
=
∆

m

1k
kik1 R = 





≠
=∆
1ikhi0
1ikhi

Do ®ã: 2
qs = 

11
112

11

1
∆
∆

=∆∆
∆

 = qx1

Suy ra: 2
qs  = qx1  = 

11∆
∆

(5.5.23)

V× q lµ ®¹i l−îng ®Æc tr−ng cho ®é lÖch cña c¸c gi¸ trÞ x1 khái mÆt håi qui nªn

cã thÓ xem ph−¬ng sai thÆng d− lµ th−íc ®o møc ®é xÊp xØ tèt nhÊt thu ®−îc khi

biÓu diÔn x1 b»ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c x2,..., xm.

Khi m = 2 ta cã:

(Rki) = 








2221

1211

RR
RR

 nªn: ∆ = R11 R22 − R12 R21,   ∆11 = R22.

MÆt kh¸c R11=
2
1s , R22=

2
2s , R12= R21=r12s1s2, nªn:

2
qs = )r1(s

s
rssss 2

12
2
12

2

2
12

2
2

2
1

2
2

2
1 −=

−

§Ó ý r»ng ký hiÖu x1 t−¬ng ®−¬ng víi biÕn y, nªn s1≡sy, r12=rxy. VËy nªn:
22

12
2
1

2
q s

2n
Q)r1(ss =
−

=−=  chÝnh lµ b×nh ph−¬ng cña chuÈn sai thÆng d− mµ ta ®∙ ®Ò

cËp ®Õn trong môc (5.3.4).

Khi m>2, tõ (5.3.12) ta cã:

( )∑
=

−
n

1t

2
11t xx  = ( )∑

=
−+−

n

1t

2
11t1t1t xx̂x̂x = ( )∑

=
−

n

1t

2
1t1t x̂x + ( )∑

=
−

n

1t

2
11t xx̂

§Æt ( )∑
=

−
n

1t

2
11t xx = lx1x1,

( )∑
=

−
n

1t

2
1t1t x̂x = Q,

( )∑
=

−
n

1t

2
11t xx̂ = U,

Ta ®−îc:

lx1x1 = Q + U
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trong ®ã lx1x1, Q vµ U cã ý nghÜa t−¬ng tù nh− ®∙ nªu trong môc (5.3.3). Tõ ®©y ta

thÊy Q = q2 nªn Q chÝnh lµ tæng b×nh ph−¬ng c¸c thÆng d−.

Ta cã: Sè bËc tù do cña lx1x1  lµ n−1

Sè bËc tù do cña U lµ m−1 (phô thuéc vµo m−1 biÕn)

Do ®ã: Sè bËc tù do cña Q lµ n−m, tøc sè nh©n tè t¹o nªn sai sè håi qui b»ng

n−m.

Bëi vËy, thay cho ph−¬ng sai thÆng d− 2
qs , trong thùc hµnh tÝnh to¸n ng−êi ta

dïng ®¹i l−îng:

s = 
mn
Q
−

(5.5.24)

lµm th−íc ®o sai sè håi qui. Nã ®−îc gäi lµ chuÈn sai thÆng d−.

5.5.4 T−¬ng quan riªng

C¸c hÖ sè t−¬ng quan rki ®−îc dïng ®Ó ®o møc ®é t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a
hai biÕn Xk vµ Xi vµ ®−îc gäi lµ hÖ sè t−¬ng quan toµn phÇn. NÕu ta xÐt mèi quan
hÖ gi÷a Xk vµ Xi ®ång thêi víi viÖc xÐt m−2 biÕn cßn l¹i th×, ë mét møc ®é nµo ®ã, cã
thÓ xem ®é biÕn thiªn cña Xk vµ Xi lµ do sù biÕn thiªn cña c¸c biÕn kh¸c g©y nªn.
§Ó lo¹i trõ ¶nh h−ëng cña sù biÕn thiªn cña c¸c biÕn kh¸c ®Õn sù biÕn thiªn cña Xk

vµ Xi ta sÏ xÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan riªng gi÷a chóng.

Gi¶ sö cã m biÕn X1,...,Xm. XÐt hai thÆng d−:

q1 = x1 − ∑
=

m

3i
iixa ,     q2 = x2 − ∑

=

m

3i
iixb (5.5.25)

Tõ môc (5.5.3) ta thÊy q1 vµ q2 biÓu thÞ phÇn cßn l¹i cña X1 vµ X2 sau khi trõ

c¸c biÕn ®ã cho −íc l−îng tuyÕn tÝnh tèt nhÊt cña chóng theo c¸c biÕn X3,...,Xm. VËy

cã thÓ xem hÖ sè t−¬ng quan gi÷a hai thÆng d− nµy lµ ®é ®o møc ®é t−¬ng quan

gi÷a X1 vµ X2 sau khi ®∙ khö ®i phÇn cña ®é biÕn thiªn do ¶nh h−ëng cña c¸c biÕn

X3,...,Xm g©y nªn. Ta sÏ gäi ®ã lµ hÖ sè t−¬ng quan riªng cña X1 vµ X2 ®èi víi

X3,...,Xm vµ ký hiÖu lµ r12.34...m. Ta cã:

r12.34...m = 
[ ]
[ ] [ ]222
1

21

qMqM

qqM
(5.5.26)

B©y giê ta h∙y x©y dùng c«ng thøc tÝnh r12.34...m. Muèn vËy, ta ®−a vµo mét sè

ký hiÖu qui −íc ngoµi nh÷ng ký hiÖu ®∙ cã ë môc (5.5.3):

(Mjj) lµ ma trËn con cña ma trËn (Rki) sau khi ®∙ bá ®i hµng thø j, cét thø j

∆jj.ki lµ phÇn phô ®¹i sè cña phÇn tö Mjj.ki (hµng k cét i cña Mjj).
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L−u ý r»ng c¸c chØ sè i, j, k ®−îc lÊy t−¬ng øng theo c¸c biÕn Xi, Xj, Xk.

Khi ®ã, theo (5.5.23) ta cã:

2
1qσ = [ ]21qM = 

11.22

22
∆
∆

=
22.11

22
∆
∆

, 2
2qσ = 2

2q = 
22.11

11
∆
∆

(5.5.27)

21qq  = 2

m

3i
ii1 qxax 







− ∑

=
 = 21qx  −  2

m

3i
ii qxa 







∑
=

= 21qx  − ∑
=

m

3i
2ii qxa

H¹ng thø hai vÕ ph¶i b»ng 0 khi i≠2. Do ®ã:

21qq  = 21qx  = 







− ∑

=

m

3i
ii21 xbxx

V×   bi = 
22.11

j2.11

∆

∆
− , (i=3..m) nªn suy ra:

21qq  = ∑
=

∆
∆

m

2i
ii2.11

22.11
1 x1x = ∑

=
∆

∆

m

2i
i1i2.11

22.11
xx1

=

         = ∑
=
∆

∆

m

2i
i1i2.11

22.11
R1

= 
22.11

12
∆
∆

− (5.5.28)

Thay (5.5.27) vµ (5.5.28) vµo (5.5.26) ta ®−îc:

r12.34...m = 

22.11

22

22.11

11

22.11

12

∆
∆

∆
∆
∆
∆

−
=

2211

12

∆∆
∆

− (5.5.29)

Mét c¸ch tæng qu¸t, hÖ sè t−¬ng quan riªng cña hai biÕn Xk, Xi ®èi víi

m−2 biÕn cßn l¹i ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc:

rki.12...k−1,k+1...i−1,i+1...m = 
iikk

ki

∆∆

∆
− (5.5.30)

Tr−êng hîp riªng, khi m = 3 ta cã:

(Rki) = 
















333231

232221

131211

RRR
RRR
RRR

∆12 = (−1)(1+2) 

3331

2321

RR
RR

= −(R21R33 − R23R31) = −s1s2 2
3s (r12 −r23r31)

∆11 = (−1)(1+1)

3332

2322

RR
RR

= R22R33 − R23R32 = )r1(ss 2
23

2
3

2
2 −

∆22 = (−1)(2+2)

3331

1311

RR
RR

 = R11R33 − R13R31 = )r1(ss 2
13

2
3

2
1 −
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Do ®ã:

r12.3 = 
)RRRR)(RRRR(

RRRR(

1331331132233322

31233321

−−
−−

− =
)r1)(r1(

rrr
2
23

2
13

231312

−−

−−  (5.5.31)

Khi c¸c biÕn kh«ng t−¬ng quan víi nhau th× hÖ sè t−¬ng quan riªng b»ng 0,

cßn nÕu gi÷a c¸c biÕn cã t−¬ng quan víi nhau th× nãi chung hÖ sè t−¬ng quan riªng

kh¸c hÖ sè t−¬ng quan toµn phÇn: r12.3...m ≠ r12 vµ thËm chÝ chóng cßn ng−îc dÊu

nhau.

C«ng thøc (5.5.31) cho thÊy cã thÓ tÝnh hÖ sè t−¬ng quan riªng tõ c¸c hÖ sè

t−¬ng quan toµn phÇn. Trong tr−êng hîp m > 3 ta cã c«ng thøc truy håi sau:

)r1)(r1(

rrrr
2

1m...34.m2
2

1m...34.m1

1m...34.m21m...34.m11m...34.12
m...34.12

−−

−−−

−−

−
= (5.5.32)

Hay viÕt d−íi d¹ng ma trËn:

2211

12
m...34.12 PP

Pr −= (5.5.33)

trong ®ã ký hiÖu Pki cã ý nghÜa nh− ∆ki nh−ng ma trËn xuÊt ph¸t lµ ma trËn t−¬ng

quan chuÈn ho¸ (rki).

Còng nh− hÖ sè t−¬ng quan toµn phÇn, ta cã thÓ kiÓm nghiÖm ®é râ rÖt cña

c¸c hÖ sè t−¬ng quan riªng b»ng kiÓm nghiÖm t, víi t=
mn/r1

r
2 −−

, trong ®ã t cã

ph©n bè Student víi (n−m) bËc tù do.

5.5.5 T−¬ng quan béi

B©y giê ta h∙y xÐt mèi quan hÖ gi÷a X1 vµ 1X̂ lµ håi qui tuyÕn tÝnh cña X1 lªn

c¸c biÕn X2,...,Xm. Ta cã ph−¬ng tr×nh håi qui ®−îc x¸c lËp trªn c¬ së tËp sè liÖu

quan tr¾c {xti, t=1..n, i=1..m}:

1x̂  = a2x2 +...+ amxm = ∑
=

m

2i
iixa

ë ®©y ta ®∙ gi¶ thiÕt c¸c 0xi = , (i=1..m). Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng

trong tÊt c¶ c¸c tæ hîp tuyÕn tÝnh cña X1 theo c¸c Xi (i=2..m) th× 1X̂  cã t−¬ng quan

tèt nhÊt víi X1. Nh− vËy cã thÓ xem hÖ sè t−¬ng quan gi÷a X1 vµ 1X̂  lµ ®Æc tr−ng

t−¬ng quan gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc X1 vµ mét bªn lµ tËp hîp m−1 biÕn ®éc

lËp X2,..,Xm. Ta sÏ gäi ®ã lµ hÖ sè t−¬ng quan béi hay hÖ sè t−¬ng quan tËp hîp vµ

ký hiÖu lµ r1.23...m:
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r1.23...m = 
[ ]

[ ] [ ]212
1

11

X̂MXM

X̂XM

Hay: r1.23...m = 
2
1

2
1

11

x̂x

x̂x
(5.5.34)

Ta cã:  11x̂x = )qx(x 111 − = 11
2
1 qxx − = 2

1x − 11qx

trong ®ã q1 lµ thÆng d− cña x1 ®èi víi x2,..., xm. Theo (5.5.23) th×

11qx = 2
1q

Do ®ã:  11x̂x = 2
1x − 2

1q =
11

2
1s ∆

∆
− =

11
11R ∆

∆
− (5.5.35)

2
1x̂  = 2

11 )qx( − = 11
2
1

2
1 qx2qx −+ = 2

1x + 2
1q  − 2 11qx =

= 
1111

2
1 2s

∆
∆

−
∆
∆

+ =
11

2
1s ∆

∆
− =

11
11R ∆

∆
− (5.5.36)

Thay (5.5.35) vµ (5.5.36) vµo (5.5.34) ta ®−îc:

r1.23...m = 
)R(R

R

11
1111

11
11

∆
∆

−

∆
∆

−
= 

)
R

1(R

R

1111
11

11
11

∆
∆

−

∆
∆

−
= 

1111R
1

∆
∆

− (5.5.37)

HoÆc d−íi d¹ng kh¸c:

r1.23...m = 
11P
P1− (5.5.38)

trong ®ã P lµ ®Þnh thøc cña ma trËn t−¬ng quan chuÈn ho¸, P11 lµ phÇn phô ®¹i sè

cña phÇn tö r11 cña ma trËn t−¬ng quan chuÈn ho¸.

Theo [4] th× víi ma trËn ®èi xøng vµ x¸c ®Þnh d−¬ng (Rki) ta cã:

0 < ∆ ≤ R11∆11

nªn hÖ thøc trong dÊu c¨n cña (5.5.37) kh«ng ©m. VËy r1.23...m ≥ 0.

Víi r1.23...m =1 cã thÓ nãi hÇu nh− ch¾c ch¾n biÕn X1 b»ng mét tæ hîp tuyÕn

tÝnh nµo ®ã cña c¸c biÕn X2,...,Xm. Khi ®ã toµn bé c¸c ®iÓm thùc nghiÖm ®Òu n»m

trªn siªu ph¼ng håi qui. HÖ sè t−¬ng quan béi r1.23...m b»ng 0 khi vµ chØ khi tÊt c¶

c¸c r1i (i=2..m) ®Òu b»ng 0, tøc lµ khi biÕn X1 kh«ng t−¬ng quan víi bÊt kú mét biÕn

X2,...,Xm nµo c¶.
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VÝ dô 5.5 Tõ nh÷ng sè liÖu quan tr¾c vÒ s¶n l−îng lóa vô thu (x1 − kg/ha) vµ

nhiÖt ®é kh«ng khÝ trung b×nh mïa ®«ng n¨m tr−íc (x2 − oC), nhiÖt ®é kh«ng khÝ

trung b×nh mïa hÌ (thêi gian gieo trång) (x3 − oC), tæng l−îng m−a trong suèt thêi

gian gieo trång (x4 − mm) cña khu vùc A trong 30 n¨m, ta cÇn nghiªn cøu mèi liªn

hÖ gi÷a x1 vµ c¸c x2, x3, x4 ®Ó tõ ®ã tiÕn hµnh x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui dù b¸o

s¶n l−îng lóa. Muèn vËy ta tÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan cÆp, hÖ sè t−¬ng quan riªng,

hÖ sè t−¬ng quan béi vµ c¸c hÖ sè håi qui.

KÕt qu¶ tÝnh to¸n cho ta:

1) Ma trËn t−¬ng quan chuÈn ho¸:

(rki) = 



















110720.031838.046120.0
10720.0167028.041082.0
31838.067028.0159107.0
46120.041082.059107.01

trong ®ã c¸c rki lµ c¸c hÖ sè t−¬ng quan gi÷a xk vµ xi. B»ng kiÓm nghiÖm ®é râ rÖt

cña hÖ sè t−¬ng quan, ta thÊy tÊt c¶ c¸c rki, trõ r24 vµ r34, ®Òu lín râ rÖt víi møc ý

nghÜa 5%. §iÒu ®ã cho phÐp ta b¸c bá gi¶ thiÕt vÒ sù kh«ng phô thuéc cña x1 vµo

c¸c x2, x3, x4. H¬n n÷a, tõ ma trËn t−¬ng quan ta cã r12 lín h¬n r13 mét c¸ch ®¸ng

kÓ. Nh− vËy, h×nh nh− nhiÖt ®é mïa ®«ng n¨m tr−íc cã ¶nh h−ëng ®Õn s¶n l−îng

lóa h¬n lµ nhiÖt ®é mïa hÌ.

2) C¸c hÖ sè t−¬ng quan riªng:

r12.3=0.4666 r13.2=0.0244 r14.2=0.3570

r12.4=0.5281 r13.4=0.4096 r14.3=0.4602

NÕu lÊy møc ý nghÜa α=1% ®Ó kiÓm nghiÖm ®é râ rÖt cña c¸c hÖ sè t−¬ng

quan riªng trªn ®©y th× chØ cã r12.4 lµ ®¹t tiªu chuÈn. C¸c hÖ sè r12.3 vµ r14.3 còng rÊt

gÇn víi tiªu chuÈn nµy. So s¸nh r13 (0.41082) víi c¸c r13.2 vµ r13.4 ta thÊy nÕu bá qua

¶nh h−ëng cña nhiÖt ®é mïa ®«ng n¨m tr−íc (x2) sÏ lµm gi¶m t−¬ng quan gi÷a s¶n

l−îng x1 vµ nhiÖt ®é mïa hÌ x3 xuèng ®Õn møc kh«ng ®¸ng kÓ (r13.2=0.0244); cßn

nÕu bá qua t¸c ®éng cña l−îng m−a (x4) th× hÇu nh− kh«ng ¶nh h−ëng tíi t−¬ng

quan nµy. Còng b»ng c¸ch so s¸nh t−¬ng tù ta thÊy t−¬ng quan gi÷a s¶n l−îng vµ

nhiÖt ®é mïa ®«ng sÏ kh«ng gi¶m nhiÒu l¾m khi bá qua ¶nh h−ëng cña nhiÖt ®é

mïa hÌ vµ l−îng m−a. Tõ ®ã suy ra r»ng, nhiÖt ®é mïa ®«ng n¨m tr−íc vµ l−îng

m−a lµ hai nh©n tè quan träng thùc sù.

Trªn ®©y ta chØ tÝnh hÖ sè t−¬ng quan riªng khi xÐt ®Õn mét nh©n tè ¶nh

h−ëng. Ta còng cã thÓ lµm t−¬ng tù cho c¸c hÖ sè t−¬ng quan riªng r12.34,...

3) §èi víi c¸c hÖ sè t−¬ng quan béi:

r1.23=0.5914 r1.24=0.6575 r1.34=0.5872 r1.234=0.6606
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ViÖc so s¸nh r12 vµ r1.23 cho ta nhËn xÐt r»ng, khi ®∙ biÕt x2 th× viÖc biÕt thªm

x3 hÇu nh− kh«ng cã ý nghÜa. Hay nãi c¸ch kh¸c, nh©n tè x3 hÇu nh− kh«ng cung

cÊp thªm mét l−îng th«ng tin míi nµo cho x1 khi ®∙ cã nh©n tè x2. T−¬ng tù nh−

vËy, gi¸ trÞ cña r1.24 còng kh«ng nhá h¬n r1.234 bao nhiªu.

5.5.6 §¸nh gi¸ chÊt l−îng cña ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn

Ph−¬ng tr×nh (5.5.6) lµ −íc l−îng tuyÕn tÝnh cña biÕn X1 theo c¸c biÕn

X2,...,Xm trong ®ã c¸c hÖ sè ai (i=1..m) ®−îc t×m trªn c¬ së tËp sè liÖu ban ®Çu. Nã lµ

th«ng tin duy nhÊt ph¶n ¸nh mèi quan hÖ tuyÕn tÝnh gi÷a X1 vµ c¸c biÕn X2,...,Xm.

Tuy nhiªn ®Ó sö dông nã cho môc ®Ých x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña biÕn phô thuéc X1 th×

cÇn thiÕt ph¶i ®¸nh gi¸ ®−îc møc ®é tin cËy ®Õn ®©u. §iÒu ®ã còng cã nghÜa lµ ta

cÇn ph¶i tr¶ lêi c©u hái mèi liªn hÖ phô thuéc gi÷a X1 vµ c¸c biÕn X2,...,Xm lµ cã ý

nghÜa hay kh«ng. Nãi c¸ch kh¸c, ta cÇn kiÓm tra gi¶ thiÕt hÖ sè t−¬ng quan béi

r1.23..m=0 (mµ thùc chÊt gi¶ thiÕt nµy t−¬ng ®−¬ng víi gi¶ thiÕt a2=a3=...=am=0).

§Ó kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt r1.23..m = 0 ta lËp biÕn míi:

f = 
)mn/(Q
)1m/(U

−
−

(5.5.39)

trong ®ã U = ( )∑
=

−
n

1t

2
11t xx̂  lµ tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai håi qui,

Q = ( )∑
=

−
n

1t

2
1t1t x̂x  lµ tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d−

∑
=

+=
m

2i
tii11t xaax̂  lµ gi¸ trÞ håi qui cña x1 theo c¸c x2,...,xm

(m−1) vµ (n−m) theo thø tù lµ bËc tù do cña U vµ Q.

BiÕn f trong (5.5.39) cã ph©n bè Fisher víi (m−1,n−m) bËc tù do. VËy, øng víi

x¸c suÊt ph¹m sai lÇm lo¹i I (α) ta hoµn toµn x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ Fα, vµ chØ tiªu

kiÓm nghiÖm sÏ lµ:

NÕu f ≥ Fα  th× b¸c bá gi¶ thiÕt vµ ®−a ra kÕt luËn sù phô thuéc tuyÕn 

tÝnh gi÷a X1 vµ c¸c X2,...,Xm lµ cã ý nghÜa.

NÕu f < Fα  th× chÊp nhËn gi¶ thiÕt, tøc lµ chÊp nhËn sù kh«ng tån t¹i 

quan hÖ tuyÕn tÝnh gi÷a X1 vµ c¸c X2,...,Xm.

Trong tÝnh to¸n thùc hµnh, thay cho (5.5.39) ng−êi ta th−êng tÝnh f theo c«ng

thøc:

f = 
1m
mn

r1
r
2

m...23.1

2
m...23.1

−
−

−
(5.5.40)
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5.6 T−¬ng quan vµ håi qui phi tuyÕn nhiÒu biÕn

Sù phô thuéc t−¬ng quan gi÷a biÕn phô thuéc X1 vµ m−1 biÕn ®éc lËp X2,...,Xm

kh«ng ph¶i khi nµo còng tuyÕn tÝnh. Vµ do ®ã trong nhiÒu tr−êng hîp quan hÖ

(5.5.6) kh«ng ph¶n ¸nh ®óng thùc chÊt cña mèi quan hÖ gi÷a X1 vµ c¸c biÕn

X2,...,Xm. Bëi v× gi÷a X1 vµ mét sè biÕn nµo ®ã trong c¸c Xi (i=2..m) cã thÓ tån t¹i

quan hÖ phi tuyÕn mµ viÖc xÊp xØ nã b»ng mét hµm tuyÕn tÝnh lµ kh«ng chÊp nhËn

®−îc. VËy vÊn ®Ò ®Æt ra lµ lµm thÕ nµo ®Ó x©y dùng ®−îc mét quan hÖ hµm:

x1 = m1(x2,...,xm) (*)

cã thÓ biÓu diÔn ®−îc sù phô thuéc gi÷a X1 vµ c¸c X2,...,Xm? Gi¶i quyÕt vÊn ®Ò nµy

lµ nhiÖm vô cña bµi to¸n håi qui phi tuyÕn nhiÒu biÕn. Sau ®©y ta sÏ xÐt mét sè

ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu sù phô thuéc phi tuyÕn nhiÒu biÕn.

Còng cÇn nhÊn m¹nh r»ng, khi sè biÕn ®éc lËp lín h¬n hoÆc b»ng 2 nãi chung

ta kh«ng hy väng t×m ®−îc mét hµm d¹ng (*) theo ®óng nghÜa lµ kú väng cã ®iÒu

kiÖn cña X1 víi ®iÒu kiÖn X2=x2,...Xm=xm. Do ®ã, sau ®©y ta sÏ xÐt mét sè ph−¬ng

ph¸p kh¶ dÜ nghiªn cøu sù phô thuéc phi tuyÕn nhiÒu biÕn th−êng ®−îc øng dông

trong khÝ t−îng, khÝ hËu.

5.6.1 Liªn kÕt c¸c mèi quan hÖ riªng rÏ

Ph−¬ng ph¸p nµy ®−îc tiÕn hµnh theo c¸c b−íc:

1) Nghiªn cøu mèi t−¬ng quan riªng biÖt (cÆp) gi÷a X1 vµ tõng biÕn Xi ®Ó t×m

ra qui luËt phô thuéc cña chóng. KÕt qu¶ cña b−íc nµy cho ta m−1 quan hÖ hµm:

x1 = f2(x2)

x1 = f3(x3)

...

x1 = fm(xm)

ë ®©y fi(xi) lµ håi qui II cña x1 lªn xi:  m1(xi) ≈ fi(xi)

2) X¸c lËp qui t¾c liªn kÕt c¸c fi(xi), (i=2..m), sao cho qui t¾c ®ã cã thÓ biÓu

diÔn ®−îc sù phô thuéc cña X1 vµo c¸c Xi. Tøc lµ cÇn t×m ®−îc mét to¸n tö t¸c dông

L nµo ®ã sao cho:

x1 = m1(x2,...,xm) ≈ f(x2,...,xm)

trong ®ã   f(x2,...,xm) = L{ f1(x1), f2(x2),..., fm(xm)}

Trong tr−êng hîp L lµ to¸n tö tuyÕn tÝnh ta cã thÓ biÓu diÔn:

f(x2,...,xm) = ∑
=
α

m

2i
iii )x(f (5.6.1)
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3) X©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui  $ ( , ,..., )x f x x xm1 2 3= , tøc lµ t×m c¸c hÖ

sè håi qui thùc nghiÖm, theo nguyªn lý b×nh ph−¬ng tèi thiÓu:

R = ( )∑
=

−
n

1t

2
tm3t2t1t x,...,x,x(fx → min

B−íc nµy cã thÓ ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch tuyÕn tÝnh ho¸ c¸c thµnh phÇn phi

tuyÕn th«ng qua viÖc ®Æt biÕn míi ®Ó ®−a hµm phi tuyÕn f(x2,...,xm) vÒ d¹ng tuyÕn

tÝnh. Ng−êi ta gäi c¸ch lµm nµy lµ tuyÕn tÝnh bªn trong nh−ng phi tuyÕn bªn ngoµi.

§Ó dÔ h×nh dung ta h∙y lÊy vÝ dô sau lµm minh ho¹. Gi¶ sö cÇn x©y dùng

ph−¬ng tr×nh håi qui gi÷a Y víi X1 vµ X2:

Y = f(X1, X2)

C¸c b−íc cÇn tiÕn hµnh lµ:

1) LËp ma trËn sè liÖu ban ®Çu {Yt, Xt1, Xt2, t=1..n} vµ x©y dùng c¸c quan hÖ

Y=f1(X1), Y = f2(X2) tõ tËp sè liÖu thùc nghiÖm. Cã thÓ tiÕn hµnh b−íc nµy b»ng

ph−¬ng ph¸p ®å thÞ kÕt hîp tÝnh to¸n liªn tiÕp. §Ó ®¬n gi¶n, ta gi¶ thiÕt r»ng c¸c

quan hÖ nµy cã d¹ng sau:

f1(x1) = a 2
1x  + bx1 + c

f2(x2) = 2xe−α

2) Chän qui t¾c liªn kÕt lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh:

f(x1,x2) = A f1(x1) + B f2(x2)

Khi ®ã, khai triÓn ra ta ®−îc:

f(x1,x2) = Aa 2
1x + Abx1 + Ac + B 2xe−α

Hay   f(x1,x2) = βo + β1
2
1x  + β2x1 + β3

2xe−

3) X©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui: §©y lµ b−íc x¸c ®Þnh c¸c hÖ s« βi (i=0..3)

trong ph−¬ng tr×nh trªn ®©y. Muèn vËy, ta ®Æt biÕn míi:

u = 2
1x , v = x1 vµ w = 2xe−

råi ®−a ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng f(x1,x2) = g(u,v,w) = βo + β1u + β2v + β3w. Râ rµng ®©y

lµ mét ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh ®èi víi u, v, w. Sö dông c¸c c«ng thøc ®∙ tr×nh bµy

trong c¸c môc tr−íc ta dÔ dµng t×m ®−îc:

y = βo + β1
2
1x  + β2x1 + β3

2xe− (5.6.2)
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5.6.2 D¹ng phô thuéc bËc hai (d¹ng toµn ph−¬ng)

Trong nhiÒu tr−êng hîp, thay cho viÖc nghiªn cøu tû mØ mµ thËm chi ®«i khi

kÐm hiÖu qu¶ nh− ph−¬ng ph¸p trªn ®©y, ng−êi ta gi¶ thiÕt sù phô thuéc cña X1

vµo c¸c Xi ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng ®a thøc bËc hai:

x1 = a1 + ∑
=

m

2i
iixa + ∑

=

m

2i

2
iixb + ∑

<=

m

ji,2j,i
jiij xxc

Nh− vËy, vÕ ph¶i cã tÊt c¶ M =(m−1)+(m−1)+
2

)2m)(1m( −−
 h¹ng tö chøa c¸c xi.

Muèn x©y dùng ®−îc ph−¬ng tr×nh håi qui ta ph¶i t×m ®−îc tÊt c¶ (m−1)+

(m−1) + 
2

)2m)(1m( −−
+1 = (M+1) hÖ sè ai, bi, cij. Tuy nhiªn còng cã thÓ nhËn thÊy

r»ng, so víi sè biÕn ®éc lËp ban ®Çu (m−1) th× sè thµnh phÇn trong ph−¬ng tr×nh

håi qui ®∙ t¨ng lªn mét c¸ch ®¸ng kÓ. Ch¼ng h¹n, nÕu m=4, th× ph−¬ng tr×nh håi

qui sÏ chøa tÊt c¶ 3+3+3=9 h¹ng tö vÕ ph¶i chøa c¸c biÕn vµ ta ph¶i t×m ®−îc 10 hÖ

sè håi qui.

§Ó t×m c¸c hÖ sè håi qui th«ng th−êng ta ®Æt biÕn míi:

zi−1 = xi, i=2..m,

zm−1+i−1 = xi
2 , i=2..m,

z2m−2+k = xixj, i,j=2..m, i<j

vµ chuyÓn ph−¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: x1 = αo + ∑
=
α

M

1i
iiz

Râ rµng ®©y lµ d¹ng ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn quen thuéc

mµ viÖc t×m hÖ sè αi ®∙ ®−îc tr×nh bµy trong môc 5.5.2.

5.6.3 D¹ng luü thõa

D¹ng phô thuéc luü thõa ®−îc biÓu diÔn bëi:

x1 = ao∏
=

m

2i

ia
ix   (5.6.3)

§Ó t×m c¸c hÖ sè håi qui trong tr−êng hîp nµy ta lÊy l«garit hai vÕ:

logx1 = logao + ∑
=

m

2i
ii xloga

vµ ®Æt biÕn míi:  z1=logx1, bo=logao, zi=logxi, i=2..m, ta ®−îc ph−¬ng tr×nh håi qui

tuyÕn tÝnh víi biÕn phô thuéc lµ z1, c¸c biÕn ®éc lËp lµ zi:
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z1 = bo + ∑
=

m

2i
iiza

Sau khi x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hÖ sè bo, ai, thay vµo (5.6.3) ta ®−îc ph−¬ng tr×nh

ph¶i t×m.

5.7 Håi qui tõng b−íc

5.7.1 §Æt vÊn ®Ò

Trong nghiªn cøu khÝ t−îng thuû v¨n nãi chung, ta th−êng gÆp bµi to¸n håi

qui nhiÒu biÕn, tøc lµ nghiªn cøu mèi phô thuéc gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc X1

víi mét bªn lµ mét lo¹t c¸c biÕn ®éc lËp X2,...,Xm. Tuy nhiªn c¸c yÕu tè khÝ t−îng

thuû v¨n th−êng cã nh÷ng t¸c ®éng qua l¹i vµ ¶nh h−ëng lÉn nhau, bëi vËy kh¸i

niÖm biÕn ®éc lËp chØ mang nghÜa h×nh thøc. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ gi÷a c¸c biÕn ®éc

lËp th−êng cã mèi quan hÖ t−¬ng quan nµo ®ã. MÆt kh¸c, gi÷a c¸c biÕn ®éc lËp vµ

biÕn phô thuéc còng tån t¹i nh÷ng mèi quan hÖ rµng buéc. Do ®ã cã thÓ x¶y ra t×nh

tr¹ng c¸c biÕn ®éc lËp ®−îc chän ®Òu t−¬ng quan tèt víi nhau vµ t−¬ng quan tèt c¶

víi biÕn phô thuéc, ý nghÜa cung cÊp th«ng tin cña c¸c biÕn ®éc lËp v× thÕ mµ gi¶m

®i. Trong nhiÒu tr−êng hîp, ®iÒu ®ã dÉn ®Õn hËu qu¶ lµ mÆc dï ph−¬ng tr×nh håi

qui kh¸ phøc t¹p do sù cã mÆt cña nhiÒu biÕn ®éc lËp nh−ng ®é chÝnh x¸c cña nã

l¹i kÐm h¬n do sai sè quan tr¾c, do dao ®éng ngÉu nhiªn, sai sè tÝnh to¸n,... mang

l¹i.

VËy vÊn ®Ò ®Æt ra lµ cÇn ph¶i x¸c ®Þnh xem nh÷ng biÕn nµo trong c¸c biÕn

®éc lËp cã ¶nh h−ëng ®¸ng kÓ ®Õn biÕn phô thuéc, cã nhÊt thiÕt tÊt c¶ c¸c biÕn ®−îc

chän ®Òu ph¶i cã mÆt trong ph−¬ng tr×nh håi qui hay chØ lµ mét bé phËn nµo ®ã. §ã

lµ môc tiªu cña bµi to¸n håi qui tõng b−íc.

5.7.2 C¸c b−íc thùc hiÖn

XÐt håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a biÕn phô thuéc X1 vµ m−1 biÕn ®éc lËp X2,..., Xm.

§Ó gi¶i bµi to¸n nµy b»ng ph−¬ng ph¸p håi qui tõng b−íc ta tiÕn hµnh theo thø tù

sau:

B−íc 1: TÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan toµn phÇn r1i gi÷a X1 vµ c¸c Xi (i=2..m) vµ

chän trong chóng hÖ sè cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi lín nhÊt. Gi¶ sö:

12r  = { }i1
mi2
rmax

≤≤
(5.7.1)

khi ®ã, biÕn X2 lµ biÕn cã t¸c ®éng chÝnh lªn X1 vµ ta x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi

qui:
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2
)1(
2

)1(
1

)1(
1 xaax += . (5.7.2)

T−¬ng øng víi ph−¬ng tr×nh (5.7.2) ta tÝnh ®−îc chuÈn sai thÆng d− )1(s .

B−íc 2: TÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan riªng r1i.2 (i=3..m) vµ chän hÖ sè cã gi¸ trÞ

lín nhÊt trong chóng. Gi¶ sö:

2.13r  = { }2.i1
mi3
rmax

≤≤
(5.7.3)

Khi ®ã ta chän tiÕp biÕn X3 vµ x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui:

3
)2(

32
)2(

2
)2(

1
)2(

1 xaxaax ++= . (5.7.4)

T−¬ng øng víi nã ta còng tÝnh ®−îc chuÈn sai thÆng d− s(2). KÕt thóc b−íc nµy

ta cã ph−¬ng tr×nh håi qui hai biÕn (5.7.4) mµ ®é chÝnh x¸c cña nã ®−îc ®¸nh gi¸

bëi s(2).

B−íc 3: B©y giê ta ®em so s¸nh gi¸ trÞ chuÈn sai thÆng d− s(2) víi s(1):

NÕu ε<
−
)2(

)1()2(

s
ss

 (5.7.5)

th× biÕn X3 sÏ bÞ bá qua vµ qu¸ tr×nh håi qui sÏ kÕt thóc. ë ®©y, ε lµ mét sè d−¬ng

tuú ý ta ®−a vµo ®Ó ®¸nh gi¸ xem nÕu t¨ng thªm biÕn cho ph−¬ng tr×nh håi qui th×

®é chÝnh x¸c cã t¨ng lªn ®¸ng kÓ hay kh«ng. Hay nãi c¸ch kh¸c, khi thªm vµo

ph−¬ng tr×nh håi qui mét biÕn míi th× ®ãng gãp th«ng tin cña nã lµm gi¶m sai sè

®−îc bao nhiªu phÇn tr¨m; nÕu møc ®é gi¶m kh«ng v−ît qu¸ ε th× cã thÓ bá qua nã.

NÕu ε≥
−
)2(

)1()2(

s
ss

th× biÕn X3 sÏ ®−îc chän. Ta l¹i tÝnh tiÕp c¸c hÖ sè t−¬ng

quan riªng r1i.23 víi i=4..m vµ qui tr×nh ®−îc lÆp l¹i b¾t ®Çu nh− b−íc 2. Qu¸ tr×nh

cø tiÕp tôc nh− vËy cho ®Õn khi hÕt tÊt c¶ c¸c biÕn hoÆc tù kÕt thóc nh− ®∙ tr×nh

bµy.

Nh− vËy ë b−íc thø k ta cã chuÈn sai thÆng d− s(k) t−¬ng øng víi ph−¬ng tr×nh

håi qui:

1k
)k(
1k2

)k(
2

)k(
1

)k(
1 xa...xaax +++++=

vµ ®iÒu kiÖn lùa chän:

ε<
− −

)k(

)1k()k(

s
ss

Trong thùc tÕ, nhiÒu khi thay cho viÖc dïng hÖ sè t−¬ng quan riªng ®Ó lùa

chän biÕn ë b−íc 2 ng−êi ta cã thÓ dïng hÖ sè t−¬ng quan béi. Ch¼ng h¹n, thay cho

(5.7.3) ta cã thÓ dïng:
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23.1r  = { }i2.1
mi3
rmax

≤≤
(5.7.6)

Tuy vËy, viÖc lùa chän biÕn theo (5.7.3) hoÆc (5.7.6) cã cho cïng mét kÕt qu¶

hay kh«ng cho ®Õn nay vÉn ch−a ®−îc x¸c minh chÝnh x¸c. Th«ng th−êng ta tiÕn

hµnh theo c¶ hai c¸ch vµ so s¸nh chóng. KÕt qu¶ gièng nhau hay kh¸c nhau ®Òu

cho ta nh÷ng th«ng tin cÇn thiÕt ®Ó ph©n tÝch vÒ mèi quan hÖ gi÷a biÕn phô thuéc

vµ c¸c biÕn ®éc lËp.

Mét ®iÒu ®¸ng l−u ý n÷a lµ chÊt l−îng cña c¸c ph−¬ng tr×nh håi qui sau mçi

mét lÇn tÝnh. Nãi chung bao giê chóng ta còng ph¶i tiÕn hµnh kiÓm nghiÖm ®é tin

cËy cña kÕt qu¶ nhËn ®−îc trong qu¸ tr×nh tÝnh to¸n.
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Ch−¬ng 6
ChØnh lý sè liÖu khÝ hËu

6.1 §Æt vÊn ®Ò

Nh− ®∙ biÕt, sè liÖu lµ bé phËn quan träng nhÊt mµ tõ ®ã ta cã thÓ tiÕn hµnh

tÝnh to¸n, thèng kª, thùc hiÖn nh÷ng vÊn ®Ò trong nghiªn cøu khÝ hËu b»ng ph−¬ng

ph¸p thèng kª. Ngoµi viÖc lùa chän ®óng ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu, chÊt l−îng sè

liÖu lµ yÕu tè quyÕt ®Þnh ®Õn sù chÝnh x¸c cña kÕt qu¶.

Nãi ®Õn chÊt l−îng sè liÖu tr−íc hÕt cÇn xem xÐt ®Õn ®é chÝnh x¸c cña chóng.

Cã nhiÒu nguyªn nh©n g©y nªn sù thiÕu chÝnh x¸c, hay nãi ®óng h¬n lµ sai sè,

trong b¶n th©n c¸c chuçi ®−îc sö dông ®Ó tÝnh to¸n, nh− sai sãt do quan tr¾c, nhÇm

lÉn trong qu¸ tr×nh xö lý ban ®Çu hoÆc khi tiÕn hµnh lÊy mÉu, do t¸c ®éng ngÉu

nhiªn cña nh÷ng nh©n tè bªn ngoµi,...Bëi vËy, bµi to¸n ®Æt ra ë ®©y lµ cÇn lo¹i bá

sai sè chøa ®ùng trong chuçi sè liÖu ban ®Çu tr−íc khi ®−a vµo xö lý, tÝnh to¸n.

MÆt kh¸c, trong thùc tÕ, nhÊt lµ ë n−íc ta, v× nhiÒu lý do kh¸c nhau, chuçi sè

liÖu khÝ t−îng thuû v¨n nãi chung, sè liÖu khÝ hËu nãi riªng, Ýt khi ®¶m b¶o tÝnh

liªn tôc. §iÒu ®ã g©y kh«ng Ýt khã kh¨n cho viÖc triÓn khai nghiªn cøu øng dông

trong mét lo¹t bµi to¸n. Ch¼ng h¹n, do ®iÒu kiÖn chiÕn tranh, chuçi sè liÖu cña

tr¹m A bÞ khuyÕt ®i mét sè th¸ng cña c¸c n¨m nµo ®ã; hoÆc do ®iÒu kiÖn l−u tr÷

kh«ng tèt, sè liÖu cña tr¹m B bÞ phai mê hoÆc mÊt lÎ tÎ mét sè ®iÓm,... VÊn ®Ò ®Æt

ra lµ b»ng c¸ch nµo ®ã h∙y phôc håi l¹i nh÷ng sè liÖu khuyÕt thiÕu ®Ó chuçi trë

thµnh liªn tôc.

Mét vÊn ®Ò kh¸c còng ®−îc ®Æt ra khi tiÕn hµnh xö lý sè liÖu. §ã lµ sù duy tr×,

thµnh lËp c¸c tr¹m phô thuéc vµo nhiÒu ®iÒu kiÖn kh¸ch quan còng nh− chñ quan

mµ kÕt qu¶ lµ chuçi thêi gian quan tr¾c cña c¸c tr¹m dµi ng¾n kh¸c nhau. §iÒu nµy

lµm n¶y sinh hai vÊn ®Ò: Khi ®é dµi cña chuçi ng¾n th× sè liÖu cña tr¹m kh«ng

mang ®Çy ®ñ tÝnh tiªu biÓu; vµ khi ®é dµi c¸c chuçi kh¸c nhau th× sè liÖu cña toµn

m¹ng l−íi tr¹m sÏ kh«ng b¶o ®¶m tÝnh so s¸nh. VËy vÊn ®Ò cÇn gi¶i quyÕt ë ®©y lµ

bæ khuyÕt sè liÖu cho nh÷ng tr¹m cã ®é dµi chuçi ng¾n, t¹o c¬ së ®Ó tÝnh to¸n c¸c

®Æc tr−ng thèng kª trªn nh÷ng chuçi nµy.
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6.2 Khö sai sè trong sè liÖu ban ®Çu

 Thùc tÕ kh¼ng ®Þnh r»ng, trong c¸c chuçi sè liÖu quan tr¾c lu«n lu«n chøa

®ùng nh÷ng sai sè tiÒm Èn nµo ®ã vµ ng−êi ta chia nh÷ng sai sè nµy ra lµm 3 lo¹i:

Sai sè th«, sai sè hÖ thèng vµ sai sè ngÉu nhiªn.

Sai sè th« sinh ra chñ yÕu bëi nh÷ng thao t¸c nhÇm lÉn, s¬ suÊt trong qu¸

tr×nh ®o ®¹c hoÆc lÊy mÉu. Ch¼ng h¹n, trong qui −íc ban ®Çu, sè liÖu nhiÖt ®é ®−îc

lÊy chÝnh x¸c ®Õn phÇn m−êi ®é vµ kh«ng ghi dÊu phÈy thËp ph©n, nh−ng khi tiÕn

hµnh thu thËp sè liÖu tõ c¸c b¸o biÓu quan tr¾c, do thãi quen ng−êi ta ghi lÉn lén

mét vµi sè nµo ®ã cã dÊu phÈy thËp ph©n (t¸ch phÇn nguyªn vµ phÇn m−êi ®é − vÝ

dô, trÞ sè 240 bÞ ghi sai thµnh 24). Nh− vËy, v« t×nh nh÷ng gi¸ trÞ nµy ®∙ bÞ gi¶m ®i

m−êi lÇn so víi trÞ sè thùc. Trong nhiÒu tr−êng hîp nh÷ng gi¸ trÞ cã chøa sai sè

kiÎu nµy rÊt khã ph¸t hiÖn do chóng bÞ Èn dÊu trªn nÒn chuçi sè liÖu. VÝ dô, còng

víi kiÓu x¶y ra sai sãt nãi trªn nh−ng kh«ng ph¶i ®èi víi nhiÖt ®é mµ lµ l−îng m−a,

th× hÇu nh− kh«ng thÓ chØ ra ®−îc sè liÖu nghi ngê.

Sai sè hÖ thèng g©y nªn bëi rÊt nhiÒu nguyªn nh©n kh¸c nhau, mçi nguyªn

nh©n mang mét d¸ng vÎ. §©y lµ lo¹i sai sè rÊt khã ph¸t hiÖn nÕu kh«ng cã sù kh¶o

s¸t tû mû. VÝ dô, khi xem xÐt c¸c b¸o biÓu quan tr¾c ng−êi ta nhËn thÊy r»ng do

hiÖu ®Ýnh dông cô kh«ng ®óng nªn sè liÖu nhiÖt ®é ®∙ bÞ lÖch ®i mét l−îng nµo ®ã,

hoÆc do thãi quen, khi ®äc nhiÖt biÓu quan tr¾c viªn th−êng ®äc gi¸ trÞ nhiÖt ®é

trªn nhiÖt kÕ thÊp h¬n so víi qui ®Þnh chung. v.v.

Sai sè ngÉu nhiªn lµ sai sè cßn l¹i sau khi ®∙ khö bá sai sè th« vµ sai sè hÖ

thèng. Sai sè ngÉu nhiªn g©y nªn bëi mét l−îng v« cïng lín c¸c nguyªn nh©n mµ

¶nh h−ëng cña mçi mét trong chóng bÐ ®Õn møc ta kh«ng thÓ ph©n ®Þnh næi møc

®ãng gãp cña tõng nguyªn nh©n, chóng lu«n lu«n tån t¹i trong mäi chuçi sè liÖu

quan tr¾c.

Trong ba lo¹i sai sè nªu trªn, sai sè ngÉu nhiªn kh«ng thÓ khö bá ®−îc trong

tõng thµnh phÇn cña chuçi quan tr¾c. Tuy vËy, b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p cña lý thuyÕt

x¸c suÊt ta cã thÓ tÝnh ®−îc ¶nh h−ëng cña chóng ®Õn viÖc x¸c ®Þnh c¸c −íc l−îng

thèng kª. §èi víi sai sè hÖ thèng, nÕu ph¸t hiÖn ®−îc vµ biÕt nguyªn nh©n g©y nªn

sai sè ta hoµn toµn cã thÓ lo¹i trõ chóng. Song, nãi chung viÖc ph¸t hiÖn sai sè hÖ

thèng ®ßi hái ph¶i kh¶o s¸t hÕt søc c«ng phu. Sau ®©y ta sÏ ®Ò cËp ®Õn ph−¬ng

ph¸p ph¸t hiÖn vµ lo¹i bá sai sè th«.

1) C¸ch ph¸t hiÖn sai sè th«

Gi¶ sö ta cã chuçi quan tr¾c {xt}={x1,x2,...,xn} cña ®¹i l−îng khÝ hËu X. Khi ®ã

sai sè th« (nÕu cã) th−êng Èn chøa trong nh÷ng gi¸ trÞ n»m ë c¸c vÞ trÝ ®Çu hoÆc

cuèi chuçi tr×nh tù {x(t)}={x(1),...,x(n)}, ( x(1)<...<x(n)). Do dã muèn ph¸t hiÖn chóng, ta
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s¾p xÕp chuçi ban ®Çu thµnh chuçi tr×nh tù vµ xem xÐt c¸c gi¸ trÞ ®Çu vµ cuèi cña

chuçi nµy. C¸c gi¸ trÞ bÞ nghi ngê cã chøa sai sè th−êng lµ qu¸ lín hoÆc qu¸ bÐ so

víi trÞ sè nÒn cña chuçi. Kh¸i niÖm qu¸ lín hoÆc qu¸ bÐ ®−îc ®¸nh gi¸ ®Þnh l−îng
theo qui t¾c “ba xinma”” (3σ): s3xx )t( +>>  hoÆc s3xx )t( −<< , trong ®ã x  vµ s lµ

trung b×nh ®é lÖch chuÈn cña X − −íc l−îng cña µ vµ σ. Nh− vËy, tr−íc hÕt ta tÝnh

gi¸ trÞ trung b×nh x  vµ ®é lÖch chuÈn s cña chuçi. Sau ®ã x¸c ®Þnh nh÷ng gi¸ trÞ x(t)

qu¸ lín hoÆc qu¸ bÐ vµ ®¸nh dÊu chóng, xem ®ã lµ nh÷ng gi¸ trÞ nghi ngê cã chøa

sai sè th«, hay gäi mét c¸ch ng¾n gän h¬n lµ gi¸ trÞ ®ét xuÊt. §iÒu ®¸ng chó ý ë ®©y

lµ, nh÷ng gi¸ trÞ ®−îc xem lµ cã chøa sai sè th« hay gi¸ trÞ ®ét xuÊt nhiÒu khi lµ

nh÷ng gi¸ trÞ sè liÖu ®óng, nã Èn chøa nh÷ng th«ng tin lý thó vÒ sù biÕn ®æi bÊt

th−êng cña tù nhiªn vµ ta cÇn quan t©m ®Õn chóng.

2) C¸ch khö bá sai sè th«

Ký hiÖu gi¸ trÞ ®ét xuÊt lµ x* vµ t¸ch chóng ra khái chuçi ban ®Çu. Gi¶ sö

chuçi cßn l¹i m thµnh phÇn {x1,...,xm}, ta tÝnh trung b×nh cña chuçi nµy:

∑
=

=
m

1t
t* x

n
1x

− Tr−êng hîp ®∙ biÕt ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh σ cña X, ta tÝnh ®¹i

l−îng:

m
1m
xxu
**

+
σ

−
= (6.2.1)

§¹i l−îng u trong (6.2.1) cã ph©n bè chuÈn chuÈn ho¸: u∈N(0,1). Víi σ vµ m

cè ®Þnh, râ rµng trÞ tuyÖt ®èi cña hiÖu ** xx −  cµng lín th× u  cµng lín. KÕt qu¶

®¸nh gi¸ x* cã chøa sai sè hay kh«ng tuú thuéc vµo ®é lín cña u . §Æt gi¶ thiÕt “x*

kh«ng chøa sai sè”, khi ®ã víi x¸c suÊt sai ph¹m sai lÇm lo¹i I (α) cho tr−íc ta cã:

P( u ≥uα)=α (6.2.2)

Tõ ®ã tÝnh ®−îc uα. Vµ chØ tiªu ®Ó kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt lµ:

1)  NÕu α≥ uu th× x* cã chøa sai sè th« vµ ta lo¹i bá nã víi x¸c suÊt ph¹m sai

lÇm lo¹i I b»ng α.

2)  NÕu α< uu th× x* kh«ng chøa sai sè th«, cã nghÜa lµ ta chÊp nhËn x* víi ®é

tin cËy 1−α.

− Tr−êng hîp ch−a biÕt ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh σ cña X, ta tÝnh ®¹i

l−îng:
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*

**

s
xxt −

=  (6.2.3)

trong ®ã ∑
=






 −

−
=

m

1t

2
*

t
* xx

1m
1s

TrÞ sè t trong (6.2.3) sÏ ®−îc so s¸nh víi mét gi¸ trÞ tíi h¹n t(p,m):

NÕu )m,p(tt ≥  th× x* cã chøa sai sè th« vµ nã sÏ bÞ khö bá

NÕu )m,p(tt <  th× x* kh«ng chøa sai s« th«, tøc lµ ta chÊp nhËn nã víi ®é tin

cËy p.

B¶ng 6.1 dÉn ra c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n t(p,n) øng víi c¸c gi¸ trÞ cña ®é tin cËy p vµ

dung l−îng mÉu m kh¸c nhau. §Ó quyÕt ®Þnh xem cã nªn khö bá gi¸ trÞ ®ét xuÊt x*

hay kh«ng ta tÝnh t theo (6.2.3), sau ®ã chän ®é tin cËy p råi c¨n cø vµo dung l−îng

mÉu m, tra b¶ng 6.1 ta t×m ®−îc t(p,m); kÕt luËn cuèi cïng ®−îc dùa trªn c¬ së so
s¸nh t  vµ t(p,n).

B¶ng 6.1 Gi¸ trÞ tíi h¹n t(p,m) ®Ó lo¹i bá sai sè th«

p p

m 0.950 0.980 0.990 0.999 m 0.950 0.980 0.990 0.999

5 3.04 4.11 5.04 9.430 20 2.145 2.602 2.932 3.979

6 2.78 3.64 4.36 7.41 25 2.105 2.541 2.852 3.819

7 2.62 3.36 3.96 6.37 30 2.079 2.503 2.802 3.719

8 2.51 3.18 3.71 5.73 35 2.061 2.476 2.768 3.652

9 2.43 3.05 3.54 5.31 40 2.048 2.456 2.742 3.602

10 2.37 2.96 3.41 5.01 45 2.038 2.441 2.722 3.565

11 2.33 2.89 3.31 4.79 50 2.030 2.429 2.707 3.532

12 2.29 2.83 3.23 4.62 60 2.018 2.411 2.683 3.492

13 2.26 2.78 3.17 4.48 70 2.009 2.399 2.667 3.462

14 2.24 2.74 3.12 4.37 80 2.003 2.389 2.655 3.439

15 2.22 2.71 3.08 4.28 90 1.998 2.382 2.646 3.423

16 2.20 2.68 3.04 4.20 100 1.994 2.377 2.639 3.409

17 2.18 2.66 3.01 4.13

18 2.17 2.64 2.98 4.07 ∞ 1.960 2.326 2.576 3.291

Ghi chó: Nh÷ng tr−êng hîp 20<m<100 kh«ng cã trong b¶ng tÝnh trªn ®©y ta cã thÓ sö dông

phÐp néi suy tuyÕn tÝnh. Khi n>100 gi¸ trÞ t(p,m) ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc::

100
m

),p(t)100,p(t),p(t)m,p(t ∞−
+∞=

VÝ dô 6.2 Gi¶ sö sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng 2 tr¹m A (ghi ®Õn phÇn

m−êi ®é) ®−îc cho trong b¶ng 6.2. Sau khi xem xÐt ta thÊy gi¸ trÞ 275 ®¸ng nghi

ngê, rÊt cã thÓ m¾c sai sè th«. VËy cã nªn lo¹i bá gi¸ trÞ nµy kh«ng?
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Muèn x¸c ®Þnh ®iÒu nµy, ta ®¸nh dÊu vµ ®Ó riªng gi¸ trÞ 275 ra, sau ®ã tÝnh

trung b×nh vµ ®é lÖch chuÈn tËp sè liÖu cßn l¹i. Ta cã, m=18, x* =171, s*=12, do ®ã,

theo (6.2.3) ta tÝnh ®−îc t=8.95. MÆt kh¸c, nÕu chän p=0.999 th× t(0.999,18)=4.07.
Ta thÊy t =8.59>4.07=t(0.999,18). Do ®ã, víi ®é tin cËy 99.9% ta kh¼ng ®Þnh sè 275

cã chøa sai sè th« vµ ta lo¹i bá nã ra khái chuçi ban ®Çu.

B¶ng 6.2 Sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng 2 tr¹m A

161 182 170 172 176

161 181 145 191 190

151 173 171 178 275

162 164 176 166

Ghi chó: Nh− ®∙ nãi ë trªn, viÖc ph¸t hiÖn vµ lo¹i bá sai sè th« kh«ng ph¶i

lóc nµo còng thùc hiÖn ®−îc. MÆt kh¸c, khi xem xÐt chuçi sè liÖu cña mét sè ®Æc

tr−ng yÕu tè khÝ hËu ta cã thÓ chØ ra ®−îc nh÷ng gi¸ trÞ ®ét xuÊt vµ b»ng ph−¬ng

ph¸p nªu trªn ta cã ®ñ c¬ së ®Ó lo¹i bá chóng. Tuy vËy, thùc tÕ chóng kh«ng chøa

sai sè th«. Trong tr−êng hîp nµy nÕu ta lo¹i bá nh÷ng gi¸ trÞ ®ét xuÊt ®−îc ph¸t

hiÖn sÏ vÊp  ph¶i sai lÇm. Bëi vËy tr−íc khi quyÕt ®Þnh lo¹i bá nh÷ng gi¸ trÞ ®ét

xuÊt ®−îc xem lµ cã chøa sai sè th« ph¶i c©n nh¾c, suy xÐt mét c¸ch kü l−ìng.

6.3. Bæ khuyÕt sè liÖu vµ kÐo dµi chuçi

6.3.1 §Æt bµi to¸n

Gi¶ sö trªn mét khu vùc nµo ®ã cã M tr¹m quan tr¾c. Khi tiÕn hµnh xö lý sè

liÖu cho môc ®Ých nghiªn cøu, ng−êi ta thÊy r»ng chØ cã K trong sè M tr¹m ®ã cã ®é

dµi chuçi ®ñ lín, cßn M−K tr¹m kh¸c ®é dµi chuçi kh¸ bÐ. §iÒu nµy dÉn ®Õn viÖc

c¸c ®Æc tr−ng tÝnh to¸n ®−îc trªn M−K chuçi dung l−îng bÐ kh«ng b¶o ®¶m tÝnh æn

®Þnh thèng kª cña ®iÒu kiÖn khÝ hËu, vµ do ®ã chóng kh«ng cã ý nghÜa sö dông

trong viÖc so s¸nh, ph©n tÝch.

VËy, vÊn ®Ò ®Æt ra lµ, tõ l−îng th«ng tin cña K tr¹m dµi n¨m, h∙y bæ sung sè

liÖu cho M−K tr¹m ng¾n n¨m ®Ó nh÷ng ®Æc tr−ng thèng kª cña chóng trë nªn cã ý

nghÜa.

Gi¶i quyÕt vÊn ®Ò nµy lµ néi dung cña bµi to¸n bæ khuyÕt sè liÖu. ë ®©y chóng

ta sÏ hiÓu kh¸i niÖm bæ khuyÕt bao hµm c¶ viÖc kÐo dµi chuçi sè liÖu. C¬ së lý luËn

cña viÖc gi¶i bµi to¸n nµy nh− sau:

§èi víi c¸c tr−êng khÝ t−îng gi¶ thiÕt c¬ b¶n mµ trªn thùc tÕ th−êng ®−îc

chÊp nhËn lµ tÝnh ®ång nhÊt vµ ®¼ng h−íng ®Þa ph−¬ng. Tøc lµ trong cïng mét khu

vùc cã nhiÒu tr¹m ph©n bè t¹i nh÷ng ®Þa ®iÓm kh¸c nhau, nh−ng nh×n chung c¸c
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tr¹m ®Òu n»m trong cïng mét ph¹m vi t¸c ®éng cña c¸c nh©n tè khÝ hËu. Nh− vËy

hai tr¹m kÕ cËn trong khu vùc sÏ cïng chÞu nh÷ng t¸c ®éng ®ång thêi cña c¸c nh©n

tè khÝ hËu. Vµ do ®ã tõ nh÷ng th«ng tin cã ®−îc vÒ møc ®é t¸c ®éng cña tr¹m nµy

ta cã thÓ suy ra ®−îc møc ®é t¸c ®éng cña tr¹m kia.

MÆt kh¸c, xÐt c¸c chuçi sè liÖu cña hai tr¹m kÕ cËn A vµ B, gi¶ sö r»ng tr¹m

A cã chuçi dµi h¬n, khi ®ã dï sè liÖu cña c¶ hai tr¹m cã t¶n m¹n (c¸c chuçi ®øt

qu∙ng) ®i ch¼ng n÷a ta vÉn cã thÓ qui chóng vµo ba nhãm: Nhãm n n¨m bao gåm

nh÷ng kho¶ng thêi gian mµ c¶ hai tr¹m ®ång thêi cã sè liÖu; nhãm m n¨m trong ®ã

chØ cã tr¹m A cã sè liÖu cßn tr¹m B kh«ng cã; nhãm p n¨m trong ®ã tr¹m B cã sè

liÖu cßn tr¹m A kh«ng cã. Nh− vËy ®é dµi thùc cña chuçi tr¹m A lµ N=n+m, tr¹m B

lµ n+p. Tuy vËy, v× môc ®Ých cña bµi to¸n chóng ta sÏ kh«ng ®Ò cËp ®Õn p n¨m cã sè

liÖu cña tr¹m B. Trªn c¬ së qui luËt phô thuéc thèng kª gi÷a hai chuçi ®−îc x©y

dùng tõ nhãm n n¨m mµ c¶ hai tr¹m cïng cã sè liÖu, ta sÏ bæ khuyÕt cho tr¹m B.

PhÐp suy diÔn sÏ ®−îc tiÕn hµnh t−¬ng tù khi sö dông sè liÖu cña nhiÒu tr¹m

®Ó bæ khuyÕt cho mét tr¹m.

6.3.2 C¸c ph−¬ng ph¸p bæ khuyÕt sè liÖu

XÐt c¸c chuçi sè liÖu cña hai tr¹m A vµ B, trong ®ã chuçi tr¹m A cã N thµnh

phÇn {xt}={x1,x2,...,xn,xn+1,...,xN), chuçi tr¹m B cã n thµnh phÇn {yt}={y1,y2,...,yn}, h¬n

n÷a n thµnh phÇn {yt, t=1..n} cña chuçi tr¹m B t−¬ng øng cïng thêi gian víi n

thµnh phÇn {xt, t=1..n} cña chuçi tr¹m A. Tøc lµ ta cã n n¨m c¶ hai chuçi ®ång thêi

cã sè liÖu. Tõ tËp {(xt,yt), t=1..n} ta tiÕn hµnh x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn

tÝnh (xem môc 5.3.2):

 ŷ  = ao + a1x

Hay tŷ  = a0 + a1xt, t=1..n (6.3.1)

trong ®ã: ao = )n(
1

)n( xay − ,  a1 = rxy
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s
s
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(Trong ch−¬ng nµy, ký hiÖu chØ sè phÝa trªn n»m trong ngoÆc ®¬n chØ ®é dµi

chuçi ®−îc sö dông ®Ó tÝnh to¸n. VÝ dô, ®¹i l−îng )n(y  lµ gi¸ trÞ trung b×nh cña

chuçi {yt,t=1..n}, cßn )N(y lµ trung b×nh cña chuçi {yt, t=1..N}.
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HÖ thøc (6.3.1) cã thÓ ®−îc viÕt thµnh:

tŷ  = ny  + rxy

x

y

s
s (xt − nx ), (t=1..n) (6.3.2)

Ph−¬ng tr×nh (6.3.2) m« t¶ qui luËt phô thuéc tuyÕn tÝnh cña chuçi {yt} vµo

chuçi {xt} trong thêi gian n n¨m. NÕu gi¶ thiÕt r»ng qui luËt nµy vÉn phï hîp víi

thêi ®o¹n N−n n¨m mµ tr¹m B bÞ khuyÕt, ta cã c«ng thøc bæ khuyÕt sau:

yn+i = )n(y  + rxy

x

y

s
s (xn+i − )n(x ), (i=1..N−n) (6.3.3)

C«ng thøc (6.3.3) ®−îc gäi lµ ph−¬ng ph¸p håi qui bæ khuyÕt sè liÖu. NÕu c¶

hai tr¹m A vµ B cã chung nhÞp ®iÖu dao ®éng vÒ trÞ sè khÝ hËu, khi ®ã mét c¸ch gÇn

®óng cã thÓ xem rxy≈1 vµ (6.3.2) trë thµnh:

 tŷ  = )n(y  + 
x

y

s
s (xt − )n(x ), (t=1..n) (6.3.4)

Ng−êi ta gäi ®©y lµ ph−¬ng ph¸p Wild. T−¬ng øng víi (6.3.3) vµ (6.3.4) ta cã

c«ng  thøc bæ khuyÕt cho tr¹m B lµ:

yn+i = )n(y  + 
x

y

s
s (xn+i − )n(x ), (i=1..N−n) (6.3.5)

NÕu gi¶ thiÕt sè liÖu hai chuçi ®ång thêi cã cïng nhÞp ®iÖu dao ®éng vµ møc

®é dao ®éng, tøc lµ xem rxy=1 vµ sx=sy th× c«ng thøc bæ khuyÕt ®−îc gäi lµ c«ng thøc

hiÖu sè (hay ph−¬ng ph¸p hiÖu sè)

yn+i= )n(y  + (xn+i − )n(x ), (i=1..N−n) (6.3.6)

Trong tr−êng hîp c¸c chuçi sè liÖu cña hai tr¹m A vµ B quan hÖ víi nhau theo

qui luËt tû lÖ thuËn:
yt = kxt, (t=1..n) (6.3.7)

Ta cã: ∑∑
==

=
n

1t
t

n

1t
t xky , hay: k = 

)n(

)n(

x

y
(6.3.8)

Víi gi¶ thiÕt qui luËt nµy vÉn ®óng cho N−n n¨m cßn l¹i, ta cã c«ng thøc bæ

khuyÕt:

yn+i = 
)n(

)n(

x

y
xi, (i=1..N−n) (6.3.9)

Ng−êi ta gäi c«ng thøc bæ khuyÕt nµy lµ ph−¬ng ph¸p tû sè.



180

Ta nhËn thÊy r»ng, c¸c c«ng thøc bæ khuyÕt theo ph−¬ng ph¸p Wild vµ

ph−¬ng ph¸p hiÖu sè chØ lµ nh÷ng tr−êng hîp riªng cña ph−¬ng ph¸p håi qui tuyÕn

tÝnh. Trong tr−êng hîp hai chuçi quan hÖ víi nhau theo qui luËt phi tuyÕn tÝnh ta

còng cã thÓ tiÕn hµnh t−¬ng tù.

§Æc biÖt, nÕu l©n cËn tr¹m cÇn bæ khuyÕt (tr¹m B) cã nhiÒu h¬n mét tr¹m cã

chuçi sè liÖu dµi (ch¼ng h¹n cã K tr¹m) ta còng cã thÓ ph©n c¸c chuçi sè liÖu thµnh

hai nhãm: Nhãm n n¨m trong ®ã tÊt c¶ c¸c tr¹m ®ång thêi cã sè liÖu vµ nhãm N−n

n¨m trong ®ã c¸c tr¹m kh¸c cã sè liÖu, trõ tr¹m cÇn bæ khuyÕt:

Tr¹m A1 Tr¹m A2 ... Tr¹m Ak Tr¹m B

x11 x12 ... xik y1

x21 x22 ... x2k y2

... ... ... ... ...

xn1 xn2 ... xnk yn

xn+1,1 xn+1,2 ... xn+1,k

... ... ... ...

xN1 xN2 ... xNK

Tõ bé sè liÖu {y1,xt1,xt2,...xtk} (t=1..n) ta tiÕn hµnh x©y dùng ph−¬ng tr×nh håi

qui tuyÕn tÝnh (xem môc 5.5.2):

=ŷ a0+a1x1+a2x2+...+akxk (6.3.10)

Hay ty
) =a0+a1xt1+a2xt2+...+aKxtK, (t=1..n) (6.3.11)

trong ®ã ai, i=0..K lµ c¸c hÖ sè håi qui.

Ph−¬ng tr×nh (6.310) biÓu thÞ sù phô thuéc hµm tuyÕn tÝnh cña sè liÖu tr¹m B

vµo sè liÖu cña K tr¹m A1,...Ak. Víi gi¶ thiÕt r»ng qui luËt nµy vÉn phï hîp ®èi víi

thêi gian N−n n¨m mµ tr¹m B kh«ng cã sè liÖu ta cã c«ng thøc bæ khuyÕt lµ:

inŷ + =a0+a1xn+i,1+a2xn+i,2+...+aKxn+i,K, (i=1..N−n) (6.3.12)

§©y lµ c«ng thøc bè khuyÕt b»ng håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn (hay cßn gäi lµ

håi qui nhiÒu tr¹m).

6.4 Qui sè liÖu trung b×nh vÒ cïng thêi kú dµi

Trong øng dông thùc hµnh ng−êi ta th−êng quan t©m ®Õn c¸c ®Æc tr−ng cã

tÝnh æn ®Þnh cña ®iÒu kiÖn khÝ hËu. Mét trong nh÷ng ®Æc tr−ng hÕt søc quan träng

th−êng ®−îc chó ý ®Õn lµ trÞ sè trung b×nh.

§èi víi nh÷ng tr¹m cã chuçi sè liÖu ng¾n trÞ sè trung b×nh tÝnh ®−îc nhiÒu

khi kh«ng ®¶m b¶o ®é æn ®Þnh vµ v× thÕ nã kh«ng cã t¸c dông so s¸nh. Bëi vËy, vÊn



181

®Ò ®Æt ra lµ cÇn ph¶i qui trÞ sè trung b×nh cña nh÷ng tr¹m ng¾n n¨m vÒ thêi kú dµi

trªn c¬ së nh÷ng mèi quan hÖ thèng kª gi÷a nã vµ c¸c tr¹m dµi n¨m.

Gi¶ sö cÇn qui sè liÖu trung b×nh cña tr¹m ng¾n n¨m B vÒ thêi kú dµi c¨n cø

vµo mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a nã víi tr¹m dµi A. Ta nhËn thÊy r»ng trong thêi

kú n n¨m (mµ c¶ hai tr¹m ®ång thêi cã sè liÖu), ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc c¸c ®Æc

tr−ng thèng kª nh− trung b×nh, hÖ sè t−¬ng quan, ®é lÖch chuÈn. MÆt kh¸c ®èi víi

tr¹m A ta tÝnh ®−îc gi¸ trÞ trung b×nh trong thêi kú N n¨m (thêi kú dµi). VÊn ®Ò ë

®©y lµ cÇn x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ trung b×nh cña chuçi B còng trong thêi kú N n¨m

®ã. ViÖc tÝnh trung b×nh cña chuçi B nh− vËy ®−îc gäi lµ qui sè liÖu trung b×nh vÒ

thêi kú dµi.

NÕu chuçi sè liÖu tr¹m A ®ñ dµi vµ ®−îc coi lµ tr¹m chuÈn th× phÐp qui trung

b×nh cña tr¹m B vÒ thêi kú dµi theo tr¹m A ®−îc gäi lµ phÐp qui vÒ chuÈn.

Trong qu¸ tr×nh tiÕn hµnh phÐp qui ta cã thÓ sö dông phÐp qui nhiÒu b−íc.

Ch¼ng h¹n, nÕu sè liÖu tr¹m B cã thÓ qui ®−îc vÒ thêi kú dµi theo tr¹m A nh−ng ta

kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc phÐp qui tõ tr¹m C vÒ thêi kú dµi theo tr¹m A do phÐp

qui kh«ng ®¹t tiªu chuÈn, khi ®ã ta cã thÓ tiÕn hµnh qui sè liÖu cña tr¹m C vÒ thêi

kú dµi theo tr¹m B lµ tr¹m ®∙ qui theo A, víi ®iÒu kiÖn phÐp qui ®¹t tiªu chuÈn.

Sau ®©y ta sÏ xÐt mét sè ph−¬ng ph¸p qui dùa trªn c¬ së c¸c ph−¬ng ph¸p bæ

khuyÕt sè liÖu ®∙ tr×nh bµy ë trªn.

Ký hiÖu )N(y lµ gi¸ trÞ trung b×nh ®∙ qui cña tr¹m B (trung b×nh thêi kú dµi),
)n(y lµ trung b×nh cña B tÝnh trªn sè liÖu thùc cã, )N(x vµ )n(x t−¬ng øng lµ trung

b×nh tr¹m A trong thêi kú dµi (N n¨m) vµ thêi kú ng¾n (n n¨m). Tõ c¸c c«ng thøc

(6.3.2) vµ (6.3.3) ta cã:

)xx(ayxaxayxaay )n()N(
1

)n()N(
1

)n(
1

)n()N(
10

)N( −+=+−=+=

Hay )xx(
s
s

ryy )n()N(

x

y
xy

)n()N( −+=  (6.4.1)

C«ng thøc (6.4.1) ®−îc gäi lµ phÐp qui theo ph−¬ng ph¸p håi qui. B»ng c¸ch

t−¬ng tù ta cã thÓ nhËn ®−îc:

− PhÐp qui theo ph−¬ng ph¸p Wild: )xx(
s
s

yy )n()N(

x

y)n()N( −+=  (6.4.2)

− PhÐp qui theo ph−¬ng ph¸p hiÖu sè: )xx(yy )n()N()n()N( −+=   (6.4.3)

− PhÐp qui theo ph−¬ng ph¸p tû sè: )N(
)n(

)n(
)N( x
x

yy =       (6.4.4)

− PhÐp qui theo håi qui nhiÒu tr¹m:
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∑
=






 −+=

K

1i

)n(
i

)N(
ii

)n()N( xxayy    (6.4.5)

trong ®ã )N(
ix vµ )n(

ix  lµ trung b×nh thêi kú N n¨m vµ n n¨m cña tr¹m Ai, cßn ai lµ

c¸c hÖ sè håi qui (i=1..K).

Mét sè nhËn xÐt

ViÖc bæ khuyÕt sè liÖu còng nh− qui sè liÖu trung b×nh vÒ thêi kú dµi ®−îc

tr×nh bµy trªn ®©y nãi chung kh¸ thuËn tiÖn cho qu¸ tr×nh tÝnh to¸n thñ c«ng hoÆc

tÝnh to¸n b»ng nh÷ng c«ng cô th« s¬. Khi xö lý víi nh÷ng tËp sè liÖu dµi hoÆc cÇn

xö lý víi nhiÒu tËp sè liÖu mµ khèi l−îng tÝnh to¸n lín th× c¸c ph−¬ng ph¸p trªn

®©y cho phÐp lµm gi¶m thêi gian tÝnh to¸n mét c¸ch ®¸ng kÓ.

Tuy nhiªn, cïng víi sù ph¸t triÓn m¹nh mÏ cña c«ng nghÖ tin häc vµ m¸y

tÝnh, thêi gian tÝnh to¸n còng nh− khèi l−îng tÝnh to¸n nhiÒu khi kh«ng cßn lµ vÊn

®Ò lo ng¹i. Do ®ã c¸i mµ ng−êi ta quan t©m hiÖn nay lµ ®é chÝnh x¸c cña ph−¬ng

ph¸p. Bëi vËy trong c¸c ph−¬ng ph¸p bæ khuyÕt sè liÖu vµ qui sè liÖu trung b×nh vÒ

thêi kú dµi ®−îc xÐt trªn ®©y th× ph−¬ng ph¸p håi qui ®−îc ¸p dông nhiÒu nhÊt.

6.5 Liªn tôc ho¸ chuçi sè liÖu

6.5.1 §Æt bµi to¸n

Liªn tôc ho¸ (hay cßn gäi lµ lÊp ®Çy) chuçi sè liÖu lµ thùc hiÖn viÖc bæ sung

vµo nh÷ng vÞ trÝ khuyÕt sè liÖu cña chuçi ®Ó biÕn chuçi ban ®Çu thµnh chuçi cã

b−íc thêi gian ®Òu nhau. H×nh 6.1 ®−a ra s¬ ®å vÝ dô minh häa vÒ yªu cÇu cña bµi

to¸n liªn tôc ho¸ chuçi sè liÖu.

Ta cã thÓ thùc hiÖn viÖc liªn tôc ho¸ b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p bæ khuyÕt ®−îc

tr×nh bµy trªn ®©y. Ng−êi ta gäi ®ã lµ ph−¬ng ph¸p sö dông tr¹m tùa. Nã lµ mét

trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p cã hiÖu qu¶ v× nã ®−îc dùa trªn gi¶ thiÕt vÒ tÝnh ®ång

nhÊt, ®¼ng h−íng ®Þa ph−¬ng cña c¸c tr−êng khÝ t−îng. Tuy nhiªn trong mét vµi

tr−êng hîp ph−¬ng ph¸p nµy tá ra kh«ng hiÖu lùc bëi c¸c chuçi ®Òu bÞ gi¸n ®o¹n

vµo cïng mét thêi ®iÓm hoÆc c¸c tr¹m c¸ch nhau qu¸ xa, lµm cho gi¶ thiÕt vÒ tÝnh

®ång nhÊt ®¼ng h−íng ®Þa ph−¬ng bÞ vi ph¹m; mèi liªn hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c

chuçi v× thÕ mµ qu¸ yÕu, kh«ng ®¶m b¶o ®é chÝnh x¸c. Trong tr−êng hîp nµy

ph−¬ng ph¸p néi suy trªn chÝnh chuçi cÇn bæ khuyÕt tá ra cã −u thÕ h¬n.
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Gi¸ trÞ cÇn bæ khuyÕt§iÓm cã sè liÖu

t1
tktk-1tk-2 tk+1 tk+2

H×nh 6.1 S¬ ®å chuçi sè liÖu cÇn liªn tôc ho¸

VÒ c¬ b¶n bµi to¸n liªn tôc ho¸ chuçi sè liÖu ®−îc ®Æt ra nh− sau:

Cho chuçi thêi gian x(ti), (i=1,2,...,n) tõ t1 ®Õn tn, trong ®ã ti chØ thêi ®iÓm cã sè
liÖu. VÒ nguyªn t¾c c¸c thêi ®iÓm ti c¸ch ®Òu nhau. Nh−ng trªn thùc tÕ chuçi bÞ
khuyÕt ®i mét sè gi¸ trÞ x(to) nµo ®ã (t1 < to < tn− h×nh 6.1). Yªu cÇu cÇn tÝnh ®−îc
gi¸ trÞ x(to) bÞ khuyÕt thiÕu nµy.

6.5.2 Ph−¬ng ph¸p néi suy tuyÕn tÝnh tèi −u lÊp ®Çy chuçi

Ph−¬ng ph¸p néi suy tuyÕn tÝnh tèi −u ®−îc ¸p dông trªn c¬ së gi¶ thiÕt r»ng
chuçi x(ti), (i=1,2,...,n) lµ c¸c gi¸ trÞ cña mét thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn
dõng X(t) t¹i n l¸t c¾t ti. Gi¸ trÞ cÇn néi suy x(to) ®−îc xem nh− lµ kÕt qu¶ cña viÖc
t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh lªn tËp hîp c¸c gi¸ trÞ x(tk), víi tk ≠ to vµ k=1,2,...,m lµ
c¸c l¸t c¾t ®−îc sö dông ®Ó néi suy gi¸ trÞ x(to):

x(to) = ∑
=
α

m

1k
kk )t(x (6.5.1)

trong ®ã αk (k=1..m) ®−îc gäi lµ c¸c träng sè néi suy, ®ã lµ nh÷ng hÖ sè ph¶i t×m.
Bµi to¸n dÉn ®Õn viÖc x¸c ®Þnh c¸c h»ng sè αk (k=1..m) ®Ó cho sai sè b×nh ph−¬ng
trung b×nh cña phÐp néi suy ®¹t cùc tiÓu:

),...,,( m21
2
m ααασ = 




















α− ∑

=

2m

1k
kko )t(X)t(X  → min  (6.5.2)

§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tho¶ m∙n (6.5.2) lµ tÊt c¶ c¸c ®¹o hµm riªng cña
),...,,( m21

2
m ααασ  theo c¸c αk ®Òu ph¶i triÖt tiªu:

0),...,,(

k

m21
2
m =

∂α
ααα∂σ

, (k=1..m) (6.5.3)

Kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ thiÕt r»ng kú väng to¸n häc M[X(t)] = 0,
®iÒu nµy còng cã nghÜa lµ chuçi ban ®Çu ®∙ ®−îc qui t©m, khi ®ã, tõ (6.5.2) ta cã:

),..,( m1
2
m αασ = ∑∑∑

= ==
αα+α−

m

1k

m

1j
jkjk

m

1k
koko

2 )t(X)t(X)t(X)t(X2)t(X =

= Rx(0) − 2 ∑
=

−α
m

1k
koxk )tt(R  + ∑∑

= =
−αα

m

1k

m

1j
kjxjk )tt(R (6.5.4)
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Trong ®ã Rx(tj−tk) vµ Rx(to−tk) lµ c¸c gi¸ trÞ cña hµm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh

ngÉu nhiªn X(t). Thay (6.5.4) vµo (6.5.3) ta nhËn ®−îc:

k

m1
2
m ),..,(
∂α

αα∂σ
= −2 )tt(R kox − + 2∑

=
−α

m

1j
kjxj )tt(R = 0, (k=1..m)

Hay  ∑
=

−α
m

1j
kjxj )tt(R = )tt(R kox − , (k=1..m) (6.5.5)

§©y lµ mét hÖ ph−¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh cã m ph−¬ng tr×nh vµ m Èn sè.

Trong ®ã hµm t−¬ng quan Rx(τ) ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau:

Rx(τk) = Rx(k∆τ) = ∑
−

=
+−

kn

1i
kii )t(x)t(x

kn
1

(6.5.6)

víi ∆τ lµ b−íc thêi gian cña chuçi. Th«ng th−êng trong khÝ hËu ∆τ kh«ng ®æi vµ

b»ng 1 n¨m.

Gi¶i hÖ (6.5.5) ta nhËn ®−îc c¸c trong sè néi suy αk ph¶i t×m. Sau khi ®∙ cã

®−îc c¸c αk, thay vµo c«ng thøc (6.5.1) ta tÝnh ®−îc gi¸ trÞ cÇn néi suy x(to).
Thay (6.5.5) vµo (6.5.4) ta cã biÓu thøc ®Ó ®¸nh gi¸ sai sè cña phÐp néi suy:

),..,( m1
2
m αασ = Rx(0) − ∑∑

= =
−αα

m

1k

m

1j
kjxjk )tt(R (6.5.7)

V× hµm t−¬ng quan lµ x¸c ®Þnh d−¬ng nªn h¹ng thø hai vÕ ph¶i kh«ng ©m:

∑∑
= =

−αα
m

1k

m

1j
kjxjk )tt(R ≥ 0

Tõ ®ã ta cã: ),..,( m1
2
m αασ ≤ Rx(0) = Dx.

Tøc lµ sai sè cña phÐp néi suy kh«ng v−ît qu¸ ph−¬ng sai cña qu¸ tr×nh ngÉu

nhiªn X(t).

Ta h∙y xÐt mét sè tr−êng hîp ®Æc biÖt:

1) Gi¶ sö Rx(to−tk) = 0, tøc lµ gi¸ trÞ cÇn néi suy kh«ng t−¬ng quan víi c¸c

®iÓm ®−îc chän ®Ó néi suy, khi ®ã:

∑
=

−α
m

1j
kjxj )tt(R = 0, (k=1..m) (6.5.8)

Tõ ®ã suy ra α1=α2=...=αm=0, tøc lµ gi¸ trÞ néi suy chÝnh b»ng kú väng (trung

b×nh) cña chuçi. §©y lµ mét tÝnh chÊt quan träng nh−ng ®−îc ¸p dông trong thùc

tÕ: nhiÒu khi ®Ó ®¬n gi¶n ng−êi ta g¸n gi¸ trÞ khuyÕt thiÕu (gi¸ trÞ cÇn néi suy)

b»ng chÝnh trung b×nh cña chuçi. Sai sè néi suy trong tr−êng hîp nµy b»ng ph−¬ng

sai cña chuçi.
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2) Gi¶ sö Rx(tj−tk) = 0 khi j≠k, tøc lµ c¸c gi¸ trÞ ®−îc chän lµm néi suy kh«ng
t−¬ng quan víi nhau nh−ng cã t−¬ng quan víi gi¸ trÞ cÇn néi suy, khi ®ã ta cã:

αkRx(0) = Rx(to−tk), (k=1..m)

Suy ra: αk = 
)0(R
)tt(R

x

kox −
= rx(to−tk) (6.5.9)

Trong tr−êng hîp nµy, c¸c träng sè néi suy αk b»ng gi¸ trÞ cña hÖ sè t−¬ng
quan gi÷a ®iÓm cÇn néi suy vµ c¸c ®iÓm ®−îc chän ®Ó néi suy.

6.5.3 Néi suy parabol

Néi suy parabol dùa trªn c¬ së xem chuçi ban ®Çu nh− lµ mét hµm cña thêi gian:

x(t) = f(t) (6.5.10)

cßn x(t0), t0≠ti, lµ ®iÓm cÇn néi suy.

ta sÏ gäi c¸c ®iÓm tii=1..n, l c¸c nót néi suy. §a thøc P(t) d−îc x¸c ®Þnh duy nhÊt
b»ng c¸c nót vµ b»ng gi¸ trÞ cña chuçi t¹i c¸c nót ®ã. Yªu cÇu cña phÐp néi suy lµ
gi÷ nguyªn gi¸ trÞ cña chuçi c¸c nót néi suy, nªn sai sè quan tr¾c, nÕu cã, vÉn ®−îc
b¶o toµn.

§a thøc néi suy P(t) ®−îc thiÕt lËp theo c«ng thøc Lagrange:

P(t) = ∑
=

n

1i
ii x)t(L (6.5.11)

trong ®ã xi = x(ti) lµ c¸c gi¸ trÞ cña chuçi. §a thøc Li(t) ®−îc x¸c ®Þnh bëi c¸c nót néi
suy:

Li(t) = )tt)...(tt)(tt)...(tt(
)tt)...(tt)(tt)...(tt(

ni1ii1ii1i

n1i1i1
−−−−

−−−−

+−

+− , (i=1..n) (6.512)

vµ lÊy gi¸ trÞ t¹i c¸c nót ®ã: Li(tj) = δij = 




≠
=
jikhi0
jikhi1

(6.513)

Nh− vËy ta dÔ dµng x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ néi suy x(to):

x(to) = P(to) = ∑
=

n

1i
ioi )t(x)t(L (6.5.14)

víi Li(to) = )tt)...(tt)(tt)...(tt(
)tt)...(tt)(tt)...(tt(

ni1ii1ii1i

no1io1io1o
−−−−
−−−−

+−

+− , (i=1..n)

Khi n=2 ta cã c«ng thøc néi suy tuyÕn tÝnh quen thuéc:
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1o

12

1o
tt
tt

)t(x)t(x
)t(x)t(x

−
−

=
−
−

 hay x(to) = )t(x
tt
tt)t(x
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−
−
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Ch−¬ng 7
Ph©n tÝch chuçi thêi gian

7.1 CÊu tróc chuçi thêi gian

Chuçi thêi gian lµ chuçi sè liÖu ®−îc s¾p xÕp theo tr×nh tù thêi gian. Ph©n

tÝch chuçi thêi gian lµ nghiªn cøu cÊu tróc bªn trong cña chuçi víi môc ®Ých t×m

kiÕm vµ ph¸t hiÖn nh÷ng qui luËt biÕn ®æi theo thêi gian. Nãi chung c¸c chuçi thêi

gian th−êng Èn chøa nhiÒu thµnh phÇn kh¸c nhau. §èi víi c¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng,

khÝ hËu chuçi thêi gian th−êng chøa ®ùng c¸c thµnh phÇn sau ®©y:

• Dao ®éng ngÉu nhiªn: Lµ nh÷ng biÕn ®æi th¨ng gi¸ng kh«ng phô thuéc vµo thêi

gian cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi

• NhiÔu ®éng: Lµ nh÷ng biÕn ®æi bÊt th−êng mang tÝnh ngÉu nhiªn, tuy vËy gi÷a

chóng vÉn tån t¹i nh÷ng mèi quan hÖ nµo ®ã vµ chóng cã thÓ xuÊt hiÖn sau

nh÷ng kho¶ng thêi gian nhÊt ®Þnh

• Dao ®éng tuÇn hoµn: Lµ nh÷ng biÕn ®æi biÓu hiÖn tÝnh chÊt th¼ng gi¸ng cã nhÞp

®iÖu ®Òu ®Æn, v× vËy ng−êi ta cßn gäi ®ã lµ thµnh phÇn dao ®éng nhÞp ®iÖu

• Dao ®éng cã chu kú: Lµ nh÷ng dao ®éng biÕn ®æi cã tÝnh lÆp l¹i t−¬ng ®èi

th−êng xuyªn sau nh÷ng kho¶ng thêi gian kh¸ ®Òu ®Æn

• Thµnh phÇn xu thÕ: BiÓu hiÖn xu h−íng t¨ng hoÆc gi¶m theo thêi gian cña c¸c

thµnh phÇn trong chuçi

Trong thùc tÕ nghiªn cøu ng−êi ta th−êng ®ång nhÊt thµnh phÇn dao ®éng

ngÉu nhiªn víi thµnh phÇn nhiÔu ®éng vµ thµnh phÇn tuÇn hoµn víi thµnh phÇn

dao ®éng cã chu kú, mÆc dï sù ®ång nhÊt nµy ch¾c ch¾n kh«ng tho¶ ®¸ng. Tuy

nhiªn, cã sù ph©n biÖt ®¸ng kÓ gi÷a kh¸i niÖm chuçi thêi gian trong khÝ t−îng vµ

chuçi thêi gian trong khÝ hËu. Theo quan ®iÓm khÝ t−îng, hai trÞ sè kÕ cËn trong

chuçi thêi gian cã thÓ c¸ch nhau mét giê, mét kú quan tr¾c (3 hoÆc 6 giê), mét

ngµy, mét th¸ng vµ thËm chÝ d−íi mét giê, nh−ng kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lµ mét

n¨m. V× vËy, cã thÓ xem chuçi thêi gian trong khÝ t−îng bao gåm c¸c thµnh phÇn:

• Dao ®éng tuÇn hoµn ngµy, tøc lµ nh÷ng biÕn ®æi theo chu kú ngµy
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• Dao ®éng tuÇn hoµn n¨m, tøc lµ nh÷ng biÕn ®æi theo chu kú n¨m

• Xu thÕ dµi n¨m

• Chu kú dµi n¨m

• Dao ®éng ngÉu nhiªn

Cßn c¬ cÊu chuçi thêi gian trong khÝ hËu chØ chøa 3 thµnh phÇn c¬ b¶n:

• Xu thÕ dµi n¨m

• Chu kú dµi n¨m

• Thµnh phÇn ngÉu nhiªn

1) Xu thÕ dµi n¨m: Minh ho¹ vÒ xu thÕ dµi n¨m ®−îc dÉn ra trªn h×nh 7.1. §ã lµ

nh÷ng biÕn ®æi cña chuçi sè liÖu cã tÝnh chÊt ®¬n ®iÖu vµ t−¬ng ®èi th−êng

xuyªn. Tèc ®é biÕn ®æi cña chuçi gÇn nh− ®ång ®Òu. C¸c trÞ sè cña chuçi cã xu

thÕ t¨ng dÇn hoÆc gi¶m dÇn ®Õn gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt. Tuy vËy kh«ng

nhÊt thiÕt ®ã lµ xu thÕ tuyÕn tÝnh.

2) Chu kú dµi n¨m: Chu kú dµi n¨m lµ nh÷ng biÕn ®æi cña chuçi mang tÝnh chÊt

lÆp l¹i gi¸ trÞ sau nh÷ng kho¶ng thêi gian nhÊt ®Þnh nµo ®ã (h×nh 7.2). Mèi

t−¬ng quan gi÷a c¸c thµnh phÇn trong chuçi th−êng ®¹t trÞ sè lín nhÊt khi xÐt

tíi hai thµnh phÇn c¸ch nhau mét sè n¨m xÊp xØ víi ®é dµi chu kú.

x

t

a)
b)

H×nh 7.1 BiÕn ®æi xu thÕ dµi n¨m

a) Xu thÕ t¨ng; b) Xu thÕ gi¶m

x

t

H×nh 7.2 BiÕn ®æi chu kú dµi n¨m

3) Dao ®éng ngÉu nhiªn: H×nh 7.3 minh ho¹ vÒ tÝnh dao ®éng ngÉu nhiªn cña

chuçi. §ã lµ nh÷ng biÕn ®æi th−êng xuyªn kh«ng æn ®Þnh. DÊu chuÈn sai cña

mét vµi thµnh phÇn kÕ cËn th−êng kh¸c nhau. Biªn ®é ®éng th−êng kh«ng qu¸

lín vµ nãi chung xoay quanh gi¸ trÞ trung b×nh. Bëi vËy gi¸ trÞ trung b×nh ®−îc

coi lµ chuÈn mùc th¨ng b»ng cña c¸c dao ®éng ngÉu nhiªn.
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x

t

H×nh 7.3 Dao ®éng ngÉu nhiªn

x

t

H×nh 7.4 KÕt hîp xu thÕ vµ ngÉu nhiªn

Trong thùc tÕ c¸c chuçi th−êng tån t¹i kÕt hîp hai (h×nh 7.4, 7.5) hoÆc ba

(h×nh 7.6) thµnh phÇn nãi trªn, trong ®ã thµnh phÇn ngÉu nhiªn lu«n xuÊt hiÖn.

x

t

H×nh 7.5 KÕt hîp chu kú vµ ngÉu nhiªn

x

t

H×nh 7.6 KÕt hîp c¶ 3 thµnh phÇn

Néi dung bµi to¸n ph©n tÝch chuçi thêi gian bao gåm hai vÊn ®Ò chÝnh lµ ph©n
tÝch xu thÕ vµ ph©n tÝch chu kú. §ã còng lµ nh÷ng néi dung c¬ b¶n cña bµi to¸n
nghiªn cøu biÕn ®æi khÝ hËu mµ ta cã thÓ nªu lªn d−íi d¹ng bµi to¸n sau:

Cho chuçi thêi gian {xt,t=1..n} cña ®Æc tr−ng yÕu tè khi hËu nµo ®ã. Trªn c¬ së
ph©n tÝch cÊu tróc thèng kª cña chuçi h∙y x¸c ®Þng xu thÕ biÕn ®æi dµi n¨m vµ tÝnh
dao ®éng cã chu kú cña ®Æc tr−ng yÕu tè ®ã.

Tuy nhiªn, nh− ®∙ thÊy, chuçi  thêi gian lu«n lu«n chøa ®ùng thµnh phÇn dao
®éng ngÉu nhiªn. §Ó cã thÓ ph¸t hiÖn ®−îc xu thÕ biÕn ®æi vµ c¸c chu kú dao ®éng,
cÇn thiÕt ph¶i läc bá nh÷ng dao ®éng ngÉu nhiªn trong chuçi. Vµ nh− vËy, xuÊt
hiÖn mét nhiÖm vô quan träng trong bµi to¸n ph©n tÝch chuçi thêi gian lµ läc chuçi
hay lµm tr¬n chuçi.

7.2 Vµi nÐt vÒ ph©n tÝch chuçi thêi gian trong khÝ t−îng, khÝ hËu

ViÖc ph©n tÝch chuçi thêi gian b»ng c«ng cô thèng kª buéc ph¶i chÊp nhËn

mét gi¶ thiÕt hÕt søc c¬ b¶n lµ tÝnh dõng cña c¸c qu¸ tr×nh khÝ quyÓn. TÝnh dõng ë
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®©y cã nghÜa lµ mäi tÝnh chÊt thèng kª cña qu¸ tr×nh trong qu¸ khø vÉn ®−îc b¶o

toµn cho c¶ trong t−¬ng lai. Kh¸i niÖm nµy ®−îc øng dông kh¸ phæ biÕn trong c¸c

m« h×nh thèng kª dù b¸o thêi tiÕt, khÝ hËu. §−¬ng nhiªn r»ng ta kh«ng nªn tin

t−ëng tuyÖt ®èi vµo nh÷ng trÞ sè dù b¸o ®−îc trong t−¬ng lai th«ng qua chuçi sè

liÖu quan tr¾c hiÖn cã cña qu¸ tr×nh ®ang xÐt. Ch¼ng h¹n, tõ viÖc ph©n tÝch chuçi

sè liÖu nhiÖt ®é (vµ chØ cã nhiÖt ®é mµ th«i!) ta cã thÓ ®−a ra ®−îc gi¸ trÞ dù b¸o

cña nã trong t−¬ng lai, nh−ng h∙y c¶nh gi¸c víi ®é chÝnh x¸c cña dù b¸o. Tuy

nhiªn, trong rÊt nhiÒu tr−êng hîp gi¶ thiÕt vÒ tÝnh dõng l¹i tá ra rÊt hîp lý.

Cã hai ph−¬ng ph¸p tiÕp cËn c¬ b¶n khi ph©n tÝch chuçi thêi gian, lµ ph©n

tÝch chuçi trªn miÒn thêi gian vµ ph©n tÝch chuçi trªn miÒn tÇn sè. VÒ b¶n chÊt,

xuÊt ph¸t ®iÓm cña c¸c ph−¬ng ph¸p nµy rÊt kh¸c nhau, nh−ng chóng kh«ng hoµn

toµn ®éc lËp víi nhau mµ bï trõ cho nhau vÒ mÆt biÓu diÔn to¸n häc.

Ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch trªn miÒn thêi gian t×m c¸c ®Æc tr−ng cña chuçi sè

liÖu dùa vµo c«ng cô c¬ b¶n lµ hµm tù t−¬ng quan (autocorrelation function).

Ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch trªn miÒn tÇn sè biÓu diÔn sù biÕn ®æi cña chuçi sè liÖu

nh− lµ hµm cña nh÷ng tÇn sè dao ®éng, qua ®ã lµm xuÊt hiÖn sù ®ãng gãp hay tÝch

luü n¨ng l−îng cña qu¸ tr×nh t¹i nh÷ng quy m« thêi gian hoÆc nh÷ng tÇn sè ®Æc

tr−ng kh¸c nhau.

§èi víi nh÷ng chuçi sè liÖu mµ cã thÓ xem chóng nh− tËp c¸c gi¸ trÞ cã thÓ

cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c, ph©n tÝch miÒn thêi gian ®−îc thùc hiÖn trªn c¬ së

kh¸i niÖm xÝch Markov. Cã thÓ h×nh dung xÝch Markov nh− lµ hÖ thèng c¸c tr¹ng

th¸i x¶y ra liªn tiÕp theo thêi gian. Chuçi c¸c tr¹ng th¸i nµy cÇn ph¶i tho¶ m∙n

nh÷ng thuéc tÝnh nµo ®ã, ®−îc gäi lµ thuéc tÝnh Markov. Ch¼ng h¹n, thuéc tÝnh

cña xÝch Markov bËc nhÊt cã thÓ ®−îc biÓu diÔn bëi:

P(Xt+1/Xt,Xt−1,...,X1) = P(Xt+1/Xt) (7.2.1)

trong ®ã Xi, i=1, 2,... lµ c¸c tr¹ng th¸i cña hÖ thèng t¹i c¸c thêi ®iÓm i=1, i=2,..., i=t,

cßn t lµ thêi ®iÓm hiÖn t¹i.

BiÓu thøc (7.2.1) hµm ý r»ng x¸c suÊt ®Ó hÖ nhËn tr¹ng th¸i Xt+1 t¹i thêi ®iÓm

t+1 chØ phô thuéc vµo tr¹ng th¸i cña hÖ t¹i thêi ®iÓm t (Xt). Hay nãi c¸ch kh¸c, x¸c

suÊt cña tr¹ng th¸i t−¬ng lai chØ phô thuéc vµo tr¹ng th¸i hiÖn t¹i mµ kh«ng phô

thuéc vµo qu¸ khø. VÝ dô, gi¸ trÞ dù b¸o nhiÖt ®é tèi thÊp ngµy mai chØ phô thuéc

vµo sè liÖu quan tr¾c ngµy h«m nay, cßn nh÷ng sè liÖu cña c¸c quan tr¾c tr−íc ®ã

kh«ng cã ý nghÜa cung cÊp th«ng tin thªm cho viÖc dù b¸o nµy. Ng−êi ta gäi x¸c

suÊt biÓu diÔn bëi (7.2.1) lµ x¸c suÊt chuyÓn tr¹ng th¸i cña xÝch Markov, nã lµ x¸c

suÊt cã ®iÒu kiÖn.
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M« h×nh xÝch Markov cho c¸c biÕn rêi r¹c cã thÓ ®−îc xÐt trªn nhiÒu ph−¬ng

diÖn kh¸c nhau, nh− xÝch Markov bËc nhÊt hay bËc cao, xÝch Markov hai hay nhiÒu

tr¹ng th¸i. VÝ dô, cã thÓ øng dông xÝch Markov bËc nhÊt hai tr¹ng th¸i ®Ó kh¶o s¸t

chuçi c¸c sù kiÖn “cã m−a” hay “kh«ng m−a”. C¸c sù kiÖn nµy diÔn ra liªn tiÕp theo

thêi gian vµ chóng cã thÓ ®−îc m∙ ho¸ bëi c¸c trÞ sè 0 (kh«ng cã m−a xuÊt hiÖn) vµ

1 (cã m−a xuÊt hiÖn). BiÕn tr¹ng th¸i cña hÖ trong tr−êng hîp nµy lµ mét biÕn nhÞ

ph©n X={0, 1}. Nh− vËy, theo tiÕn tr×nh thêi gian gi¸ trÞ cña X lµ mét chuçi c¸c sè 0

hoÆc 1. Tøc lµ ta cã, ch¼ng h¹n, x1=0, x2=0, x3=1, x4=1, x5=0,...,xt=1. Víi m« h×nh

bËc nhÊt ta cÇn quan t©m ®Õn x¸c suÊt ®Ó hÖ nhËn tr¹ng th¸i t¹i thêi ®iÓm t+1

trong t−¬ng lai khi ®∙ biÕt tr¹ng th¸i hiÖn t¹i cña hÖ (x¸c suÊt chuyÓn tr¹ng th¸i):

P(Xt+1/Xt). C¸c x¸c suÊt chuyÓn tr¹ng th¸i ®ã lµ:

p00 = P(Xt+1 = 0/ Xt = 0)

p01 = P(Xt+1 = 1/ Xt = 0)

p10 = P(Xt+1 = 0/ Xt = 1)

p11 = P(Xt+1 = 1/ Xt = 1)

§èi víi nh÷ng biÕn liªn tôc, nh− nhiÖt ®é, ¸p suÊt, l−îng m−a,... m« h×nh xÝch

Markov trªn ®©y kh«ng phï hîp, bëi ta kh«ng thÓ liÖt kª tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cã thÓ

cña chóng. Trong tr−êng hîp nµy, thay cho xÝch Markov ng−êi ta sö dông kh¸i

niÖm m« h×nh tù håi qui, hay m« h×nh Box−Jenkins. M« h×nh ®¬n gi¶n nhÊt lo¹i

nµy lµ m« h×nh tù håi qui bËc nhÊt (First order Autoregression − AR(1)). §«i khi

ng−êi ta cßn gäi m« h×nh AR(1) lµ qu¸ tr×nh Markov hay s¬ ®å Markov. Thuéc tÝnh

Markov (7.2.1) trong tr−êng hîp nµy cã thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng:

P(Xt+1 ≤ xt+1 / Xt ≤ xt, Xt−1 ≤ xt−1,..., X1 ≤ x1)= P(Xt+1 ≤ xt+1 / Xt ≤ xt) (7.2.2)

trong ®ã xt lµ gi¸ trÞ cña X t¹i thêi ®iÓm t.

M« h×nh tù håi qui bËc nhÊt ®èi víi chuçi thêi gian {xt} cña biÕn liªn tôc X cã

thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng:

xt+1 − µ = φ(xt − µ) + εt+1

trong ®ã xt vµ xt+1 t−¬ng øng lµ gi¸ trÞ cña chuçi t¹i thêi ®iÓm t vµ t+1, µ lµ trung
b×nh cña chuçi, φ lµ tham sè tù håi qui vµ ε lµ phÇn d− hay sai sè.

Cã thÓ hiÓu m« h×nh AR(1) nh− lµ ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh dù b¸o gi¸

trÞ cña biÕn ngÉu nhiªn X víi yÕu tè dù b¸o lµ gi¸ trÞ trong t−¬ng lai (thêi ®iÓm

t+1) vµ nh©n tè dù b¸o lµ gi¸ trÞ hiÖn t¹i cña X. Gi¸ trÞ t¹i thêi ®iÓm t−¬ng lai xt+1

cña X ®−îc x¸c ®Þnh bëi hai thµnh phÇn: thµnh phÇn thø nhÊt lµ hµm cña xt, thµnh

phÇn thø hai, εt+1, lµ mét biÕn ngÉu nhiªn mµ th−êng ®−îc gi¶ thiÕt lµ cã ph©n bè
chuÈn víi kú väng b»ng 0 vµ ph−¬ng sai b»ng 2

εσ . Trong thùc tÕ, do gi¶ thiÕt tÝnh
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dõng cña chuçi thêi gian, trung b×nh µ ®−îc lÊy b»ng trung b×nh sè häc cña chuçi

vµ xem nã kh«ng ®æi theo thêi gian. ¦íc l−îng thèng kª cña tham sè tù håi qui φ lµ

trÞ sè cña hµm tù t−¬ng quan t¹i ®èi sè b»ng kho¶ng thêi gian gi÷a hai thêi ®iÓm.

7.3 C¸c phÐp biÕn ®æi vµ läc chuçi

Trong nhiÒu tr−êng hîp viÖc biÕn ®æi chuçi sè liÖu ban ®Çu vÒ chuçi míi ®Ó tõ

®ã tiÕn hµnh tÝnh to¸n, ph©n tÝch sÏ mang l¹i hiÖu qu¶ hÕt søc lý thó. Ch¼ng h¹n,

khi gi÷ nguyªn sè liÖu ban ®Çu th× biÕn ®ang xÐt cã tÝnh bÊt ®èi xøng lín, nh−ng

nÕu ta lÊy l«garit tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ sè liÖu ®Ó nhËn ®−îc chuçi sè liÖu míi th× chuçi

nµy kh«ng nh÷ng tho¶ n∙m tÝnh ®èi xøng mµ cßn tu©n theo luËt chuÈn. Th«ng

th−êng trong khÝ t−îng, khÝ hËu ng−êi ta sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi sau ®©y.

7.3.1 PhÐp biÕn ®æi luü thõa

PhÐp biÕn ®æi luü thõa th−êng ®−îc ¸p dông cho nh÷ng chuçi sè liÖu bÊt ®èi

xøng, nhËn gi¸ trÞ d−¬ng. Ký hiÖu sè liÖu ban ®Çu lµ x, chuçi sÏ ®−îc biÕn ®æi theo

mét trong c¸c d¹ng thøc:
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trong ®ã λ lµ mét tham sè ®−îc chän tuú ý sao cho chuçi ®∙ biÕn ®æi trë nªn phï

hîp h¬n theo nghÜa nµo ®ã.

VÝ dô 7.3 Tõ chuçi sè liÖu l−îng m−a th¸ng 1 trong thêi gian 50 n¨m cña

tr¹m A, sö dông phÐp biÕn ®æi (7.3.2) víi c¸c gi¸ trÞ λ kh¸c nhau ta nhËn ®−îc kÕt

qu¶ tr×nh bµy trong b¶ng 7.1. Tõ ®ã ta tÝnh ®−îc ®é bÊt ®èi xøng øng víi tõng

chuçi:

SL gèc λ=1 λ=0.5 λ=0 λ=−0.5

§é bÊt ®èi xøng 1.83 1.83 0.84 −0.18 −1.20

Râ rµng sau khi thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi tÝnh bÊt ®èi xøng cña chuçi thay ®æi

rÊt ®¸ng kÓ. Víi gi¸ trÞ λ=1, chuçi míi chØ kh¸c chuçi ban ®Çu mét h»ng sè céng

(y=x−1), do ®ã tÝnh bÊt ®èi xøng vÉn ®−îc b¶o toµn. Khi λ==0.5, so víi chuçi ban

®Çu tÝnh bÊt ®èi xøng ®∙ gi¶m ®i nh−ng vÉn cßn lÖch ph¶i. NÕu λ gi¶m xuèng ®Õn

0, bÊt ®èi xøng cña chuçi ®∙ biÕn ®æi tõ lÖch ph¶i sang lÖch tr¸i. NÕu λ cµng gi¶m
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tÝnh lÖch tr¸i cµng t¨ng. Trong tr−êng hîp trªn, ®é bÊt ®èi xøng nhá nhÊt khi λ=0.

§iÒu nµy cßn ®−îc thÓ hiÖn râ trªn h×nh 7.7.

a) SL gèc b) λ=0.5

c) λ=0 d) λ=−0.5

H×nh 7.7 Ph©n bè tÇn suÊt chuçi l−îng m−a tr¹m A qua c¸c phÐp biÕn ®æi

7.3.2 BiÕn ®æi qui t©m vµ chuÈn ho¸ sè liÖu

Nh− ®∙ nãi trªn ®©y, gi¶ thiÕt vÒ t×nh dõng cña chuçi cã ý nghÜa rÊt quan

träng khi sö dông c«ng cô thèng kª nghiªn cøu chuçi thêi gian. Tuy nhiªn, hÇu hÕt

c¸c qu¸ tr×nh khÝ quyÓn hoÆc kh«ng tho¶ m∙n tÝnh dõng hoÆc tho¶ m∙n víi møc ®é

yÕu ít. Víi môc ®Ých lµm “t¨ng” tÝnh dõng cña qu¸ tr×nh ng−êi ta th−êng thùc hiÖn

phÐp biÕn ®æi qui t©m vµ chuÈn ho¸ chuçi. Qua phÐp biÕn ®æi qui t©m chuçi trë

thµnh cã trung b×nh b»ng 0, cßn phÐp chuÈn ho¸ lµm cho chuçi võa cã trung b×nh

b»ng 0 võa cã ph−¬ng sai b»ng ®¬n vÞ. Ký hiÖu chuçi qui t©m bëi x’ cßn chuçi chuÈn

ho¸ bëi z, ta cã:

x’ = x − x (7.3.3)

z = 
xs
xx −

 = 
xs
x′

(7.3.4)

trong ®ã x  vµ sx t−¬ng øng lµ trung b×nh vµ ®é lÖch chuÈn cña chuçi.

Nh− vËy, phÐp biÕn ®æi qui t©m kh«ng lµm thay ®æi thø nguyªn cña chuçi

trong khi phÐp chuÈn ho¸ biÕn chuçi trë thµnh v« thø nguyªn.
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7.3.3 Läc chuçi b»ng ph−¬ng ph¸p trung b×nh tr−ît

Ph−¬ng ph¸p trung b×nh tr−ît lµ mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p ®−îc øng

dông phæ biÕn trong khÝ hËu. Môc ®Ých cña ph−¬ng ph¸p lµ lo¹i trõ vai trß cña tÝnh

ngÉu nhiªn trong chuçi, lo¹i trõ ¶nh h−ëng cña nh÷ng chu kú ng¾n vµ t¹o c¬ së ®Ó

ph©n tÝch xu thÕ vµ dao ®éng cã chu kú dµi.

Cã thÓ hiÓu ph−¬ng ph¸p trung b×nh tr−ît nh− lµ mét phÐp biÕn ®æi tuyÕn

tÝnh, biÕn chuçi sè liÖu ban ®Çu {xt, t=1..n} thµnh chuçi míi, trong ®ã c¸c dao ®éng

ngÉu nhiªn vµ chu kú ng¾n ®∙ ®−îc khö bá. Bëi vËy còng cã thÓ xem ph−¬ng ph¸p

trung b×nh tr−ît nh− lµ mét to¸n tö läc mµ sau khi t¸c dông nã lªn chuçi ban ®Çu

ta ®−îc mét chuçi míi.

Gi¶ sö cã chuçi sè liÖu ban ®Çu {xt, t=1..n}. Víi mét trÞ sè m nguyªn d−¬ng x¸c

®Þnh (th«ng th−êng m lÎ) ta cã c«ng thøc biÕn ®æi sau, ®−îc gäi lµ trung b×nh tr−ît

víi b−íc tr−ît m:

yi = ∑
−+

=

1im

it
txm

1
, (i=1,2,...n−m+1) (7.3.5)

Hay: y1 = ∑
=

m

1t
txm

1
, y2 = ∑

+

=

1m

2t
txm

1
, y3 = ∑

+

=

2m

3t
txm

1
,..., yn−m+1 = ∑

+−=

n

1mnt
txm

1

Nh− vËy mçi thµnh phÇn cña chuçi míi {yi} lµ trung b×nh céng cña m thµnh

phÇn xi,...,xm+i−1 cña chuçi ban ®Çu {xt}. Thµnh phÇn thø i cña chuçi míi {yi} kh«ng

tiªu biÓu cho thêi gian t=i mµ tiªu biÓu cho c¶ kho¶ng thêi gian tõ t=i ®Õn
t=i+m−1. Hay nãi c¸ch kh¸c, thµnh phÇn thø i cña chuçi {yi} tiªu biÓu cho thêi gian

t=(m+1)/2−1+i:

{xt, t=1..n} → {y(t), t=(m+1)/2..(n−(m+1)/2−1)}

Ch¼ng h¹n, y1 t−¬ng øng víi y((m+1)/2)

y2 t−¬ng øng víi y((m+1)/2+1)

...

yn−m+1 t−¬ng øng víi y(n−(m+1)/2−1)

Tøc lµ so víi chuçi {xt} sè thµnh phÇn cña chuçi {yi} bÞ gi¶m ®i (m−1)/2 thµnh
phÇn ®Çu vµ (m−1)/2 thµnh phÇn cuèi. NÕu chuçi {xt} cã n thµnh phÇn th× chuçi {yi}

cã (n−m+1) thµnh phÇn. Trªn h×nh 7.8 minh häa s¬ ®å c¸c thµnh phÇn cña hai

chuçi tr−íc vµ sau khi thùc hiÖn phÐp tr−ît. Râ rµng, khi chän m=5 th× sè thµnh

phÇn bÞ mÊt ®i sau khi tr−ît lµ m−1=4.

{xt}
{yi} (m=5)

H×nh 7.8 S¬ ®å trung b×nh tr−ît
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B¶ng 7.1 Sè liÖu l−îng m−a tr¹m A tr−íc vµ sau khi biÕn ®æi

TT SL gèc λ=1 λ=0.5 λ=0 λ=−0.5 TT SL gèc λ=1 λ=0.5 λ=0 λ=−0.5

1 11.2 10.20 4.69 2.42 1.40 26 43.7 42.70 11.22 3.78 1.70

2 13.2 12.20 5.27 2.58 1.45 27 44.5 43.50 11.34 3.80 1.70

3 13.7 12.70 5.40 2.62 1.46 28 44.7 43.70 11.37 3.80 1.70

4 18.3 17.30 6.56 2.91 1.53 29 46.7 45.70 11.67 3.84 1.71

5 22.1 21.10 7.40 3.10 1.57 30 47.8 46.80 11.83 3.87 1.71

6 26.2 25.20 8.24 3.27 1.61 31 50.3 49.30 12.18 3.92 1.72

7 28.2 27.20 8.62 3.34 1.62 32 50.8 49.80 12.25 3.93 1.72

8 28.4 27.40 8.66 3.35 1.62 33 52.8 51.80 12.53 3.97 1.72

9 28.7 27.70 8.71 3.36 1.63 34 54.1 53.10 12.71 3.99 1.73

10 29.5 28.50 8.86 3.38 1.63 35 55.1 54.10 12.85 4.01 1.73

11 30.0 29.00 8.95 3.40 1.63 36 57.7 56.70 13.19 4.06 1.74

12 33.0 32.00 9.49 3.50 1.65 37 60.5 59.50 13.56 4.10 1.74

13 33.3 32.30 9.54 3.51 1.65 38 62.0 61.00 13.75 4.13 1.75

14 34.3 33.30 9.71 3.54 1.66 39 63.5 62.50 13.94 4.15 1.75

15 34.3 33.30 9.71 3.54 1.66 40 64.3 63.30 14.04 4.16 1.75

16 34.5 33.50 9.75 3.54 1.66 41 68.3 67.30 14.53 4.22 1.76

17 34.5 33.50 9.75 3.54 1.66 42 69.6 68.60 14.69 4.24 1.76

18 34.5 33.50 9.75 3.54 1.66 43 71.6 70.60 14.92 4.27 1.76

19 35.3 34.30 9.88 3.56 1.66 44 71.6 70.60 14.92 4.27 1.76

20 36.6 35.60 10.10 3.60 1.67 45 74.7 73.70 15.29 4.31 1.77

21 37.1 36.10 10.18 3.61 1.67 46 76.2 75.20 15.46 4.33 1.77

22 38.4 37.40 10.39 3.65 1.68 47 93.0 92.00 17.29 4.53 1.79

23 42.9 41.90 11.10 3.76 1.69 48 115.6 114.60 19.50 4.75 1.81

24 42.9 41.90 11.10 3.76 1.69 49 124.5 123.50 20.32 4.82 1.82

25 43.7 42.70 11.22 3.78 1.70 50 161.8 160.80 23.44 5.09 1.84

TÝnh chÊt cña trung b×nh tr−ît:

Gi¶ sö chuçi {xt} cã chu kú lµ p, khi ®ã ta cã thÓ viÕt:

xt ≡ x = x(t) = Acos
p
2π

t (7.3.6)

trong ®ã A lµ biªn ®é dao ®éng ngÉu nhiªn øng víi chu kú p. Tõ (7.3.6) c¸c thµnh

phÇn cña chuçi {xt} cã thÓ ®−îc biÓu diÔn bëi:

x1 = Acos
p
2π

1, x2 = Acos
p
2π

2,..., xm = Acos
p
2π

m (7.3.7)
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MÆt kh¸c, ®èi víi chuçi ®∙ tr−ît {yi} ta còng cã:

y1 = ∑
=

m

1t
txm

1
= ∑

=

πm

1t
t

p
2cosA

m
1

(7.3.8)

Sö dông c«ng thøc Euler 

2
sin

2
1mcos

2
msin

tcos
m

1t ϕ

ϕ
+

ϕ
=ϕ∑

=
 cho (7.3.8) ta nhËn ®−îc:

y1   ≡ y((m+1)/2) = ∑
=

πm

1t
t

p
2cos

m
A

=



















π

π+π

p2
2sin

p
2

2
1mcos

p
2

2
msin

m
A

=

= )1m(
p

cos

p
sin

m
p

sin

m
A

+
π

π

π

= A1 cos
p
π

(m+1) (7.3.9)

víi  A1 = 

p
sin

m
p

sin

m
A

π

π

 lµ biªn ®é dao ®éng ngÉu nhiªn.

Tõ (7.3.7) ta cã thµnh phÇn thø (m+1)/2 cña chuçi {xt}:

x(m+1)/2 = Acos
p
2π







 +
2
1m

= Acos
p
π

(m+1) (7.3.10)

So s¸nh (7.3.9) vµ (7.3.10) ta thÊy sau khi thùc hiÖn phÐp tr−ît, biªn ®é cña

y((m+1)/2) gi¶m ®i chØ cßn b»ng k = 
A
A1  lÇn biªn ®é cña x(m+1)/2:

k = 
A
A1 =

A
p

sin

m
p

sin

m
A

π

π

= m

p
sin

m
p

sin

π

π

(7.3.11)

Nh− vËy, nÕu p=m, m/2, m/3,... th× 
p
π

m = π, 2π, 3π,... vµ sin
p
π

m=0, hay k=0.

Tõ ®ã suy ra r»ng víi b−íc tr−ît m, biªn ®é cña nh÷ng dao ®éng cã  chu kú b»ng m,

m/2, m/3,... cña chuçi ban ®Çu sÏ gi¶m ®Õn 0. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ nÕu thùc hiÖn

phÐp tr−ît b−íc m ta sÏ biÕn chuçi ban ®Çu thµnh chuçi míi trong ®ã c¸c dao ®éng

cã chu kú b»ng m, m/2, m/3,... (c¸c chu kú nhËn m lµm béi sè) ®∙ ®−îc khö bá,

chuçi ®∙ tr−ît trë nªn tr¬n tru, dÔ ph©n tÝch h¬n.
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Trong tÝnh to¸n thùc hµnh viÖc chän m hoµn toµn tuú thuéc vµo môc ®Ých cña

bµi to¸n. Tuy vËy ta cè g¾ng chän nhiÒu trÞ sè m kh¸c nhau vµ so s¸nh c¸c kÕt qu¶

nhËn ®−îc ®Ó rót ra kÕt luËn. MÆt kh¸c còng cÇn l−u ý r»ng, sau khi tr−ît, ®é dµi

cña chuçi míi bÞ mÊt ®i (m−1) thµnh phÇn so víi chuçi ban ®Çu. Do vËy nÕu chän m

qu¸ lín sÏ lµm cho sè thµnh phÇn bÞ mÊt ®i qu¸ nhiÒu.

Ch¼ng h¹n, ®Ó ph©n tÝch nh÷ng biÕn ®æi cã chu kú cña chuçi sè liÖu l−îng

m−a th¸ng, nÕu  cÇn quan t©m ®Õn nh÷ng chu kú trªn mét n¨m ta cã thÓ chän

m=13. Trong tr−êng hîp nµy nh÷ng dao ®éng ngÉu nhiªn cã c¸c chu kú 13 th¸ng,

13/2=6.5 th¸ng,... sÏ ®−îc khö bá. Sau khi thùc hiÖn phÐp tr−ît ta ®−îc chuçi míi

thÓ hiÖn nh÷ng dao ®éng râ nÐt h¬n.

H×nh 7.9 dÉn ra vÝ dô vÒ lµm tr¬n chuçi l−îng m−a n¨m cña mét tr¹m b»ng

trung b×nh tr−ît víi b−íc tr−ît m=5. Tõ h×nh vÏ cã thÓ nhËn thÊy sau khi läc chuçi

®∙ ®−îc lµm tr¬n mét c¸ch ®¸ng kÓ. Nh÷ng dao ®éng ngÉu nhiªn ®∙ ®−îc lo¹i bá

bít vµ qui luËt dao ®éng dµi n¨m ®−¬c thÓ hiÖn kh¸ râ nÐt.

7.3.4 Läc chuçi b»ng phÐp läc cã träng l−îng

Läc cã träng l−îng lµ thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi chuçi ban ®Çu {xt} vÒ chuçi míi

{yi} b»ng c¸ch t¸c dông mét to¸n tö tuyÕn tÝnh − tæng cã träng l−îng, lªn chuçi ®∙

cho:

)1mn,..2,1i(,xy
m

1k
1kiki +−=ω= ∑

=
−+ (7.3.12)

Hay ∑∑
=

+
=

ω=ω=
m

1k
k1k2

m

1k
kk1 xy,xy

∑∑
=

+−
=

+−+ ω=ω=
m

1k
kmnk

m

1k
1mnk2k3 xy,...,xy

trong ®ã ωk, k=1..m, lµ c¸c träng sè cña to¸n tö läc. C¸c träng sè nµy ph¶i tho¶ m∙n

hÖ thøc:

1
m

1k
k =ω∑

=
 (7.3.13)

Ta thÊy mçi thµnh phÇn cña chuçi míi {yi} b»ng trung b×nh cã träng l−îng

cña m thµnh phÇn xi,...,xm+i−1 cña chuçi ban ®Çu {xi}. T−¬ng tù nh− trung b×nh

tr−ît, thµnh phÇn thø i cña chuçi míi {yi} kh«ng tiªu biÓu cho thêi gian t=i mµ tiªu

biÓu cho c¶ kho¶ng thêi gian tõ t=i ®Õn t=i+m−1. Hay nãi c¸ch kh¸c, thµnh phÇn

thø i cña chuçi {yi} tiªu biÓu cho thêi gian t=(m+1)/2−1+i.
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{xt, t=1..n} → {y(t), t=(m+1)/2...(n−(m+1)/2−1)}

So s¸nh (7.3.5) vµ (7.3.12) ta thÊy trung b×nh tr−ît lµ mét tr−êng hîp riªng

cña phÐp läc cã träng l−îng khi cho c¸c träng sè ωk b»ng nhau vµ b»ng 
m
1

. Nh−

vËy, sù kh¸c nhau gi÷a ph−¬ng ph¸p läc chuçi theo c«ng thøc (7.3.12) vµ ph−¬ng

ph¸p trung b×nh tr−ît lµ ë chç, nÕu trong (7.3.12) nh÷ng thµnh phÇn cµng c¸ch xa

trÞ sè läc (i) sÏ cã träng l−îng cµng nhá, th× ë ph−¬ng ph¸p trung b×nh tr−ît c¸c

träng l−îng läc ®−îc lÊy b»ng nhau ®èi víi mäi thµnh phÇn tham gia läc.

§iÒu quan träng ë ®©y lµ c¸c träng sè läc ωk, k=1..m, cÇn d−îc chän sao cho

thÝch hîp víi b¶n chÊt cña qu¸ tr×nh ®ang xÐt. Th«ng th−êng ng−êi ta chän sè

träng sè m lÎ vµ gi¸ trÞ cña chóng ®èi xøng nhau qua ω(m+1)/2. VÝ dô, mét trong

nh÷ng to¸n tö läc d¹ng nµy ®∙ ®−îc tæ chøc KhÝ t−îng thÕ giíi (WMO) c«ng bè vµ

nã ®∙ ®−îc sö dông ®Ó kh¶o s¸t c¸c chuçi l−îng m−a lµ:

ωk={0.06, 0.25, 0.38, 0.25, 0.06} (7.3.14)

H×nh 7.9 minh ho¹ kÕt qu¶ ¸p dông to¸n tö läc (7.3.14) cho chuçi l−îng m−a

®∙ nªu ë môc trªn.

Tõ ®ã ta thÊy, vÒ c¬ b¶n kÕt qu¶ cña hai ph−¬ng ph¸p läc t−¬ng tù nhau,

nh÷ng dao ®éng dµi n¨m ®Òu ®−îc thÓ hiÖn ë c¶ hai chuçi ®∙ läc. Tuy vËy, nÕu xem

xÐt chi tiÕt còng cã thÓ ph©n biÖt ®−îc biªn ®é dao ®éng cña chuçi läc b»ng phÐp läc

cã träng l−îng nhá h¬n chót Ýt so víi chuçi läc b»ng trung b×nh tr−ît.

900

1400

1900

2400

1885 1895 1905 1915 1925 1935 1945 1955 1965 1975 1985 1995

SL gèc
SL läc cã träng l−îng
SL läc b»ng trung b×nh tr−ît

H×nh 7.9 Chuçi l−îng m−a n¨m tr−íc vµ sau khi läc
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7.4 Sö dông hµm tù t−¬ng quan x¸c ®Þnh chu kú dao ®éng

Nghiªn cøu tÝnh dao ®éng cã chu kú cña chuçi b»ng hµm tù t−¬ng quan − tøc

hµm t−¬ng quan chuÈn ho¸ − dùa trªn gi¶ thiÕt cho r»ng, c¸c thµnh phÇn cña chuçi

thêi gian {xt, t=1..n} lµ nh÷ng trÞ sè quan tr¾c cña thÓ hiÖn x(t) t¹i n l¸t c¾t t1, t2,...,

tn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t). Thùc chÊt cña ph−¬ng ph¸p lµ xem xÐt sù

biÕn thiªn cña hµm t−¬ng quan chuÈn ho¸ tÝnh ®−îc tõ chuçi ®∙ cho. NÕu chuçi cã

chu kú b»ng k (®¬n vÞ thêi gian) th× gi¸ trÞ cña hÖ sè t−¬ng quan gi÷a hai l¸t c¾t tj

vµ tj+k sÏ gÇn b»ng 1 hoÆc kh¸ lín (Chó ý r»ng ®èi víi c¸c chuçi sè liÖu khÝ hËu

kho¶ng thêi gian gi÷a hai l¸t c¾t liªn tiÕp th−êng lµ mét n¨m).

 Gi¶ sö xÐt chuçi {xt, t=1..n}. Khi ®ã hµm t−¬ng quan chuÈn ho¸ (hay hµm tù

t−¬ng quan)  rx(k)=rx(tj+k−tj) ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

rx(k) = 
( )( )

∑
−

=

+ −−
−

kn

1t ko

kktot
ss

xxxx
kn
1

= ∑
−

=

+ −
−

kn

1t ko

koktt
ss

xxxx
kn
1

 (7.4.1)

trong ®ã:  ∑
−

=−
=

kn

1t
to x

kn
1x ,    ∑

+=−
=

n

1kt
tk x

kn
1x (7.4.2)

( )∑
−

=
−

−
=

kn

1t

2
oto xx

kn
1s , ( )∑

+=
−

−
=

n

1kt

2
ktk xx

kn
1s (7.4.3)

k = 1,2,...,m (®¬n vÞ thêi gian).

§Ó dÔ dµng nhËn biÕt ®−îc c¸c chu kú, th«ng th−êng sau khi tÝnh, ng−êi ta
biÓu diÔn hµm tù t−¬ng quan lªn hÖ trôc to¹ ®é víi trôc tung lµ rx(k) cßn trôc
hoµnh lµ k. C¸c gi¸ trÞ k øng víi )k(rx  kh¸ lín hoÆc gÇn b»ng 1 sÏ ®−îc xem lµ c¸c

chu kú dao ®éng cña chuçi.

H×nh 7.10 dÉn ra ®å thÞ hµm tù t−¬ng quan cña chuçi sè liÖu nhiÖt ®é trung

b×nh n¨m cña mét tr¹m nh− mét vÝ dô vÒ kh¶o s¸t tÝnh dao ®éng cña chuçi. Ta

thÊy trÞ sè hµm tù t−¬ng quan biÕn ®æi theo k kh¸ râ. Xu thÕ rx(k) gi¶m khi k t¨ng

thÓ hiÖn tÝnh dao ®éng t¾t dÇn cña hµm tù t−¬ng quan. Víi trÞ sè rx(k)>0.6 cã thÓ

xem c¸c gi¸ trÞ k=7 vµ k=13 t−¬ng øng víi nh÷ng chu kú dao ®éng cña chuçi.

Tõ (7.4.1) cã thÓ thÊy r»ng, nÕu k cµng lín th× n−k cµng gi¶m, tøc dung l−îng

mÉu trong c«ng thøc tÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan cµng bÐ. Khi k qu¸ lín so víi dung

l−îng mÉu n, gi¸ trÞ tÝnh ®−îc rx(k) sÏ kh«ng ®¶m b¶o ®é æn ®Þnh thèng kª. Bëi vËy,

sè l−îng gi¸ trÞ cña hµm tù t−¬ng quan rx(k) kh«ng thÓ v−ît qu¸ mét trÞ sè kmax

nµo ®ã mµ ng−êi ta gäi lµ ®iÓm c¾t (hay ®é dÞch chuyÓn cùc ®¹i) cña hµm tù t−¬ng

quan. Nãi chung kmax phô thuéc vµo dung l−îng mÉu n. Th«ng th−êng ®èi víi c¸c

qu¸ tr×nh khÝ t−îng thuû v¨n kmax ®−îc chän trong kho¶ng n/10 ®Õn n/4.



202

r(k)

0.630330.7277

-1
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

k

H×nh 7.10 Hµm tù t−¬ng quan chuçi sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh n¨m

7.5 Ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch ®iÒu hoµ biÓu diÔn chuçi thêi gian

7.5.1 Kh¸i niÖm

Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p phæ biÕn ®−îc ¸p dông ®Ó ph©n tÝch sù biÕn

®æi chu kú cña c¸c chuçi sè liÖu khÝ t−îng, khÝ hËu lµ ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch ®iÒu

hoµ. Ph©n tÝch ®iÒu hoµ lµ biÓu diÔn nh÷ng dao ®éng biÕn ®æi cña chuçi thêi gian

d−íi d¹ng tæng c¸c thµnh phÇn dao ®éng ®iÒu hoµ (dao ®éng h×nh sin). ViÖc ph©n

tÝch nh− vËy cho phÐp hiÓu ®−îc b¶n chÊt vËt lý cña nh÷ng dao ®éng biÕn ®æi th«ng

th−êng. Nguyªn lý c¬ b¶n cña ph−¬ng ph¸p nµy dùa trªn c¬ së xem biÕn khÝ quyÓn

®ang xÐt biÕn ®æi liªn tôc theo thêi gian, vµ chuçi sè liÖu chÝnh lµ gi¸ trÞ cña biÕn

®o ®−îc t¹i n ®iÓm h÷u h¹n, rêi r¹c. Gi¶ thiÕt r»ng kho¶ng c¸ch thêi gian gi÷a hai

thµnh phÇn kÕ cËn cña chuçi kh«ng ®æi, b»ng ®¬n vÞ thêi gian, th× ®é dµi chuçi n sÏ

lµ chu kú dao ®éng c¬ b¶n cña chuçi.

Tuy nhiªn, viÖc thùc hiÖn bµi to¸n nµy dÉn ®Õn mét sè vÊn ®Ò n¶y sinh. §ã lµ,

®èi sè cña c¸c hµm l−îng gi¸c (sin vµ cosin) lµ gãc (®é hoÆc radian), trong khi chuçi

sè liÖu cã thÓ ®−îc xem nh− lµ hµm cña thêi gian. MÆt kh¸c, c¸c hµm sin vµ cosin

chØ nhËn gi¸ trÞ trªn ®o¹n [−1; 1], trong khi chuçi thêi gian th−êng dao ®éng víi

nh÷ng biªn ®é rÊt kh¸c nhau.

§Ó gi¶i quyÕt vÊn ®Ò thø nhÊt ta xem ®é dµi chuçi n phñ ®Çy mét chu kú c¬

b¶n cña hµm sin, tøc lµ ta sÏ thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi ®èi sè thêi gian thµnh ®èi sè

gãc theo c«ng thøc sau:

t  →  t
n
2π

(7.5.1)

Hay t  → t
n
360o

(7.5.1’)



203

Nh− vËy, khi t biÕn ®æi tõ 0 ®Õn n th× gãc ( t
n
2π

) biÕn ®æi tõ 0 ®Õn 2π (hay

360o). §¹i l−îng

ω1 = 
n
2π

 (7.5.2)

®−îc gäi lµ tÇn sè c¬ b¶n, cã thø nguyªn b»ng Radian/®¬n vÞ thêi gian. Nã lµ tû sè

gi÷a chu kú c¬ b¶n cña hµm sin vµ ®é dµi chuçi n. ChØ sè “1” trong (7.5.2) còng cã

nghÜa lµ sãng cã tÇn sè ω1 thùc hiÖn mét chu kú dao ®éng mÊt mét kho¶ng thêi gian

b»ng n ®¬n vÞ.

VÊn ®Ò thø hai ®−îc gi¶i quyÕt mét c¸ch ®¬n gi¶n b»ng viÖc nh©n thªm mét

hÖ sè tû lÖ C1 vµo thµnh phÇn dao ®éng vµ céng thªm mét h»ng sè céng lµ gi¸ trÞ

trung b×nh cña chuçi sao cho cã thÓ biÓn diÔn chuçi d−íi d¹ng:

xt = 





 ϕ−

π
+ 11 t

n
2cosCx (7.5.3)

trong ®ã, hÖ sè C1 ®−îc gäi lµ biªn ®é cña dao ®éng ®iÒu hoµ c¬ b¶n vµ ϕ1 ®−îc gäi lµ

gãc pha hay pha dao ®éng.

Tõ (7.5.3) suy ra r»ng xt ®¹t cùc ®¹i khi cos 





 ϕ−

π
1t

n
2

= 1 hay t
n
2π

=ϕ1.

7.5.2 ¦íc l−îng biªn ®é vµ pha cña dao ®éng ®iÒu hoµ ®¬n

§Ó biÓu diÔn chuçi sè liÖu theo (7.5.3) ta cÇn ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc hai tham sè

C1 vµ ϕ1. H¹ng thø hai trong (7.5.3) cã thÓ ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng:







 ϕ−

π
11 t

n
2cosC = A1cos t

n
2π

 + B1sin t
n
2π

(7.5.4)

trong ®ã A1 = C1cos(ϕ1), B1 = C1sin(ϕ1) (7.5.5)

Tõ ®ã cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc hÖ sè C1 vµ gãc pha ϕ1:

C1=
2
1

2
1 BA + (7.5.6)

ϕ1 = 
















=
π

<π±








>








0A
2

0A
A
Barctg

0A
A
Barctg

1

1
1

1

1
1

1

nÕu

nÕu

nÕu

(7.5.7)

VÊn ®Ò cßn l¹i lµ ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc A1 vµ B1. KÕt hîp (7.5.3) vµ (7.5.4) ta cã:
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xt = x  + A1cos t
n
2π

 + B1sin t
n
2π

(7.5.8)

NÕu tuyÕn tÝnh ho¸ c¸c thµnh phÇn sin vµ cos trong (7.5.8) b»ng c¸ch ®Æt

biÕn míi u=cos t
n
2π

, v=sin t
n
2π

 ta cã thÓ ®−a (7.5.8) vÒ d¹ng ph−¬ng tr×nh håi qui

tuyÕn tÝnh quen thuéc x=ao + a1u + a2v. Vµ tõ ®ã dÔ dµng x¸c ®Þnh ®−îc: A1=a1,

B1=a2, cßn hÖ sè tù do ao chÝnh lµ gi¸ trÞ trung b×nh x . Tuú theo gi¸ trÞ nhËn ®−îc

cña A1 vµ B1 mµ khi tÝnh ϕ1 theo (7.5.7), tr−êng hîp thø hai (A1<0) sÏ chän dÊu (+)

hay dÊu (−) sao cho tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn 0<ϕ1<2π.

Trong thùc tÕ, nÕu kho¶ng c¸ch thêi gian gi÷a c¸c thµnh phÇn kÕ cËn cña

chuçi ®Òu nhau ta cã thÓ tÝnh c¸c hÖ sè A1 vµ B1 theo c¸c c«ng thøc sau:

A1 = ∑
=

n

1t
txn

2
cos t

n
2π

; B1 = ∑
=

n

1t
txn

2
sin t

n
2π

(7.5.9)

VÝ dô 7.5.1 B¶ng 7.2 dÉn ra sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng nhiÒu n¨m cña

mét tr¹m vµ nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh trung gian ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè theo c¸c c«ng

thøc trong (7.5.9).

Tõ b¶ng 7.2 ta nhËn ®−îc n=12 (th¸ng), x =23.37 (oC), A1= −31.485/6 =  −5.25,

B1=−21.225/6=−3.54. Do ®ã C1=6.329 vµ ϕ1=3.735. Ta còng cã thÓ nhËn ®−îc kÕt

qu¶ t−¬ng tù b»ng ph−¬ng ph¸p håi qui tuyÕn tÝnh khi xem cét thø hai lµ biÕn phô

thuéc vµ hai cét tiÕp theo lµ c¸c biÕn ®éc lËp. Sö dông kÕt qu¶ tÝnh nµy ®Ó biÓu

diÔn l¹i chuçi sè liÖu ban ®Çu theo (7.5.3) ta nhËn ®−îc cét cuèi cïng cña b¶ng.

B¶ng 7.2 KÕt qu¶ tÝnh trung gian cho nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng nhiÒu n¨m

t xt cos t
n
2π

sin t
n
2π

xtcos t
n
2π

xtsin t
n
2π

tx̂

1 16.0 0.866 0.500 13.856 8.000 17.1

2 17.0 0.500 0.866 8.500 14.722 17.7

3 20.0 0.000 1.000 0.000 20.000 19.8

4 23.3 −0.500 0.866 −11.650 20.178 22.9

5 27.2 −0.866 0.500 −23.556 13.600 26.1

6 28.8 −1.000 0.000 −28.800 0.000 28.6

7 28.5 −0.866 −0.500 −24.682 −14.250 29.7

8 28.4 −0.500 −0.866 −14.200 −24.595 29.1

9 27.1 0.000 −1.000 0.000 −27.100 26.9

10 24.4 0.500 −0.866 12.200 −21.131 23.8

11 21.3 0.866 −0.500 18.446 −10.650 20.6

12 18.4 1.000 0.000 18.400 0.000 18.1

Tæng 0.000 0.000 −31.485 −21.225
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H×nh 7.11 KÕt qu¶ biÓu diÔn chuçi sè liÖu trung b×nh th¸ng

b»ng hµm ®iÒu hoµ ®¬n

H×nh 7.11 dÉn ra ®å thÞ cña sè liÖu gèc (cét 2) vµ sè liÖu tÝnh to¸n xÊp xØ theo

(7.5.3). Tõ ®ã nhËn thÊy r»ng, mÆc dï cã sù kh¸c biÖt gi÷a sè liÖu thùc vµ sè liÖu

tÝnh to¸n, song møc ®é sai lÖch kh«ng ®¸ng kÓ.

7.5.3 Ph©n tÝch ®iÒu hoµ x¸c ®Þnh chu kú dao ®éng

Ph©n tÝch ®iÒu hoµ ®¬n trªn ®©y cho phÐp biÓu diÔn chuçi sè liÖu chØ cã mét

chu kú dao ®éng. Nh−ng nhiÒu bµi to¸n trong thùc tÕ yªu cÇu x¸c ®Þnh ®−îc nh÷ng

chu kú dao ®éng kh¸c cßn tiÒm Èn trong chuçi mµ b»ng ph−¬ng ph¸p kh¶o s¸t

th«ng th−êng ta kh«ng thÓ ph¸t hiÖn ®−îc. Trong tr−êng hîp nµy thay cho (7.5.3)

ta sÏ biÓu diÔn chuçi d−íi d¹ng tæng cña nhiÒu dao ®éng ®iÒu hoµ víi c¸c biªn ®é vµ

pha kh¸c nhau:

xt = ∑
=















 ϕ−

π
+

2/n

1k
kk t

n
k2cosCx = ∑

=














 π

+





 π

+
2/n

1k
kk t

n
k2sinBt

n
k2cosAx (7.5.10)

trong ®ã  ωk = 
n
k2π

 lµ c¸c tÇn sè dao ®éng, b»ng béi sè nguyªn cña tÇn sè c¬ b¶n ω1.

Nh− vËy, chuçi xt ®−îc xem lµ sù chång chÊt cña n/2 dao ®éng víi c¸c tÇn sè

kh¸c nhau. Dao ®éng øng víi k=1 lµ tÇn sè ω1=2π/n cã chu kú b»ng ®é dµi chuçi,

øng víi k=2 lµ tÇn sè ω2=4π/n cã chu kú b»ng 1/2 chuçi,...

T−¬ng tù nh− trªn, c¸c hÖ sè Ak vµ Bk trong (7.5.10) cã thÓ nhËn ®−îc b»ng

ph−¬ng ph¸p håi qui tuyÕn tÝnh th«ng qua viÖc ®Æt biÕn phô u1=cos t
n
2π

,

u2=sin t
n
2π

, u3=cos t
n
22π

, u4=sin t
n
22π

, v.v. Trong tr−êng hîp c¸c thµnh phÇn cña

chuçi c¸ch ®Òu nhau (kho¶ng c¸ch thêi gian ®Òu nhau) ta cã thÓ sö dông c¸c c«ng

thøc sau ®©y ®Ó tÝnh:
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Ak = ∑
=







 πn

1t
t t

n
k2cosx

n
2

, Bk = ∑
=







 πn

1t
t t

n
k2sinx

n
2

(7.5.11)

(k=1,2,...,(n/2)−1)

Vµ
( )








π=



 π

= ∑∑
==

lÎnkhi0

ch½nnkhi
n

1t
t

n

1t
t

2/n
tcosx

n
1

n
t)2/n(2cosx

n
2.

2
1

A

Bn/2 = 0 (7.5.11’)

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc c¸c biªn ®é vµ pha dao ®éng:

Ck = 2
k

2
k BA + (7.5.12)

ϕk = 
















=
π

<π±








>








0A
2

0A
A
Barctg

0A
A
Barctg

k

k
k

k

k
k

k

nÕu

nÕu

nÕu

(7.5.13)

BiÓu diÔn chuçi thêi gian xt theo (7.5.10) ®−îc gäi lµ phÐp biÕn ®æi Fourier rêi
r¹c. Nh− vËy, n thµnh phÇn ban ®Çu cña chuçi cã thÓ ®−îc biÓu diÔn bëi c¸c hÖ sè
Ck vµ ϕk. V× c¸c hÖ sè Ak vµ Bk ®Òu lµ nh÷ng hµm cña tÇn sè ωk nªn Ck vµ ϕk còng lµ
hµm cña tÇn sè ωk. Tøc lµ, thay cho viÖc xÐt chuçi trªn miÒn thêi gian, ph©n tÝch
®iÒu hoµ cho phÐp biÓu diÔn chuçi trªn miÒn tÇn sè. §iÒu ®ã gióp ta t¸ch ®−îc
nh÷ng ®ãng gãp cña c¸c lo¹i dao ®éng kh¸c nhau lªn sù biÕn ®æi cña chuçi.

Víi ®é dµi chuçi b»ng n ta sÏ cã n/2 (nÕu n ch½n) hoÆc (n−1)/2 (nÕu n lÎ) bé c¸c
gi¸ trÞ Ck, ϕk vµ ωk. Th«ng th−êng sau khi tÝnh to¸n ng−êi ta biÓu diÔn chóng lªn ®å

thÞ víi trôc hoµnh lµ ωk cßn trôc tung lµ 2
kC  hoÆc ϕk. Nãi chung trong thùc tÕ ng−êi

ta quan t©m nhiÒu ®Õn sù biÕn ®æi cña 2
kC  theo ωk vµ ®å thÞ cña chóng ®−îc gäi lµ

®å thÞ phæ n¨ng l−îng hay ®¬n gi¶n lµ phæ. Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña ωk (tÇn sè thÊp
nhÊt) lµ ω1=2π/n (tÇn sè c¬ b¶n) øng víi sãng h×nh sin thùc hiÖn mét chu kú b»ng
®é dµi chuçi n, vµ tÇn sè cao nhÊt lµ ωn/2=π, ®−îc gäi lµ tÇn sè Nyquist, øng víi sãng
h×nh sin thùc hiÖn mét chu kú b»ng hai kho¶ng thêi gian gi÷a c¸c thµnh phÇn cña
chuçi vµ thùc hiÖn n/2 chu kú b»ng ®é dµi chuçi. TÇn sè Nyquist phô thuéc vµo ®é
ph©n gi¶i thêi gian cña chuçi ban ®Çu xt.

TÇn sè gãc ωk cã thø nguyªn lµ radian/thêi gian, nh−ng trong øng dông thùc
hµnh ng−êi ta th−êng sö dông kh¸i niÖm tÇn sè dµi:

fk = 
π

ω
=
2n

k k (7.5.14)
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TÇn sè fk cã thø nguyªn lµ 1/thêi gian. T−¬ng øng víi kho¶ng biÕn thiªn cña

ωk, fk biÕn ®æi tõ tÇn sè c¬ b¶n f1 = 
n
1

 ®Õn tÇn sè Nyquist fn/2 = 
2
1

. TrÞ sè nghÞch ®¶o

cña fk ®−îc gäi lµ chu kú ®iÒu hoµ:

τk = 
kk

2
k
n

f
1

ω
π

== (7.5.15)

Chu kú τk lµ kho¶ng thêi cÇn thiÕt ®Ó sãng cã tÇn sè ωk thùc hiÖn trän ven mét

chu kú dao ®éng.

VÝ dô 7.5.2 B¶ng 7.3 dÉn ra chuçi sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng hai n¨m

liªn tôc cña mét tr¹m vµ nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh to¸n theo (7.5.12) vµ (7.5.15). Sè liÖu

ban ®Çu cña chuçi xt ë cét thø hai vµ thø ba. Hai cét tiÕp theo chøa chØ sè (k) vµ

tÇn sè (τk) ®iÒu hoµ. Cét cuèi cïng lµ b×nh ph−¬ng biªn ®é cña c¸c dao ®éng ®iÒu

hoµ mµ ta sÏ gäi lµ phæ.

B¶ng 7.3 Ph©n tÝch ®iÒu hoµ chuçi nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng

Th¸ng 1995 1996 k τk
2
kC

1 17.0 17.9 1 24.00 0.241

2 16.1 15.1 2 12.00 38.533

3 17.5 20.6 3 8.00 0.029

4 22.5 23.9 4 6.00 1.003

5 27.7 27.5 5 4.80 0.380

6 29.2 27.7 6 4.00 0.781

7 28.4 28.2 7 3.43 0.040

8 28.5 27.9 8 3.00 0.111

9 27.0 28.0 9 2.67 0.087

10 24.0 23.0 10 2.40 0.009

11 22.1 20.0 11 2.18 0.169

12 19.7 19.2 12 2.00 0.181

DÜ nhiªn, kh«ng cÇn ph©n tÝch ta còng cã thÓ kh¼ng ®Þnh r»ng chuçi sÏ gåm

c¸c chu kú n¨m (12 th¸ng), nöa n¨m (6 th¸ng), v.v. Víi ®é dµi chuçi n = 12 x 2 = 24

ta cã k=24/2=12 vµ τk nhËn gi¸ trÞ lín nhÊt b»ng τ12=24/1=24 (th¸ng), nhá nhÊt

b»ng τ1=24/12=2 (th¸ng). Gi¸ trÞ phæ ®¹t cùc ®¹i t¹i c¸c chu kú τ2=12 (th¸ng) vµ

τ4=6 (th¸ng),... nãi lªn r»ng, ®ãng gãp vµo sù dao ®éng biÕn ®æi cña chuçi lµ nh÷ng

sãng cã chu kú 12 th¸ng, 6 th¸ng,... trong ®ã møc ®ãng gãp cña sãng cã chu kú 12

th¸ng chiÕm mét tû träng lín gÊp nhiÒu lÇn so víi c¸c sãng kh¸c. KÕt qu¶ ph©n tÝch

nµy còng ®−îc minh ho¹ trªn h×nh 7.12, trong ®ã trôc hoµnh biÓu thÞ c¸c chu kú

®iÒu hoµ τk cßn trôc tung biÓu thÞ gi¸ trÞ phæ ®∙ ®−îc biÕn ®æi thµnh thang ®é ®o

l«garit theo c«ng thøc: ( ) ( )1CLnC 2
k

2
k +=
′
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H×nh 7.12 BiÓu diÔn phæ chuçi sè liÖu nhiÖt ®é trung b×nh th¸ng

7.5.4 Vµi nÐt vÒ ph−¬ng ph¸p FFT (Fast Fourier Transforms)

MÆc dï viÖc tÝnh to¸n c¸c hÖ sè biÕn ®æi Fourier rêi r¹c chuçi thêi gian theo

(7.5.11) hÕt søc râ rµng, cô thÓ, chóng vÉn cã nh÷ng tån t¹i nhÊt ®Þnh, trong ®ã tån

t¹i lín nhÊt lµ thuËt to¸n lµm gi¶m tèc ®é tÝnh mét c¸ch ®¸ng kÓ. Cho m∙i ®Õn

gi÷a nh÷ng n¨m s¸u m−¬i ng−êi ta míi t×m ®−îc mét thuËt to¸n cho phÐp ®Èy

nhanh tèc ®é tÝnh lªn rÊt nhiÒu lÇn. §ã lµ thuËt to¸n hay ph−¬ng ph¸p biÕn ®æi

Fourier nhanh (FFT). Ngµy nay ph−¬ng ph¸p nµy ®∙ ®−îc øng dông réng r∙i trong

mäi lÜnh vùc vµ nã ®∙ ®−îc ch−¬ng tr×nh ho¸ trong nhiÒu phÇn mÒm kh¸c nhau.

Tuú thuéc vµo ®é dµi chuçi, so víi ph−¬ng ph¸p tÝnh ®∙ tr×nh bµy ë môc trªn,

ph−¬ng ph¸p FFT lµm t¨ng tèc ®é tÝnh lªn nlog2n lÇn. Ch¼ng h¹n, víi n=100 tèc ®é

tÝnh cña FFT nhanh h¬n 100log2(100)≈15 lÇn, víi n=10000, sè lÇn nhanh h¬n sÏ lµ

10000log2(10000)≈752 lÇn.

Ph−¬ng ph¸p FFT tÝnh c¸c hÖ sè Fourier trªn c¬ së biÓu diÔn chuçi thêi gian

d−íi d¹ng:

xt = ∑
=

π+
2/n

1k

t)n/k2(i
keHx (7.5.16)

trong ®ã Hk lµ c¸c hÖ sè Fourier phøc:

Hk = Ak +iBk (7.5.17)

víi Ak vµ Bk lµ phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña Hk vµ i = 1− .
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7.6 Phæ cña c¸c qu¸ tr×nh liªn tôc

7.6.1 MËt ®é phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn

Nh− ®∙ biÕt, ta cã thÓ sö dông hµm t−¬ng quan chuÈn ho¸ ®Ó ph©n tÝch tÝnh

dao ®éng cã chu kú cña chuçi trªn miÒn thêi gian. Ta còng cã thÓ sö dông ph−¬ng

ph¸p ph©n tÝch ®iÒu hoµ biÓu diÔn chuçi thêi gian trªn miÒn tÇn sè. Tuy vËy, trªn

thùc tÕ b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p nµy nhiÒu khi mét sè chu kú dao ®éng kh«ng thÓ

hiÖn râ vµ do ®ã ta kh«ng thÓ ph¸t hiÖn ®−îc. Sau ®©y ta sÏ kh¶o s¸t mét ph−¬ng

ph¸p kh¸c, ®ã lµ phæ ph−¬ng sai. Ph−¬ng ph¸p nµy dùa trªn c¬ së thõa nhËn tÝnh

dõng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) mµ néi dung cña nã cã thÓ tr×nh bµy tãm t¾t

nh− sau.

Gi¶ sö X(t) lµ mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [−T,T] cã kú

väng to¸n häc mx=0. HiÓn nhiªn ®iÒu nµy cã thÓ thùc hiÖn ®−îc, bëi nÕu mx≠0 ta cã

thÓ xÐt qu¸ tr×nh qui t©m cña nã. Vµ gi¶ sö r»ng ta cã thÓ biÓu diÔn X(t) d−íi d¹ng

tæng v« h¹n c¸c dao ®éng ®iÒu hoµ víi c¸c tÇn sè ωk= T
kπ

 vµ biªn ®é ngÉu nhiªn Xk

kh¸c nhau:

X(t)= ∑
∞

−∞=

ω

k

tki
keX  (7.6.1)

Do gi¶ thiÕt kú väng mx=0 suy ra M[Xk]=0, vµ hµm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh

ngÉu nhiªn X(t) ®−îc viÕt d−íi d¹ng:

Rx(t+τ,t) = M[X(t+τ)X*(t)] (7.6.2)

trong ®ã X(t+τ) = ∑ τ+ω

k

)t(ki
keX (7.6.3)

X*(t)= tli

l

*
1eX

ω−∑ (7.6.4)

Tõ ®ã: Rx(t+τ,t) = 







∑∑ ω−τ+ω

1

tli*
1

k

)t(ki
k eXeX =

= [ ]∑∑∑∑ ω−τ+ωω−τ+ω =








k 1

]t1)t(k[i*
1k

k 1

]t1)t(k[i*
1k eXXMeXXM (7.6.5)

Tõ ®iÒu kiÖn dõng cña X(t) suy ra hµm t−¬ng quan chØ phô thuéc vµo mét ®èi

sè lµ  hiÖu gi÷a hai l¸t c¾t, nªn biÓu thøc (7.6.5) trë thµnh:

Rx(τ)= [ ]∑ τω

k

ki*
kk eXXM (7.6.6)
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Râ rµng, M[Xk,
*
kX ]=Dk lµ ph−¬ng sai cña c¸c biªn ®é ngÉu nhiªn Xk. Tõ ®ã ta

nhËn ®−îc:

Rx(τ) = ∑
∞

−∞=

τω

k

ki
keD (7.6.7)

BiÓu thøc nµy ®−îc gäi lµ biÓu diÔn hµm t−¬ng quan d−íi d¹ng chuçi Fourier.

CÇn chó ý r»ng, do X(t) x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [−T,T] nªn ®èi sè τ = t2−t1 cña Rx(τ) sÏ

nhËn gi¸ trÞ trªn ®o¹n [−2T,2T], vµ do ®ã c¸c hÖ sè Dk ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

T2
k,de)(R

T4
1D k

T2

T2

tkie
xk

π
=ωττ= ∫

−

− (7.6.8)

NÕu ®Æt τ=0 vµo (7.6.7) ta ®−îc: Dx=Rx(0) = ∑
∞

−∞=k
kD (7.6.9)

Nh− vËy, khi khai triÓn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) thµnh tæng v« h¹n

c¸c dao ®éng ®iÒu hoµ víi c¸c biªn ®é ngÉu nhiªn Xk th× ph−¬ng sai Dx cña qu¸

tr×nh X(t) sÏ d−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng tæng v« h¹n c¸c ph−¬ng sai cña nh÷ng biªn

®é ngÉu nhiªn Xk t−¬ng øng.

So s¸nh (7.6.1) vµ (7.6.7) ta thÊy r»ng, viÖc xÐt bµi to¸n khai triÓn qu¸ tr×nh

ngÉu nhiªn t−¬ng ®−¬ng víi viÖc xÐt bµi to¸n khai triÓn hµm t−¬ng quan cña nã.

B©y giê thay cho (7.6.1) ta xÐt biÓu thøc:

∫
∞

∞

ω ωΦ= )(de)t(X ti (7.6.10)

®−îc gäi lµ khai triÓn phæ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t), trong ®è Φ(ω) lµ mét hµm

ngÉu nhiªn cña ®èi sè ω. TÝch ph©n ë vÕ ph¶i (7.6.10) lµ tÝch ph©n Fourier −

Stiltex.

NÕu ®Æt:

∫
−

ω− ττ
π

=ω
T2

T2

tki
xk

T
x de)(R

2
1)(S (7.6.11)

T2T2
)1k(

T2
k

1kkk
π

=
−π

−
π

=ω−ω=ω∆ − (7.6.12)

th× tõ (7.6.8) ta cã:
k

k
k

T
X

D)(S
ω∆

=ω (7.6.13)

Tøc )(S k
T
x ω  lµ mËt ®é trung b×nh cña ph−¬ng sai trªn ®o¹n tÇn sè ∆ωk.

KÕt hîp (7.6.7) vµ (7.6.13) ta nhËn ®−îc:
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Rx(τ) = ∑
∞

−∞=

ω ω∆ω
k

k
tki

k
T
x e)(S (7.6.14)

ChuyÓn qua giíi h¹n biÓu thøc (7.6.14) khi T → ∞, cßn ∆ωk → 0 tæng tÝch

ph©n sÏ trë thµnh tÝch ph©n:

Rx(τ) = ∫
∞

∞−

ωτ ωω de)(S i
kx (7.6.15)

Nh− vËy, hµm Sx(ω) lµ giíi h¹n cña mËt ®é ph−¬ng sai trung b×nh )(S k
T
x ω  khi

∆ωk dÇn ®Õn 0, nã biÓu thÞ mËt ®é ph−¬ng sai cña hµm ngÉu nhiªn X(t) øng víi tÇn

sè ω vµ ®−îc gäi lµ mËt ®é phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t).

 Gi÷a hµm mËt ®é phæ Sx(ω) vµ hµm t−¬ng quan Rx(τ) cña qu¸ tr×nh ngÉu

nhiªn dõng X(t) liªn hÖ víi nhau qua phÐp biÕn ®æi Fourier:

Sx(ω) = ∫
+∞

∞−

ωτ− ττ
π

de)(R
2
1 i

x (7.6.16)

trong ®ã ω lµ tÇn sè gãc cña dao ®éng.

Hµm mËt ®é phæ Sx(ω) lµ mét hµm kh«ng ©m. Khi ®Æt τ=0 vµo (7.6.15) ta

®−îc:

Rx(0) = Dx = ∫
+∞

∞−

ωω d)(Sx (7.6.17)

Nh− vËy tæng diÖn tÝch giíi h¹n bëi ®−êng cong mËt ®é phæ Sx(ω) vµ trôc

hoµnh b»ng ph−¬ng sai cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Do thø nguyªn cña Dx b»ng b×nh

ph−¬ng thø nguyªn cña X(t) nªn ng−êi ta xem Dx nh− lµ n¨ng l−îng trung b×nh

trong mét ®¬n vÞ thêi gian cña qu¸ tr×nh hay cßn gäi lµ c«ng suÊt. ChÝnh v× vËy

Sx(ω) mang nhiÒu tªn gäi kh¸c nhau: Phæ ph−¬ng sai, phæ n¨ng l−îng hay phæ c«ng

suÊt.

NÕu qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã ph−¬ng sai Dx h÷u h¹n, th× theo (7.6.17)

hµm Sx(ω) kh¶ tÝch. Khi ®ã hµm

Fx(ω) = ∫
ω

∞−

ωω d)(Sx (7.6.18)

®−îc gäi lµ hµm phæ hay phæ tÝch ph©n cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t).

Tõ ®©y cã thÓ nãi vÒ ý nghÜa vËt lý cña hµm phæ vµ mËt ®é phæ nh− sau:

Hµm phæ lµ hµm ph©n bè m« t¶ ph©n bè n¨ng l−îng cña dao ®éng ngÉu nhiªn

theo c¸c tÇn sè kh¸c nhau; mËt ®é phæ lµ mËt ®é ph©n bè cña n¨ng l−îng theo tÇn

sè.
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Hµm sx(ω) x¸c ®Þnh bëi:
x

x
x D

)(S)(s ω
=ω (7.6.19)

®−îc gäi lµ mËt ®é phæ chuÈn ho¸.

Gi÷a hµm mËt ®é phæ chuÈn ho¸ sx(ω) vµ hµm t−¬ng quan chuÈn ho¸ rx(τ)

còng liªn hÖ víi nhau qua phÐp biÕn ®æi Fourier:

sx(ω) = ∫
+∞

∞−

ωτ− ττ
π

de)(r
2
1 i

x (7.6.20)

rx(τ) = ∫
+∞

∞−

ωτ ωω de)(s i
x (7.6.21)

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc, do tÝnh ch½n cña hµm t−¬ng quan suy ra

tÝnh ch½n cña mËt ®é phæ, nªn cã thÓ viÕt:

Sx(ω) = ∫
+∞

τωττ
π 0

x dcos)(R1
(7.6.22)

Rx(τ) = ∫
+∞

ωωτω
0
x dcos)(S2 (7.6.23)

sx(ω) = ∫
+∞

τωτ
π 0

x dcos)(r1
(7.6.24)

rx(τ) = ∫
+∞

ωωω
0
x dcos)(s2 (7.6.25)

Trong thùc tÕ, viÖc nghiªn cøu chuçi thêi gian {xt, t=1..n} cã thÓ ®−îc coi nh−

xÐt qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) trªn mét thÓ hiÖn quan s¸t ®−îc x(t) cña nã t¹i n l¸t
c¾t kh¸c nhau. Hµm t−¬ng quan thùc nghiÖm )(R~ x τ  tÝnh ®−îc tõ chuçi {xt} lµ −íc

l−îng cña hµm t−¬ng quan thùc Rx(τ), trong ®ã τ nhËn gi¸ trÞ trong mét kho¶ng
h÷u h¹n maxτ≤τ  víi τmax ®−îc gäi lµ ®é dÞch chuyÓn cùc ®¹i (hay cßn gäi lµ ®iÓm

c¾t) cña hµm t−¬ng quan. Bëi vËy ®Ó tr¸nh sai sè khi sö dông )(R~ x τ  thay cho Rx(τ),

ng−êi ta ®−a vµo kh¸i niÖm hµm cöa sæ λ(τ) trong biÓu thøc tÝnh phæ:

xS
~

(ω) = ∫
τ

τωτττλ
π

max

0
x dcos)(R~)(1

(7.6.26)

vµ xs
~ (ω) = ∫

τ

τωτττλ
π

max

0
x dcos)(r~)(1

(7.6.27)

ý nghÜa cña hµm λ(τ) lµ ë chç nã cã chøc n¨ng lµm tr¬n hµm t−¬ng quan thùc

nghiÖm vµ hîp lý ho¸ tÝch ph©n trªn kho¶ng h÷u h¹n thay cho tÝch ph©n trªn

kho¶ng v« h¹n trong c¸c biÓu thøc tÝnh phæ.
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§é chÝnh x¸c cña hµm mËt ®é phæ thùc nghiÖm phô thuéc nhiÒu vµo viÖc chän

hµm cöa sæ. Nh−ng d¹ng hµm cöa sæ l¹i phô thuéc vµo d¹ng hµm t−¬ng quan thùc

nghiÖm, tøc lµ kh«ng cã mét d¹ng hµm cöa sæ nµo chung cho tÊt c¶ c¸c d¹ng hµm

t−¬ng quan. V× thÕ ®∙ cã nhiÒu t¸c gi¶ kh¸c nhau ®−a ra c¸c d¹ng hµm cöa sæ riªng

biÖt kh«ng gièng nhau. Mét trong nh÷ng hµm ®−îc øng dông nhiÒu trong khÝ

t−îng, khÝ hËu lµ hµm Hamming:









τ>τ

τ≤τ
τ
πτ

+
=τλ

max

max
max

khi0

khicos46.054.0
)( (7.6.28)

Trong tÝnh to¸n thùc hµnh thay cho (7.6.26) vµ (7.6.27) ta sö dông c¸c c«ng

thøc sau:

xS
~

(ωk) = ∑
=

τ∆
τ
π

τ∆τ∆λ
π

m

0i max
x ikcos)i(R~)i(1

(7.6.29)

xs
~ (ωk) = ∑

=
τ∆

τ
π

τ∆τ∆λ
π

m

0i max
x ikcos)i(r~)i(1

(7.6.30)

ë ®©y m = τmax/∆τ, ∆τ lµ b−íc thêi gian cña chuçi {xt}, ωk lµ tÇn sè gãc cña dao

®éng, ωk = 
max

k
τ
π

, k = 1,2,..,m lµ c¸c gi¸ trÞ mËt ®é phæ.

NÕu b−íc thêi gian gi÷a hai thµnh phÇn kÕ cËn cña chuçi b»ng ®¬n vÞ (∆τ=1)

ta cã c¸c c«ng thøc tÝnh sau ®©y (víi gi¶ thiÕt trung b×nh cña chuçi b»ng 0):

1) Hµm t−¬ng quan vµ hµm t−¬ng quan chuÈn ho¸:

∑
−

=
+−

=
kn

1t
kttx xx

kn
1)k(R~ , k=0,1,...,m (7.6.31)

x

x

x

x
x D

)k(R~

)0(R~
)k(R~)k(r~ == , k=0,1,...,m (7.6.31')

2) Hµm mËt ®é phæ vµ mËt ®é phæ chuÈn ho¸:

xS
~

(ωk) = ∑
=

π
λ

π

m

0i
x i

m
kcos)i(R~)i(1

, k=0,1,...,m (7.6.32)

~sx (ωk) = ∑
=

π
λ

π

m

0i
x i

m
kcos)i(r~)i(1

, k=0,1,...,m (7.6.32')

Trong ®ã: ωk = 
m
kπ

, k = 1,2,..,m
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





>

≤
π

+
=λ

mkkhi0

mkkhi
m
kcos46.054.0

)k(

Khi ®∙ tÝnh ®−îc hµm mËt ®é phæ, th«ng th−êng ®Ó nhËn biÕt c¸c ®Ønh phæ

mµ t−¬ng øng víi nã lµ c¸c chu kú dao ®éng cña chuçi, ng−êi ta biÓu diÔn nã trªn

®å thÞ víi trôc hoµnh lµ ωk  cßn trôc tung lµ Sx(ωk) hoÆc sx(ωk).

7.6.2 §¸nh gi¸ ®é tin cËy cña ®Æc tr−ng phæ.

Ta biÕt r»ng, mËt ®é phæ ®−îc x¸c ®Þnh tõ chuçi sè liÖu {xt} víi dung l−îng

mÉu n nhÊt ®Þnh. Do ®ã, mèi quan hÖ gi÷a dung l−îng mÉu n, ®é dÞch chuyÓn cùc

®¹i τmax vµ b−íc thêi gian ∆τ lµ mét trong nh÷ng vÊn ®Ò cÇn ®−îc xem xÐt. Th«ng

th−êng, c¸c chuçi thêi gian trong khÝ t−îng thuû v¨n ®Òu cã ∆τ nhËn gi¸ trÞ b»ng 1

n¨m, 1 th¸ng,... tøc lµ ta cã thÓ xem ∆τ =1 (®¬n vÞ thêi gian). Víi dung l−îng mÉu n

cè ®Þnh, nÕu ta chän τmax lín sÏ lµm t¨ng ®é ph©n gi¶i cña mËt ®é phæ, tøc lµ cho

phÐp t¸ch ®−îc nhiÒu ®Ønh phæ. Nh−ng khi ®ã ®é æn ®Þnh thèng kª cña hµm t−¬ng

quan Rx(τ) sÏ kh«ng ®¶m b¶o, dÉn ®Õn sai sè tiÒm Èn trong mËt ®é phæ nhËn ®−îc.

NÕu chän τmax bÐ ®Ó ®¶m b¶o ®é tin cËy cña hµm t−¬ng quan th× ®é ph©n gi¶i cña

mËt ®é phæ tÝnh ®−îc gi¶m ®i, thËm chÝ qu¸ nhá, lµm cho c¸c ®Ønh phæ bÞ mê ch×m

vµ ta sÏ kh«ng thÓ ph¸t hiÖn ®−îc chóng.

§Ó gi¶i quyÕt m©u thuÉn nãi trªn ng−êi ta ®−a ra c¸c c«ng thøc x¸c ®Þnh τmax

øng víi c¸c møc sai sè cho phÐp khi tÝnh mËt ®é phæ sau ®©y:

Møc sai sè 2% 5% 10%

τ max 2πn/50 2πn/20 2πn/10

trong ®ã n ®é dµi chuçi.

Tõ ®ã thÊy r»ng, muèn cã kÕt qu¶ nhËn ®−îc võa b¶o ®¶m ®é æn ®Þnh thèng

kª võa ph¶n ¸nh ®óng nh÷ng chu kú dao ®éng cña chuçi th× dung l−îng mÉu n

ph¶i ®ñ lín. DÜ nhiªn n cµng lín th× ®é tin cËy cña kÕt qu¶ cµng cao.

MÆt kh¸c, v× chuçi thêi gian ®−îc xem lµ nh÷ng gi¸ trÞ quan tr¾c thùc nghiÖm

cña mét thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, nªn khi kh¶o s¸t qu¸ tr×nh X(t) trªn c¬
së chuçi {xt, t=1..n} sÏ cã sù kh¸c biÖt gi÷a mËt ®é phæ thùc nghiÑm )(S~ kx ω vµ mËt

®é phæ lý thuyÕt Sx(ω). Vµ do ®ã nh÷ng dao ®éng nhËn ®−îc qua mËt ®é phæ thùc

nghiÖm cã thÓ chøa ®ùng c¶ c¸c thµnh phÇn “nhiÔu” mµ ng−êi ta gäi lµ “ån”. §èi

víi c¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng thuû v¨n ng−êi ta ph©n biÖt hai lo¹i ån lµ ån tr¾ng vµ

ån mµu (hay ån ®á). Qu¸ tr×nh ®−îc gäi lµ ån tr¾ng nÕu mËt dé phæ cña nã kh«ng

®æi trªn toµn kho¶ng biÕn thiªn cña tÇn sè. Qu¸ tr×nh ®−îc gäi lµ ån mµu nÕu mËt

®é phæ cña nã gi¶m theo qui luËt hµm mò khi tÇn sè t¨ng.
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VËy, vÊn ®Ò ®Æt ra lµ cÇn kiÓm tra xem c¸c ®Ønh phæ nhËn ®−îc cã thùc sù

ph¶n ¸nh ®óng nh÷ng chu kú dao ®éng t−¬ng øng cña chuçi kh«ng, hay nãi c¸ch

kh¸c, møc ®é tin cËy cña c¸c ®Ønh phæ b»ng bao nhiªu. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ cÇn ph¶i

kiÎm nghiÖm gi¶ thiÕt “trong phæ cña qu¸ tr×nh ®ang xÐt kh«ng tån t¹i dao ®éng

®iÒu hoµ”. Gi¶ thiÕt ®−îc kiÓm nghiÖm b»ng viÖc so s¸nh mËt ®é phæ tÝnh to¸n
)(S~x ω  víi mét giíi h¹n tin cËy Iα(Sω) nµo ®ã. Mét c¸ch gÇn ®óng, nÕu thõa nhËn

r»ng mËt ®é phæ thùc nghiÖm tu©n theo luËt ph©n bè L2χ , trong ®o L lµ sè bËc tù

do ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

m
m5.0n2L −

= (7.6.33)

th×, ®èi víi ån tr¾ng, Iα(Sω) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc:

I
S)S(I

2

xx
χ

=α (7.6.34)

víi xS lµ møc trung b×nh cña m gi¸ trÞ mËt ®é phæ thùc nghiÖm.

Tõ ®ã ta cã c¸c b−íc kiÓm nghiÖm sau ®©y:

1) TÝnh gi¸ trÞ trung b×nh cña mËt ®é phæ thùc nghiÖm xS

2) Chän møc x¸c suÊt α (th−êng lµ 0.05, 0.10, 0.20) sau ®ã x¸c ®Þnh gi¸ trÞ
L)L,(L 22 αχ=χ

3) TÝnh Iα(Sω) theo (7.6.32)

4) So s¸nh )(S~ kx ω  tÝnh ®−îc víi Iα(Sω):

− NÕu )(S~ kx ω < Iα(Sω) th× trong phæ kh«ng chøa dao ®éng ®iÒu hoµ øng víi tÇn

sè ωk, gi¶ thiÕt ®Æt ra ®óng vµ ta chÊp nhËn nã.

− NÕu )(S~ kx ω  ≥ Iα(Sω) th× trong chuçi tån t¹i dao ®éng ®iÒu hoµ víi tÇn sè dao

®éng lµ ωk.

VÝ dô 7.6 Tõ chuçi sè liÖu tæng l−îng m−a 3 th¸ng chÝnh mïa m−a cña 78
n¨m ë mét tr¹m, ta tÝnh mËt ®é phæ thùc nghiÖm )(S~x ω víi ®é dÞch chuyÓn cùc ®¹i cña

hµm t−¬ng quan ®−îc chän m=19. KÕt qu¶ tÝnh ®−îc biÓu diÔn lªn ®å thÞ (h×nh 7.13),

trong ®ã thay cho tÇn sè ω trªn trôc hoµnh lµ c¸c chu kú T t−¬ng øng. NhËn xÐt s¬ bé

ta thÊy tån t¹i 5 ®Ønh phæ, trong ®ã cã hai ®Ønh kh¸ mê. VËy c©u hái ®Æt ra ë ®©y lµ

nh÷ng ®Ønh phæ nµo trong sè ®ã ph¶n ¸nh ®óng c¸c chu kú dao ®éng cña chuçi.

§Ó gi¶i quyÕt vÊn ®Ò nµy ta tÝnh Iα(Sω) víi c¸c møc α kh¸c nhau. KÕt qu¶

nhËn ®−îc: I0.01(Sω)=2.53, I0.05(Sω)=1.93, I0.10(Sω)=1.65, I0.20(Sω)=1.34, I0.30(Sω)=1.15.

So s¸nh c¸c Iα(Sω) tÝnh ®−îc víi trÞ sè mËt ®é phæ t¹i c¸c ®Ønh ta thÊy:

NÕu chän α=0.01 th× chØ cã hai ®Ønh phæ øng víi c¸c chu kú T=2.5 n¨m vµ
T=3.4 n¨m tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn )S(I)(S~ kx ωα≥ω ; nÕu α ®−îc chän b»ng 0.05, 0.10,
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0.20 ta nhËn ®−îc ba ®Ønh T=2.5, T=3.4 vµ T=5.7; nh−ng khi α t¨ng lªn b»ng 0.30

(tøc chÊp nhËn x¸c suÊt ph¹m sai lÇm tíi 30%) th× ngoµi c¸c ®Ønh phæ trªn ta cßn

nhËn ®−îc thªm mét ®Ønh øng víi chu kú T=3.1 n¨m.

7.7 ¦íc l−îng phæ n¨ng l−îng b»ng ph−¬ng ph¸p entropy cùc ®¹i

Nh− ®∙ ®Ò cËp ë trªn, kh¸i niÖm phæ ph−¬ng sai còng cã thÓ hiÓu lµ phæ n¨ng

l−îng hay phæ c«ng suÊt. ë ®©y ta sÏ xÐt kh¸i niÖm phæ n¨ng l−îng d−íi mét gãc ®é

h¬i kh¸c mét chót, mÆc dï, nh− sau nµy sÏ thÊy, vÒ b¶n chÊt cã thÓ xem chóng lµ

mét.

XÐt thÓ hiÖn x(t) cña qu¸ tr×nh X(t). Khi ®ã tæng n¨ng l−îng cña qu¸ tr×nh

®−îc x¸c ®Þnh bëi:

Power = ∫
∞

∞−

dt)t(x 2 (7.7.1)

MÆt kh¸c, theo ®Þnh lý Parseval, n¨ng l−îng nµy còng cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh

bëi:

Power = ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= df)f(Hdt)t(x 22 (7.7.1')

Trong ®ã H(f) = ∫
∞

∞−

π dte)t(x ift2 (7.7.1'')

x(t) = ∫
∞

∞−

π− dfe)f(H ift2
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Cã thÓ h×nh dung H(f) nh− lµ biªn ®é dao ®éng ®iÒu hoµ øng víi tÇn sè dµi f.

Gi÷a tÇn sè gãc vµ tÇn sè dµi liªn hÖ víi nhau bëi hÖ thøc ω=2πf. HÖ thøc (7.7.1')

biÓu diÔn sù ph©n bè n¨ng l−îng cña qu¸ tr×nh ph©n bè theo tÇn sè. Sù ph©n bè

nµy ph¶n ¸nh cÊu tróc bªn trong cña qu¸ tr×nh. VÊn ®Ò ë chç ta cÇn x¸c ®Þnh ®−îc

"cã bao nhiªu n¨ng l−îng cña qu¸ tr×nh chøa trong kho¶ng tÇn sè tõ f ®Õn f+df".

Trong thùc tÕ ng−êi ta th−êng chØ xÐt miÒn biÕn ®æi cña tÇn sè f lµ nh÷ng gi¸

trÞ d−¬ng, mÆt kh¸c gi¸ trÞ cña H(f) trªn miÒn tÇn sè ©m vµ tÇn sè d−¬ng th−êng

kh«ng kh¸c nhau, nªn thay cho H(f), ng−êi ta sö dông hµm:

S(f) = 22 )f(H)f(H −+ , 0≤ f <∞

vµ ®−îc gäi lµ phæ n¨ng l−îng cña qu¸ tr×nh.

NÕu thÓ hiÖn x(t) ®−îc cho t¹i n ®iÓm ti, i=1..n: xi=x(ti) víi ti=i∆τ, khi ®ã t¹i

c¸c ®iÓm tÇn sè rêi r¹c fk= τ∆n
k

, k=0,1,2,... biÓu thøc (7.7.1'') sÏ cã d¹ng:

H(fk) = ∑∑∫
=

π

=

τ∆π
∞

∞−

π τ∆=τ∆≈
n

1t

n
t.ki2

t

n

1t

tkif2
t

tkif2 exexdte)t(x (7.7.2)

NÕu ∆τ=1 (®¬n vÞ thêi gian), tõ (7.7.2) ta cã c«ng thøc biÕn ®æi ng−îc Fourier

rêi r¹c ®Ó nhËn c¸c gi¸ trÞ cña chuçi ban ®Çu:

xt = ∑
=

π
−n

1k

t.k
n
2i

k e)f(Hn
1

(7.7.3)

Vµ ®Þnh lý Parseval cã thÓ ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng:

∑∑
==

=
n

1k

2
k

n

1t

2
t )f(H

n
1x (7.7.4)

NÕu X(t) dõng cã kú väng b»ng 0 th× khi chia vÕ tr¸i cña (7.7.4) cho n ta nhËn

®−îc −íc l−îng ph−¬ng sai cña qu¸ tr×nh. Nh− vËy cã thÓ hiÓu phæ ph−¬ng sai nh−

lµ hµm biÓu thÞ sù ph©n bè n¨ng l−îng trung b×nh cña qu¸ tr×nh theo tÇn sè, trong

khi phæ n¨ng l−îng xÐt sù ph©n bè cña tæng n¨ng l−îng cña qu¸ tr×nh. Trªn c¬ së

biÓu thøc (7.7.4) ta cã thÓ sö dông ph−¬ng ph¸p FFT ®Ó tÝnh mËt ®é phæ cña qu¸

tr×nh. Tuy nhiªn, mÆc dï ph−¬ng ph¸p FFT cho phÐp tÝnh to¸n nhanh, nã vÉn chøa

®ùng nh÷ng h¹n chÕ nhÊt ®Þnh. Sau ®©y ta sÏ xÐt mét ph−¬ng ph¸p kh¸c lµ ph−¬ng

ph¸p entropy cùc ®¹i (MEM − Maximum Entropy Method).

Ký hiÖu tÇn sè Nyquist lµ fc, ta cã:

fc = 
τ∆2
1

 vµ fk = 2fc n
k

, k=0,1,2,...,n/2 (7.7.5)
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C¸c tÇn sè fk chØ nhËn gi¸ trÞ trªn ®o¹n [−fc; fc]. NÕu ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi:

z = τ∆πif2e (7.7.6)

khi ®ã cã thÓ biÓu diÔn phæ n¨ng l−îng d−íi d¹ng:

S(f) = 
212/n

2/nk

k
kzx∑

−

−=
(7.7.7)

NÕu x(t) x¸c ®Þnh trªn toµn miÒn v« h¹n th× biÓu thøc (7.7.7) sÏ cã d¹ng:

S(f) = 
2

k

k
kzx∑

∞

−∞=
(7.7.8)

Cã thÓ biÓu diÔn hÖ thøc (7.7.7) d−íi d¹ng gÇn ®óng sau:

S(f) ≈ 22/m

2/mk

k
kzb

1

∑
−=

 = 2m

1k

k
k

o

za1

a

∑
−=

+

(7.7.9)

Ng−êi ta gäi phÐp xÊp xØ (7.7.9) lµ ph−¬ng ph¸p entropy cùc ®¹i (MEM) hay

m« h×nh tÊt c¶ c¸c cùc (all−poles model) hoÆc m« h×nh tù håi qui (auto−regressive

model − AR). KÕt hîp (7.7.7) vµ (7.7.9) ta nhËn ®−îc:

S(f) = 
212/n

2/nk

k
kzx∑

−

−=
≈ 2m

1k

k
k

o

za1

a

∑
−=

+

(7.7.10)

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ ®Ó x¸c ®Þnh mËt ®é phæ S(f) cÇn ph¶i tÝnh ®−îc m+1 hÖ sè

ao, a1,...,am. Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng, ®Ó nhËn ®−îc c¸c hÖ sè ak (k=0..m)

cÇn ph¶i gi¶i ph−¬ng tr×nh sau:

2m

1k

k
k

o

za1

a

∑
−=

+

 ≈ ∑
−=

m

mj

j
jzR (7.7.11)

trong ®ã c¸c Rj ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

Rj ≈ ∑
−

=
+−

jn

1t
jttxxjn

1
,   j = 0,1,2,...,n−1 (7.7.12)

vµ Rj = R−j (7.7.12')

Sè m ®−îc gäi lµ bËc xÊp xØ hay sè cùc xÊp xØ. VÒ nguyªn t¾c m cã thÓ nhËn bÊt kú

mét sè nguyªn d−¬ng nµo cho ®Õn n−1 lµ tæng sè c¸c m«men tù t−¬ng quan Rj cã
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thÓ cã. ThËm chÝ m cã thÓ nhËn gi¸ trÞ lín h¬n dung l−îng mÉu n, nh−ng trong

tr−êng hîp nµy cÇn ph¶i ngo¹i suy hµm tù t−¬ng quan. Trªn thùc tÕ th−êng ng−êi

ta chän m nhá h¬n n nhiÒu.

Cã nhiÒu thñ thuËt ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh (7.7.11) mµ mét trong nh÷ng ph−¬ng

ph¸p ®ã lµ ®−a ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng ma trËn:


















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






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






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






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






+

+

0
...
0
a

a
...
a
1

R...RR
............
R...RR
R...RR 0

m

1

1m1m

m12

1m21

(7.7.13)

Sau khi tÝnh ®−îc c¸c hÖ sè ak, k=0..m, øng víi c¸c gi¸ trÞ tÇn sè cho tr−íc fk,

thay vµo (7.7.10) ta sÏ x¸c ®inh ®−îc mËt ®é phæ. Chó ý r»ng c¸c gi¸ trÞ tÇn sè ph¶i

tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn:

2
1f

2
1

k ≤τ∆≤− (7.7.14)

7.8 Ph−¬ng ph¸p chuÈn sai tÝch luü ph©n tÝch xu thÕ

ChuÈn sai lµ hiÖu gi÷a c¸c thµnh phÇn cña chuçi vµ gi¸ trÞ trung b×nh

dt=xt− x . Do ®ã, tõ chuçi ban ®Çu ta cã thÓ thµnh lËp ®−îc chuçi chuÈn sai {dt,

t=1..n} DÊu chuÈn sai cho biÕt trÞ sè cña chuçi t¨ng hay gi¶m, cßn gi¸ trÞ chuÈn sai

®¸nh gi¸ møc ®é t¨ng hay gi¶m cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi so víi trung b×nh.

ChuÈn sai tÝch luü Dt lµ tæng c¸c chuÈn sai dt, ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

Dt = ∑
=

t

1i
id

Nh− vËy, D1 = d1, D2 = d1+d2, ... , Dn = d1+ d2+...+ dn = 0, tøc lµ tõ chuçi {dt,

t=1..n} ta sÏ thµnh lËp ®−îc chuçi {Dt, t=1..n}. Ta thÊy gi¸ trÞ cña Dt phô thuéc vµo

tr¹ng th¸i dao ®éng vµ xu thÕ cña chuçi. NÕu chuçi cã xu thÕ t¨ng thuÇn tuý th×

gi¸ trÞ trung b×nh cña chuçi sÏ n»m ë vÞ trÝ kho¶ng gi÷a chuçi, do ®ã c¸c thµnh

phÇn ®Çu chuçi chuÈn sai dt sÏ mang dÊu ©m cßn c¸c thµnh phÇn cuèi chuçi mang

dÊu d−¬ng. C¸c gi¸ trÞ chuÈn sai tÝch luü Dt v× thÕ sÏ cµng ©m khi t t¨ng cho ®Õn

kho¶ng gi÷a chuçi, sau ®ã sÏ gi¶m dÇn vÒ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi (nh−ng vÉn mang dÊu

©m) cho ®Õn 0. T×nh huèng ng−îc l¹i sÏ x¶y ra nÕu chuçi cã xu thÕ gi¶m thuÇn tuý.

C¸c h×nh 7.14a vµ 7.14b ®∙ dÉn ra vÝ dô m« pháng minh ho¹ cho c¸c tr−êng hîp

nµy, trong ®ã xu thÕ t¨ng, gi¶m ®−îc cho theo qui luËt gÇn tuyÕn tÝnh.

NÕu chuçi cã xu thÕ t¨ng råi gi¶m hoÆc gi¶m råi t¨ng, tøc lµ theo biÕn tr×nh

thêi gian chuçi cã mét cùc ®¹i hoÆc mét cùc tiÓu, trÞ sè trung b×nh cña chuçi n»m ë
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hai vÝ trÝ kho¶ng gi÷a ®o¹n ®Çu vµ kho¶ng gi÷a ®o¹n cuèi cña chuçi. C¸c chuÈn sai

dt sÏ b¾t ®Çu b»ng nh÷ng gi¸ trÞ ©m (nÕu chuçi t¨ng råi gi¶m) hoÆc d−¬ng (nÕu

chuçi gi¶m råi t¨ng), cho ®Õn kho¶ng gi÷a ®o¹n ®Çu th× mang dÊu ng−îc l¹i vµ gi÷

nguyªn dÊu ®Õn kho¶ng gi÷a ®o¹n cuèi l¹i ®æi dÊu cho ®Õn hÕt chuçi. Minh ho¹ cho

c¸c tr−êng hîp nµy ®−îc dÉn ra trªn c¸c h×nh 7.15a vµ 7.15b.

Dt t

H×nh 7.14a Xu thÕ t¨ng thuÇn tuý

Dt

t

H×nh 7.14b Xu thÕ gi¶m thuÇn tuý

Dt

t

H×nh 7.15a Xu thÕ t¨ng råi gi¶m

Dt

t

H×nh 7.15b Xu thÕ gi¶m råi t¨ng

Trªn c¸c h×nh 7.16a vµ 7.16b dÉn ra ®å thÞ biÓu diÔn sù biÕn ®æi cña Dt theo t

øng víi c¸c t×nh huèng chuçi cã xu thÕ t¨ng råi gi¶m sau ®ã t¨ng vµ gi¶m råi t¨ng

sau ®ã gi¶m.

Tõ c¸c h×nh 7.14−7.16 cã thÓ nhËn thÊy mét tÝnh chÊt chung cña chuÈn sai

tÝch luü Dt lµ, nh×n chung víi Dt ©m th× chuçi cã xu thÕ t¨ng cßn víi Dt d−¬ng th×

chuçi cã xu thÕ gi¶m.

Dt

t

H×nh 7.16a Xu thÕ t¨ng råi gi¶m sau ®ã l¹i t¨ng

Dt

t

H×nh 7.16b Xu thÕ gi¶m råi t¨ng sau ®ã l¹i gi¶m
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Tr−êng hîp c¸c thµnh phÇn cña chuçi dao ®éng ngÉu nhiªn xung quanh gi¸

trÞ trung b×nh, c¸c chuÈn sai dt cã dÊu ©m d−¬ng ®an xen nhau, h¬n n÷a gi¸ trÞ

tuyÖt ®èi cña chóng kh«ng kh¸c nhau nhiÒu, th× cã thÓ nãi chuçi kh«ng cã xu thÕ.

§å thÞ cña chuÈn sai tÝch luü Dt theo t v× vËy còng sÏ dao ®éng ngÉu nhiªn xung

quanh trÞ sè 0 vµ cã kh«ng thÓ hiÖn râ rµng qui luËt biÕn ®æi.

VÝ dô 7.8 B¶ng 7.4 dÉn ra trÝch ®o¹n chuçi sè liÖu tæng l−îng m−a n¨m cña

mét tr¹m vµ nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh chuÈn sai dt vµ chuÈn sai tÝch luü Dt cña chuçi.

TrÞ sè trung b×nh toµn chuçi lµ 1899.2 (mm). KÕt qu¶ tÝnh to¸n ®−îc biÓu diÔn trªn

h×nh 7.17.

Tõ h×nh nµy ta thÊy sù biÕn ®æi cña chuçi l−¬ng m−a n¨m vÒ c¬ b¶n ®−îc chia

lµm hai giai ®o¹n. Giai ®o¹n tõ ®Çu thÕ kû ®Õn kho¶ng nh÷ng n¨m ®Çu thËp kû

bèn m−¬i l−îng m−a cã xu thÕ t¨ng dÇn theo thêi gian. Giai ®o¹n tõ ®Çu thËp kû

bèn m−¬i ®Õn cuèi nh÷ng n¨m t¸m m−¬i l−îng m−a cã xu thÕ gi¶m dÇn. Tuy vËy,

sù nhÊp nh« cña ®å thÞ ®∙ ph¶n ¸nh xu thÕ biÕn thiªn cña chuçi ®an xen nhau gi÷a

c¸c thêi kú cã tæng l−îng m−a v−ît chuÈn vµ d−íi chuÈn. Hay nãi c¸ch kh¸c, tån t¹i

trong chuçi mét sù lu©n phiªn cña c¸c thêi ®o¹n cã dÊu chuÈn sai d−¬ng vµ ©m.

B¶ng 7.4 ChuÈn sai vµ chuÈn sai tÝch luü tæng l−îng m−a n¨m (mm)

N¨m Tæng l−îng m−a n¨m ChuÈn sai dt ChuÈn sai tÝch luü Dt

1907 1906.2 7.0 7.0

1908 1837.4 −61.8 −54.7

1909 1644.0 −255.2 −309.9

1910 3029.6 1130.4 820.6

1911 1233.8 −665.4 155.2

1912 1239.9 −659.3 −504.0

... ... ... ...

1985 2346.4 447.2 166.5

1986 1669.9 −229.3 −62.8

1987 1838.8 −60.4 −123.1

1988 2022.3 123.1 0.0

7.9 Ph−¬ng ph¸p håi qui ph©n tÝch xu thÕ

Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch xu thÕ th−êng ®−îc xÐt ®Õn trong

viÖc nghiªn cøu dao ®éng khÝ hËu lµ ph−¬ng ph¸p håi qui.

Ph−¬ng ph¸p håi qui ®−îc ®Ò cËp ë ®©y lµ håi qui gi÷a biÕn khÝ hËu x vµ thêi

gian t, tøc lµ sù biÕn ®æi cña x theo t: x = f(t). NÕu f(t) lµ mét hµm tuyÕn tÝnh ta cã

xu thÕ biÕn ®æi tuyÕn tÝnh. Trong nh÷ng tr−êng hîp kh¸c ta sÏ gäi nã lµ xu thÕ

kh«ng tuyÕn tÝnh.
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H×nh 7.17 §−êng chuÈn sai tÝch luü tæng l−îng m−a n¨m

§Ó nghiªn cøu xu thÕ biÕn ®æi tuyÕn tÝnh ta thµnh lËp ph−¬ng tr×nh håi qui:

x(t) = at + b (*)

trong ®ã a vµ b lµ c¸c hÖ sè håi qui ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

a = 

( ) ( )∑∑

∑

==

=

−−

−−

n

1t

2n

1t

2
t

n

1t
t

ttxx

)tt)(xx(
,    b = x  − a t

∑
=

=
n

1t
txn

1x ,    ∑
=

=
n

1t
t

n
1t

Tõ ph−¬ng tr×nh (*) ta cã thÓ nhËn biÕt ®−îc xu thÕ biÕn ®æi cña chuçi th«ng

qua ph©n tÝch hÖ sè gãc a. DÊu cña hÖ sè a x¸c ®Þnh xu thÕ t¨ng (khi a>0) hoÆc

gi¶m (khi a<0), cßn trÞ tuyÖt ®èi cña a cho biÕt møc ®é t¨ng gi¶m cña chuçi.

Trong øng dông thùc hµnh, ta cã thÓ chia chuçi thµnh c¸c ®o¹n kh¸c nhau ®Ó

ph©n tÝch xu thÕ. Khi ®ã c¨n cø vµo c¸c hÖ sè gãc a ta cã thÓ biÕt ®−îc xu thÕ cña

chuçi qua c¸c thêi kú kh¸c nhau.
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PhÇn phô lôc

Phô lôc 1. Mét sè kiÕn thøc vÒ ma trËn vµ ®Þnh thøc

1. Ma trËn

 Ma trËn A cÊp (hay bËc m×n, ký hiÖu lµ A(m×n) lµ mét b¶ng h×nh ch÷ nhËt

gåm c¸c sè hay c¸c phÇn tö aik ®−îc s¾p xÕp thµnh m hµng vµ n cét:



















=

mn2m1m

n22221

n11211

a....aa
................
a....aa
a....aa

A

§«i khi ®Ó cho gän ta th−êng viÐt A = (aik), hoÆc ®¬n gi¶n h¬n: (aik). Trong

ph¹m vi tµi liÖu nµy ta sÏ lu«n gi¶ thiÕt r»ng c¸c phÇn tö aik lµ nh÷ng sè thùc.

Khi m = 1, ma trËn A chØ gåm mét phÇn tö a11, vµ nã ®−îc ®ång nhÊt víi mét

sè. Khi m = n, ma trËn A ®−îc gäi lµ ma trËn vu«ng.

− Ma trËn A’(n×m) t¹o thµnh tõ ma trËn A(m×n) b»ng c¸ch ®æi chç vÞ trÝ hµng
thµnh cét ®−îc gäi lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña A: ki

'
ik aa =

− Ma trËn A'(nxm) t¹o thµnh tõ ma trËn A(mxn) b»ng c¸ch ®æi chç vÞ trÝ hµng
thµnh cét ®−îc gäi lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña A: kiik aa =′  víi k=1..m, i=1..n.

− Tæng cña hai ma trËn cïng cÊp A vµ B lµ mét ma trËn cïng cÊp C mµ c¸c

phÇn tö cña nã b»ng tæng c¸c phÇn tö t−¬ng øng cña c¸c ma trËn A vµ B:

cik = aik + bik

− TÝch cña hai ma trËn A(mxn) vµ B(nxp) sÏ lµ mét ma trËn C cÊp (mxp), trong

®ã c¸c phÇn tö cik ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

cik = ∑
=

n

1j
jkijba

CÇn l−u ý r»ng tÝch hai ma trËn chØ thùc hiÖn ®−îc khi sè cét cña ma trËn thø

nhÊt b»ng sè hµng cña ma trËn thø hai. H¬n n÷a phÐp nh©n ma trËn kh«ng cã tÝnh

giao ho¸n, tøc lµ nãi chung AB≠BA trong tr−êng hîp phÐp nh©n thùc hiÖn ®−îc.
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− NÕu A lµ mét ma trËn vu«ng th× c¸c phÇn tö aii (chØ sè hµng b»ng chØ sè cét)

lËp nªn ®−êng chÐo chÝnh cña A vµ c¸c phÇn tö ®ã ®−îc gäi lµ c¸c phÇn tö ®−êng

chÐo. NÕu A cã c¸c phÇn tö ®èi xøng qua ®−êng chÐo chÝnh th× A ®−îc gäi lµ ma

trËn ®èi xøng.

− Ma trËn ®èi xøng A cã c¸c phÇn tö b»ng 0 trõ ®−êng chÐo chÝnh ®−îc gäi lµ

ma trËn ®−êng chÐo. Ma trËn ®−êng chÐo mµ c¸c phÇn tö ®Òu b»ng 1 ®−îc gäi lµ ma

trËn ®¬n vÞ.

− Ma trËn chØ gåm mét hµng hoÆc mét cét ®−îc gäi lµ vect¬ hµng hoÆc vect¬ cét.

2. §Þnh thøc

Mçi mét ma trËn vu«ng A(nxn) t−¬ng øng víi mét sè D nµo ®ã ®−îc gäi lµ ®Þnh

thøc cña A. Sè D ®−îc ký hiÖu b»ng:

D = A  = ika  = 

mn2m1m

n22221

n11211

a...aa
............
a...aa
a...aa

vµ ®−îc x¸c ®Þnh bëi tæng:

D = ∑± nnr2r21r1 a...aa

trong ®ã c¸c chØ sè r1, r2,..., rn ch¹y qua tÊt c¶ n! ho¸n vÞ cã thÓ cã cña c¸c sè

1,2,...,n, cßn dÊu cña mçi sè h¹ng lµ (+) hay (−) tuú theo ho¸n vÞ t−¬ng øng lµ ch½n

hay lÎ. Sè n ®−îc gäi lµ cÊp cña ®Þnh thøc.

− §Þnh thøc cña ma trËn vu«ng A vµ chuyÓn vÞ A' cña nã b»ng nhau.

− NÕu ®æi chç hai hµng hay hai cét cña ma trËn cho nhau th× ®Þnh thøc ®æi

dÊu. Do ®ã nÕu ma trËn cã hai hµng hoÆc hai cét gièng nhau th× ®Þnh thøc cña nã

b»ng kh«ng.

− §Þnh thøc cña tÝch hai ma trËn vu«ng b»ng tÝch c¸c ®Þnh thøc cña chóng.

− NÕu A lµ mét ma trËn bÊt kú th× ma trËn A1 nhËn ®−îc tõ ma trËn A b»ng

c¸ch bá ®i mét sè hµng vµ mét sè cét ®−îc gäi lµ ma trËn con cña A. NÕu A lµ ma

trËn vu«ng th× ma trËn con vu«ng cña A cã c¸c phÇn tö ®−êng chÐo chÝnh lµ nh÷ng

phÇn tö ®−êng chÐo chÝnh cña A.

− §Þnh thøc cña mét ma trËn con vu«ng cña ma trËn A ®−îc gäi lµ mét tö thøc

cña A. Ta gäi phÇn phô ®¹i sè Aik cña phÇn tö aik cña ma trËn vu«ng A lµ tÝch cña tö

thøc nhËn ®−îc b»ng c¸ch bá ®i hµng thø i cét thø k, nh©n víi

(−1)i+k.
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− Ta cã mét sè ®ång nhÊt thøc quan träng:





≠
=

=∑
= kikhi0

kikhiD
Aa

n

1j
kjij





≠
=

=∑
= kikhi0

kikhiD
Aa

n

1j
jkji

Phô lôc 2. Mét sè hµm ®Æc biÖt

1. Hµm Gamma

Hµm Gamma Γ(p) ®−îc x¸c ®Þnh bëi hÖ thøc sau víi mäi sè thùc p>0:

Γ(p) = ∫
+∞

−−

0

x1p dxex

NÕu p dÇn tíi 0 hay tíi +∞ th× Γ(p) dÇn tíi +∞. Hµm Γ(p) cã cùc tiÓu duy nhÊt

t¹i po ∈ (0; +∞) vµ ng−êi ta ®∙ x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ gÇn ®óng cña po lµ po=1.4616.

Gi¸ trÞ hµm Γ(p) t¹i ®iÓm cùc tiÓu b»ng Γ(po) = 0.8856.

Mét sè tÝnh chÊt cña hµm Γ(p):

1) Víi mäi p>0 ta cã Γ(p+1) = pΓ(p)

2) NÕu p lµ sè nguyªn d−¬ng n th× Γ(1) = 1 vµ Γ(n+1) = n!

3) Víi mäi α>0, λ>0 ta cã: λ

+∞
α−−λ

α
λΓ

=∫
)(dxex

0

x1

4) π=





Γ
2
1

,       π=





Γ
2
12

2. Hµm Bªta

Hµm Bªta B(p,q) ®−îc x¸c ®Þnh bëi hÖ thøc sau víi mäi p>0 vµ q>0:

B(p,q) = ∫ −− −
1

0

1q1p dx)x1(x

Gi÷a hµm Γ(p) vµ hµm B(p,q) liªn hÖ víi nhau bëi hÖ thøc:

B(p,q) = 
)qp(
)q()p(

+Γ
ΓΓ
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Phô lôc 3. Mét sè b¶ng tÝnh s½n

1. B¶ng gi¸ trÞ hµm Laplas Φ(x) = ∫
−

π

x

0

2t
2
1

dte
2
1

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

0.10 0.0398 0.60 0.2257 1.10 0.3643 1.60 0.4452

0.15 0.0596 0.65 0.2422 1.15 0.3749 1.65 0.4505

0.20 0.0793 0.70 0.2580 1.20 0.3849 1.70 0.4554

0.25 0.0987 0.75 0.2734 1.25 0.3944 1.75 0.4599

0.30 0.1179 0.80 0.2881 1.30 0.4032 1.80 0.4641

0.35 0.1368 0.85 0.3023 1.35 0.4115 1.85 0.4678

0.40 0.1554 0.90 0.3159 1.40 0.4192 1.90 0.4713

0.45 0.1736 0.95 0.3289 1.45 0.4265 1.95 0.4744

0.50 0.1915 1.00 0.3413 1.50 0.4332 2.00 0.4772

0.55 0.2088 1.05 0.3531 1.55 0.4394 2.05 0.4798

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

2.10 0.4821 2.60 0.4953 3.10 0.4990 3.60 0.4998

2.15 0.4842 2.65 0.4960 3.15 0.4992 3.65 0.4999

2.20 0.4861 2.70 0.4965 3.20 0.4993 3.70 0.4999

2.25 0.4878 2.75 0.4970 3.25 0.4994 3.75 0.4999

2.30 0.4893 2.80 0.4974 3.30 0.4995 3.80 0.4999

2.35 0.4906 2.85 0.4978 3.35 0.4996 3.85 0.4999

2.40 0.4918 2.90 0.4981 3.40 0.4997 3.90 0.5000

2.45 0.4929 2.95 0.4984 3.45 0.4997 3.95 0.5000

2.50 0.4938 3.00 0.4987 3.50 0.4998 4.00 0.5000

2.55 0.4946 3.05 0.4989 3.55 0.4998 4.05 0.5000
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2. Ph©n bè χ2

B¶ng tÝnh gi¸ trÞ χ2
p  øng víi x¸c suÊt p=P(χ2>χ2

p)= ∫
∞

χ2p

dx)n,x(f , trong ®ã f(x,n)

lµ hµm mËt ®é x¸c suÊt χ2 víi n bËc tù do.

p

n 0.99 0.98 0.95 0.90 0.80 0.70 0.50 0.30 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.001

1 0.000 0.001 0.004 0.016 0.064 0.148 0.455 1.074 1.642 2.706 3.841 5.412 6.635 10.827

2 0.020 0.040 0.103 0.211 0.446 0.713 1.386 2.408 3.219 4.605 5.991 7.824 9.210 13.815

3 0.115 0.185 0.352 0.584 1.005 1.424 2.366 3.665 4.642 6.251 7.815 9.837 11.345 16.266

4 0.297 0.429 0.711 1.064 1.649 2.195 3.357 4.878 5.989 7.779 9.488 11.668 13.277 18.466

5 0.554 0.752 1.145 1.610 2.343 3.000 4.351 6.064 7.289 9.236 11.070 13.388 15.086 20.515

6 0.872 1.134 1.635 2.204 3.070 3.828 5.348 7.231 8.558 10.645 12.592 15.033 16.812 22.457

7 1.239 1.564 2.167 2.833 3.822 4.671 6.346 8.383 9.803 12.017 14.067 16.622 18.475 24.321

8 1.647 2.032 2.733 3.490 4.594 5.527 7.344 9.524 11.030 13.362 15.507 18.168 20.090 26.124

9 2.088 2.532 3.325 4.168 5.380 6.393 8.343 10.656 12.242 14.684 16.919 19.679 21.666 27.877

10 2.558 3.059 3.940 4.865 6.179 7.267 9.342 11.781 13.442 15.987 18.307 21.161 23.209 29.588

11 3.053 3.609 4.575 5.578 6.989 8.148 10.341 12.899 14.631 17.275 19.675 22.618 24.725 31.264

12 3.571 4.178 5.226 6.304 7.807 9.034 11.340 14.011 15.812 18.549 21.026 24.054 26.217 32.909

13 4.107 4.765 5.892 7.041 8.634 9.926 12.340 15.119 16.985 19.812 22.362 25.471 27.688 34.527

14 4.660 5.368 6.571 7.790 9.467 10.821 13.339 16.222 18.151 21.064 23.685 26.873 29.141 36.124

15 5.229 5.985 7.261 8.547 10.307 11.721 14.339 17.322 19.311 22.307 24.996 28.259 30.578 37.698

16 5.812 6.614 7.962 9.312 11.152 12.624 15.338 18.418 20.465 23.542 26.296 29.633 32.000 39.252

17 6.408 7.255 8.672 10.085 12.002 13.531 16.338 19.511 21.615 24.769 27.587 30.995 33.409 40.791

18 7.015 7.906 9.390 10.865 12.857 14.440 17.338 20.601 22.760 25.989 28.869 32.346 34.805 42.312

19 7.633 8.567 10.117 11.651 13.716 15.352 18.338 21.689 23.900 27.204 30.144 33.687 36.191 43.819

20 8.260 9.237 10.851 12.443 14.578 16.266 19.337 22.775 25.038 28.412 31.410 35.020 37.566 45.314

21 8.897 9.915 11.591 13.240 15.445 17.182 20.337 23.858 26.171 29.615 32.671 36.343 38.932 46.796

22 9.542 10.600 12.338 14.041 16.314 18.101 21.337 24.939 27.301 30.813 33.924 37.659 40.289 48.268

23 10.196 11.293 13.091 14.848 17.187 19.021 22.337 26.018 28.429 32.007 35.172 38.968 41.638 49.728

24 10.856 11.992 13.848 15.659 18.062 19.943 23.337 27.096 29.553 33.196 36.415 40.270 42.980 51.179

25 11.524 12.697 14.611 16.473 18.940 20.867 24.337 28.172 30.675 34.382 37.652 41.566 44.314 52.619

26 12.198 13.409 15.379 17.292 19.820 21.792 25.336 29.246 31.795 35.563 38.885 42.856 45.642 54.051

27 12.878 14.125 16.151 18.114 20.703 22.719 26.336 30.319 32.912 36.741 40.113 44.140 46.963 55.475

28 13.565 14.847 16.928 18.939 21.588 23.647 27.336 31.391 34.027 37.916 41.337 45.419 48.278 56.892

29 14.256 15.574 17.708 19.768 22.475 24.577 28.336 32.461 35.139 39.087 42.557 46.693 49.588 58.301

30 14.953 16.306 18.493 20.599 23.364 25.508 29.336 33.530 36.250 40.256 43.773 47.962 50.892 59.702
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3. Ph©n bè Student (t)

B¶ng tÝnh gi¸ trÞ tp øng víi x¸c suÊt p=P ( ) ∫
∞

=>
pt

p dx)n,x(f2tt , trong ®ã f(x,n) lµ

hµm mËt ®é ph©n bè t víi n bËc tù do.

p

n 0.900 0.800 0.700 0.600 0.500 0.400 0.300 0.200 0.100 0.050 0.010 0.001

1 0.158 0.325 0.510 0.727 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.706 63.656 636.58

2 0.142 0.289 0.445 0.617 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303 9.925 31.600

3 0.137 0.277 0.424 0.584 0.765 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182 5.841 12.924

4 0.134 0.271 0.414 0.569 0.741 0.941 1.190 1.533 2.132 2.776 4.604 8.610

5 0.132 0.267 0.408 0.559 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 4.032 6.869

6 0.131 0.265 0.404 0.553 0.718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.707 5.959

7 0.130 0.263 0.402 0.549 0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 3.499 5.408

8 0.130 0.262 0.399 0.546 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 3.355 5.041

9 0.129 0.261 0.398 0.543 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 3.250 4.781

10 0.129 0.260 0.397 0.542 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 3.169 4.587

11 0.129 0.260 0.396 0.540 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201 3.106 4.437

12 0.128 0.259 0.395 0.539 0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179 3.055 4.318

13 0.128 0.259 0.394 0.538 0.694 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160 3.012 4.221

14 0.128 0.258 0.393 0.537 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.977 4.140

15 0.128 0.258 0.393 0.536 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.947 4.073

16 0.128 0.258 0.392 0.535 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.921 4.015

17 0.128 0.257 0.392 0.534 0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.898 3.965

18 0.127 0.257 0.392 0.534 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101 2.878 3.922

19 0.127 0.257 0.391 0.533 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.861 3.883

20 0.127 0.257 0.391 0.533 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.845 3.850

21 0.127 0.257 0.391 0.532 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.831 3.819

22 0.127 0.256 0.390 0.532 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.819 3.792

23 0.127 0.256 0.390 0.532 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069 2.807 3.768

24 0.127 0.256 0.390 0.531 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.797 3.745

25 0.127 0.256 0.390 0.531 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.787 3.725

26 0.127 0.256 0.390 0.531 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.779 3.707

27 0.127 0.256 0.389 0.531 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.771 3.689

28 0.127 0.256 0.389 0.530 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.763 3.674

29 0.127 0.256 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.756 3.660

30 0.127 0.256 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.750 3.646

40 0.126 0.255 0.388 0.529 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2.704 3.551

60 0.126 0.254 0.387 0.527 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671 2.000 2.660 3.460

120 0.126 0.254 0.386 0.526 0.677 0.845 1.041 1.289 1.658 1.980 2.617 3.373

∞ 0.126 0.253 0.385 0.524 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.576 3.290
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