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LGI NOI DAU

Khi hau luén la bd phan quan trong ctia diéu kién tu nhién va méi trudng.
Khi hau c6 ¥ nghia quyét dinh d&n nhiéu méit hoat dong san xuat va doi song. Diéu
kién khi hau 1a mot trong nhiing nhan t6 tao nén sy hinh thanh, ton tai va phat
trién cta thé gii sinh vat, anh hudng quan trong dén nhiéu linh vuc kinh t& va xa
hoi nhan van cta loai ngudi. Béi vay, khi néi dén mot mién dat nao dé ngudi ta
khong thé khéng nhic téi diéu kién khi hau cta né.

Trong qué trinh tén tai va phat trién, con ngudi ludn phai tim hiéu, nghién
ctu diéu kién tu nhién va méi trudng dé ndm bit dude cac qui luat bién ddi cua né
v6i muc dich cai tao, chinh phuc va khai thac né. Vi vay khi hau cling luén 1a mot
d61 tugng cAn dude tim hiéu va nghién ctu.

Mot trong nhiing phuong phap dude ting dung phé bién trong nghién ctu khi
hau 14 phuong phap xac sudt thong ké. Day 1a mot cong cu toan hoc dugde 4p dung
rat rong rai va c6 hiéu qua trong nhiéu linh vuc. "Phuong phap théng ké trong khi
hau" van dung mot s6 nguyén ly ctia 1y thuyét xac suat théng ké toan hoc, tinh toan
thong ké cac dic trung khi tugng, khi hau, giai quyét mot sé bai toan trong nghién
ctiu qui luat, ban chat, déc tinh ciing nhu cac van dé lién quan dén cdu tric cac
truong khi quyén. N6 1a cau néi gitia 1y thuyét xac sudt théng ké toan hoc va khoa
hoc khi quyén, la mot m6n hoc mang tinh phuong phap.

Hién nay c6 rat nhiéu tai lidu viét vé 1y thuyét xac suat théng ké dang dudc
luu hanh. Tuy vay, mét cach tuong d6i c6 thé phan chia cac tai liéu nay ra lam hai
loai. Loai thti nh4t thién vé toan hoc, trong d6 trinh bay chit ché 1y thuyét xac suat
duya trén nén toan hoc 6 trinh dd cao. Nhiing tai liéu nay thuong dung cho cac
chuyén gia vé toan nén rat khé déi véi sinh vién cling nhu moét s6 it chuyén gia
nganh khi tugng thuy vén. Loai tht hai bao gom céc tai liéu théng ké trong chuyén
nganh, do cic chuyén gia thudc nhiéu linh vuc chuyén moén khac nhau viét. Déi véi
loai tai liéu nay, tuy thudc vao ting chuyén nganh ma néi dung khai thac nhiing
kién thiic vé ly thuyét xac suat thong ké ciing khong nhat quan. N6i chung nhiing
tai liéu nay thuong chi di sdu vé mot s6 khia canh va coi nhe nhiing phan khac, dic
biét trong d6 chd trong trinh bay nhiing vi du mang tinh déc thu chuyén nganh
hep. Diéu nay ciing gay khong it khé khin cho viéc ting dung ching trong chuyén
nganh khi tugng khi hiu.

Trude tinh hinh d6, quyén sach nay dudc bién soan nhu la viée giai quyé&t mot
yéu cau thic bach cua thuc t&. Ding v6i tén goi cia né — "Phuong phap thong ké
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trong khi hau" — néi dung quyén sach chd trong trinh bay khia canh tng dung coéng
cu théng ké toan hoc vao chuyén nganh khi hau. Quyén sach dudc viét trén co sé
tap bai giang ma tac gia da dung dé giang day cho sinh vién nganh khi tugng khi
hau truong Pai hoc Téng hop Ha Noi, nay 1a Pai hoc Quéc gia Ha Ngi, trong nhiéu
nam gan day. Muc dich viét cudn sach nay nhim tao cho sinh vién c¢6 duge mot tai
liéu chinh théng trong qui trinh tié€p thu mén hoc "Phuong phap théng ké trong
khi hau" § trudng. Quyén sach ciing c6 thé dang lam tai liéu tham khao bé ich cho
cac can b, k¥ su thudc nganh khi tugng khi hau va cac doc gia thudc nhiing chuyén
nganh gan giii nhu thuy van, hai duong trong quéa trinh lam céng tac nghién ciiu va
ting dung nghiép vu. Ngoai ra, nhiing doc gid khac c6 quan tdm dén linh vuc tng
dung cta ly thuyét x4c suélt théng ké ciing c6 thé doc va khai thac né.

Quyén sach duge viét cho nhiing d6i tugng da dude trang bi kién thic toan cao
cip va ly thuyét xac suit théng ké toan hoc danh cho sinh vién nganh khi tugng thuy
van. Béi vay, trong qua trinh trinh bay, mot s6 khai niém, dinh nghia dudc xem la da
biét, do d6 ching chi duge néu ra mot cach ngidn gon ma khong di sau chi tiét. Mat
khéc, bam sat muc tiéu cua chuong trinh dao tao dai hoc chuyén nganh khi tugng khi
hau, quyén sach dugc viét dusi hinh thiic 14 mot gido trinh mén hoc.

Trit phAn mé dau va phu lue, quyén sach duge b cuc trong 7 chuong:

Chuong 1. Mot s6 kién thiic co ban ctua ly thuyét xdc sudt va ung dung trong
khi tuong khi hdu. Chuong nay trinh bay nhiing khai niém co ban nhat caa ly
thuyét xac sudt va phuong thtc van dung ching dé giai quyét mot s bai toan
thuong gép trong thuc té.

Chuong 2. Cdc ddc trung sé cua phdn b6 va vin dé phan tich khdo sdt sé liéu.
0 day, trinh bay nhiing dic trung s6 quan trong thudng dude tng dung trong phan
tich khao sat va nghién ctiu cac tap s6 liéu khi tugng khi hau cling nhu cac phuong
phéap uée lugng ching.

Chuong 3. Mét sé phan bé ly thuyét. Trinh bay nhiing phan bd xac suit ly
thuyét thudng duge ting dung trong nghién cttu cac hién tugng khi quyén va cac bai
toan kiém nghiém gia thiét théng ké trong khi hau.

Chuong 4. Kiém nghiém gid thiét thong ké trong khi hdu. Chuong nay dé cap dén
mét loat bai toan lién quan dén vén dé kiém nghiém gia thiét thong ké thuong gip
trong khi hau, cach thiic néu bai toan va cac budc tién hanh kiém nghiém.

Chuwong 5. Phén tich tuong quan va hoéi qui. O day trinh bay cac phuong phap
xac dinh miic d6 va dang thiic lién hé gitia cac chudi sb liéu khi tuong, khi hau trén
cd s6 cac phuong phap phan tich tuong quan va hoi qui ctia théng ké toan hoc,
trong dé chu trong cac phuong phap nghién ctiu quan hé tuyén tinh va bién d6i cac
moéi quan hé phi tuyén vé dang tuyén tinh.

Chuong 6. Chinh ly s6 liéu khi hdu. Trén co sd nhiing kién thtc vé phan tich
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tuong quan va hoi qui, chuong nay trinh bay phuong phap xt ly ban dau cac chudi
s6 liéu khi hau, phuong phap gidi quyét mot trong nhiing van dé co ban luén ton tai
trong cac chudi sé liéu khi hau 14 chudi ngén va gian doan. Ngoai ra ¢ day con néu
mot s6 phuong phap xac dinh cic dic trung cta chudi ngin thong qua viéc bd
khuyét va kéo dai chudi.

Chuong 7. Phdn tich chudi thoi gian. Chuong nay trinh bay mét s6 phuong
phap thong dung nghién ctiu hai déc tinh co ban nhat caa cac chudi sé liéu khi hau
la tinh xu thé& va tinh chu ky, qua d6 nham trang bi nhiing céng cu hiiu hiéu cho
viéc gidi quyét mot trong nhiing nhiém vu thoi su cia khi hau hién dai 12 nghién
ctiu bién d6i khi hau.

Nhém gitp cho ngudi doc c6 thé ti€p can van dé mét cach nhanh chéng, tac
gia da c6 gédng tuan thl nguyén tic trinh bay 1a sau méi moét phan 1y thuyét sé c6
cac vi du minh hoa gan sat v6i nhiing bai toan thuc té&. Tuy vay, do khuén khé
quyén sach c6 han, hé théng cac bai tap khong duge dua vao day ma sé danh cho
mot cudén sach khac. Mot s6 vi du cling khong dugc trinh bay chi tiét. Mat khac
quyén sach ciing chua chd trong dén nhiing ndi dung lién quan véi viéc phan tich
khoéng gian, phan viung va lap ban d6 khi hau.

Ngoai nhiing tai liéu da dudc liét ké trong danh muc tai liéu tham khao, khi
bién soan quyén sich tac gia con tham khao thém tap bai giang ma GS-PTS
Nguyén Trong Hiéu da dung dé giang day cho sinh vién nganh khi tugng khi hau
trong nhiing ndm cta thap ky bay muodi. D6 14 mot ngudn tu liéu qui gia gitdp cho
tac gia dinh huéng lya chon phuong phap trinh bay néi dung cling nhu bé cuc cta
cudn sach.

Trong qua trinh bién soan quyén sach, tac giad da nhan dugc nhiing y kién
déng goép qui bau ctia cac dong nghiép thuodc Pai hoc Quéc gia Ha Noi; nhan dudc su
gitip d6 tan tinh, nhiing 16i dong vién chan thanh va nhiing ¥ kién b6 sung vé mit
hoc thuat ctia cac thanh vién Hoi ddong Khoa hoc khoa Khi tugng Thuy van & Hai
duong hoc, truéng Pai hoc Khoa hoc Ty nhién. Nhan day tac gia xin bay t6 long
biét on sau sic. Dic biét tac gia xin chan thanh cam on PGS-PTS Nguyén Vin
Tuyén va PGS-PTS Nguyén Vian Hiiu, nhiing ngudi dd doc kj ban thao ctia cudn
sach va cho nhiing nhéan xét qui bau.

Do trinh @ va kinh nghiém con han ché, chic chin quyén sach con nhiing
khiém khuyét nhat dinh. Tac gia hy vong nhan dugc su gbp y ctia cac dong nghiép
va cac doc gia.

Ha Noi, thang 01 nam 1999

Tac gia



M3 DAU

Khi nghién ctiu mét hién tugng nao dé xay ra trong khi quyén ta can phai
quan sat né, tric lugng né. Hién tuong dude nghién cttu néi chung luén luén lién hé
v6i cac hién tugng khac béi nhiing mé6i phu thudc c¢6 tinh nguyén nhan, va vi vay
tién trinh ctia né phu thudc vao vd sé cac nhan to bén ngoai. Vé nguyén téc ta
khong thé theo déi dudc tdt ca cac nguyén nhén xéac dinh tién trinh ctia hién tudng
nghién ctu va ciing khéng thé thiét lap dude tit ca cac méi lién hé gitta hién tugng
dang xét véi toan bd nhiing yéu t6 bén ngoai. Ta chi c6 thé thiét lap va theo déi
dugc mot s6 nhat dinh cac méi lién hé gitia hién tugng nghién ciiu v6i nhiing nhan
t6 khéc, va duong nhién con vo s6 nhiing nhan té niia chua dugc tinh dén, ching c6
tac dung nao d6 dén tién trinh ctia hién tugng khao sat. Chinh vi vay ma khi quan
sat hién tugng nhiéu lan, bén canh nhiing dic diém chung nh4t, ta thdy mdi 1an
hién tugng xudt hién véi mot dang vé khac nhau, mang nhiing dic diém riéng dac
trung cho tiing lan quan sat. Két qua la cac ldn quan sat khac nhau khong hoan
toan giéng nhau. Chéng han, trong trudng hgp ly tudng, néu ching ta déng thoi do
nhiét d6 khéng khi tai mot dia diém nao d6 vao mot thdi diém nh4t dinh bing
nhiéu nhiét k& giéng nhau, c¢6 thé nhan duge nhiing tri s6 khac nhau dao dong xung
quanh mot gia tri nén nao d6. Su khac nhau nay phu thudc vao rat nhiéu nhan téo
khach quan, nhu miic @6 dong nhat ctia cac nhiét k& vé d6 nhay, dd chinh xac, tac
dung btic xa cia mit troi, mit dém dén cac bau nhiét ké,...

Vi 1é d6, khi nghién cttu mdi hién tugng cho trudc, ngudi ta tach tit ca nhiing
moi lién hé thanh hai loai: cac méi lién hé co ban xac dinh nhiing nét chung tién
trinh ctia hién tugng, ma khi quan sat ching dudc lap di 1ap lai nhiéu lan, va cac
méi lién hé thi yéu c6 anh hudéng khac nhau dén tién trinh tai méi lan quan sat.
Céac moi lién hé co ban xac dinh cai goi 1a tinh qui luat ctia hién tugng. Cac méi lién
hé tht yéu lam cho két qua quan sat hién tuong sai léch khac nhau so v6i qui luat
tai mdi l1dn quan sat. Nhiing sai léch d6 dugc goi 1a nhiing hién tugng ngiu nhién.

Mbi mét méi lién hé tha yéu riéng biét néi chung chi c6 thé anh hudng rat it
dén tién trinh cta hién tugng. Tuy nhién, vi c6 vd s6 cac mdi lién hé thi yéu cung
tac dong nén anh hudng téng céng cua chung cé khi lai rat dang ké, tham chi ching
xac dinh t4t c4 tién trinh cta hién tugng, lam cho hién tugng khong con mot tinh
qui luat ré rét nao ca.

Do tac dung dong thoi ctia cac méi lién hé co ban va cac méi lién hé thi yéu
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nén tinh qui luat va tinh ngiu nhién trong moi hién tuong luén ludn lién hé mat
thiét v6i nhau, gén chit véi nhau.

Vi hién tugng ngiu nhién dudce sinh ra bdi vé s6 méi lién hé thd yéu trong
hién tugng cin khao sat nén, vé nguyén tic, viéc nghién ctu ching bang cach theo
ddi tit ca cac méi lién hé nay 1a khong thé duge. Ching ta chi ¢6 thé nghién ctu
hién tuong ngau nhién bang cach phat hién tinh qui luat trong ban than ching.

Ly thuyét xac xuat 1a2 mot nganh toan hoc nghién cttu tinh quy luat caa
nhiing hién tugng nglu nhién. P& xac dinh dude tinh quy luat cAn phai biét dudc
cac dic trung xac sudt cta hién tugng ngau nhién. Mudn vay, khong con cach nao
khéc 14 phai trd vé véi thuc nghiém. Viéc xay dung dude cac phuong phap hop 1y dé
xt 1y cac két qua quan sat thuc nghiém 1a noi dung co ban ctaa ly thuyét thong ké.

Theo nghia d6, “Phucng phap théng ké trong khi hau” 12 mén hoc van dung
mot s6 nguyén ly cua ly thuyét xac sudt thong ké toan hoc, tinh toan théng ké cac
dac trung khi hau, gidi quyét mot s6 bai toan trong nghién ctiu cic hién tugng khi
hau. N6 14 mdt mén hoc mang tinh phuong phap, 14 cAu néi gitia 1y thuyét xac suat
thong ké toan hoc va khi hau hoc.

Khi hau la trang thai trung binh cta thoi tiét. Thoi tiét 1a trang thai tdc thoi
cta khi quyén, duge qui dinh bdi cac qué trinh, cac dac trung vat 1y cta khi quyén.
Nghién ctu khi hau 1a xac dinh dugc nhiing qui luat dién bién ctia khi hau theo
khong gian va thoi gian, thiét 1ap dude nhiing méi lién hé bén trong va bén ngoai
cua cac dic trung yéu to khi hau, tu d6 tién hanh danh gia tai nguyén khi hau,
phan doan vé su bién d6i khi hau va giai bai toan du béo khi hau.

Trén cd sé cac chudi sé liéu khi hau “Phuong phap thong ké trong khi hau”
can ci vao tinh hai mét cia cac qua trinh va hién tugng khi hau la tinh quy luat va
tinh ngdu nhién dé:

1) Théng ké, tinh toan va udc lugng céc tri s6 khi hau;

2) Phan doan va kiém nghiém luat phan bd clia mot sé dic trung yéu t6 khi

hau;

3) Phan tich méi lién hé tuong quan va hoéi qui gitia cAc dic trung yéu to khi

hau;

4) Phan tich qui luat bién d6i ctia cac chudi s6 liéu khi hau;

5) Chinh 1y, b8 sung cac chudi s6 liéu khi hau.

S6 liéu khi hau, két qua thuc nghiém cua viéc quan sat cac hién tugng khi
quyén, 1a y&u t6 quan trong, cn thiét va khong thé thidu dudc dsi véi viéc st dung
phuong phap théng ké trong nghién ctiu khi hau. Thong thuong s6 liéu khi hau
dugc thanh lap ti cac s6 liéu khi tugng. S6 liéu khi tugng 1a s6 liéu thu thap dudge



ti nhiing quan tric khi tugng. Nghia la:

Quan trac khi tugng — S6 liéu khi tugng —— Chudi s6 liéu khi hau.

Quan tric khi tuong dugc tién hanh dé theo déi su xuét hién cua cac hién
tugng vat 1y xay ra trong khi quyén, do dac mot sé tinh chat vat 1y ctia khi quyén
c&u thanh thai tiét.

Khi nghién ctiu mé6t hién tuong nao d6 nguosi ta thuong tién hanh khao sat
nhiéu 1an trong cung nhiing diéu kién nhu nhau nham muc dich giam b6t su tac
dong ctia cac moi lién hé thi yéu, 1am ndi bat nhiing méi 1ién hé co ban dé xac dinh
qui luat ctia hién tugng. Chinh vi vay viéc quan tréic khi tugng néi chung dudc tién
hanh tai nhitng dia diém duge chon sin (1 vi tri tram khi tugng), vao nhiing thoi
diém qui dinh (12 ky quan tréc) va theo mot thé thic bt budc (qui trinh, qui pham
quan tric). Cac yéu té dude quan tric phai mo ta day dua trang thai thoi tiét. Vi tri
cac tram quan tric dudc lua chon sao cho c¢6 thé bao quat duge mot viung khong
gian nh&t dinh. Cac ky quan tréc phai dude 4n dinh vao nhiing thoi diém dién hinh,
da dé mé ta dude bién trinh thdi gian cta yé&u td. Viéc tuan thu qui trinh, qui pham
quan tric bao dam tinh nhit quan trong s6 liéu thu nhap dude.

Két qua cua quan tric khi tugng cho ta tap sé liéu do dac thuc nghiém céc
hién tugng khi tugng, cac tinh chit vat 1y ctia khi quyén mé ta diéu kién thdi tiét.
T tap s6 lidu nay, bang cac phuong phap chon mau khac nhau ngudi ta méi thanh
lap cac chudi s6 liéu khi hau.

Chubi s6 liéu khi hau 1a mét bo phan cta téng thé khi hau. N6 1a bo phan duy
nh&t ma ta c6 thé c6 dé tit d6 tién hanh théng ké tinh toan va nhan dinh phan
doan. Téng thé khi hau 1a tap hop moi thanh phan cé thé cta dac trung yé&u t6 khi
hau. Téng thé khi hau bao gobm 3 nhém: 1) Nhém cac tri sé dd xay ra nhung khéng
dude quan tric; 2) Nhém cac tri s6 da xay ra va da dude quan tric; 3) Nhém cac tri
s6 chua x4y ra. S6 thanh phan cta téng thé 14 v6 han. Téng thé luén luén bao quat
day dd moi sic thai hinh thu ctia déc trung yéu t6 khi hau.

Trén cd sé cac chudi sd liéu khi hau ta c6 thé tién hanh xti 1y, tinh toan cac
dic trung tham s6 khi hau, phan tich, phan doan va mé ta dac diém, tinh chat, cdu
tric bén trong, tién dén du bao khi hau. Chat lugng tinh toan phu thudc vao kha
néng cua chudi (dung lugng mau — d6 dai chudi). Thong thudng cac thanh phan ctaa
chudi cach nhau mét nam, nén sé lugng cac nim quan tric cang nhiéu thi dung
lugng méu cang 16n, két qua tinh toan sé cang dam bao d6 6n dinh thong ké va do

d6 nhiing phan tich, phan doan cang chinh xac.



o CHUONG 1 ) )
MOT SO KIEN THUC CO BAN CUA LY THUYET XAC SUAT
VA UNG DUNG TRONG KHi TUGNG KHi HAU

1.1 Su kién, khdng gian su kién va tan suat su kién

1.1.1 Phép thir va su kién

Cac khai niém dau tién cua ly thuyét xac sudt 1a “phép thu” va “su kién’.
“Phép thi” dugc hiéu 1a viéc thuc hién mot bo diéu kién xac dinh nao d6é khi nghién
ctiu mot hién tuong. “Phép thi” ciing c6 thé hiu 1a “thi nghiém” hoic "quan sdt”
hay “quan trdc”, “trdc luong”,... vé su xudt hién mét hién tuong nao d6. Quan tric
khi tugng 1a mét kiéu mé phong “phép thi” nhu vay. K& qua ctua “phép thi” 1a két
cuc. Mot phép thii c6 thé c6 nhidu két cuc. Cac két cuc nay duge goi 1a cac “su kién”.
Nguoi ta chia cac su kién thanh su kién co s6 va su kién phiic hgp.

Trong nhiing trusng hgp don gian cé thé phan biét duge ré rang su kién co sé
va su kién phiic hgp. Ching han su kién con xdc xdc nhan méit nao khi ta gieo la su
kién co sd. Nhung trong khi tugng khi hau, viéc phan chia su kién co sé va su kién
phtic hgp nhiéu khi cin phai cin ct vao cach nhin nhan v&n dé. Ching han, néu
chi quan tdm dén viéc c6 giang thuy hay khong thi cac su kién “ngay mai c6 giang
thuy” va “ngay mai khéng c6 giang thuy” c6 thé dugc xem 14 nhiing su kién co sé.
Song, néu xét thém giang thuy dang nao — “Iéng” hay “rén”, thi su kién “ngay mai
c6 giang thuy” 1a su kién phiic hop, né c6 thé duge chia thanh cac su kién co sé:
“ngay mai c6 giang thuy 16ng” — mua, “ngay mai c6 giang thuy ran” — tuyét roi
chdng han va “ngay mai c¢6 giang thuy hén hop ca 16ng va rdn” — mua va tuyét roi.
Néu con xét dén lugng giang thuy thi cac sy kién nay sé tré thanh nhiing su kién
phtic hop, ta c6 thé chia chung thanh nhiing sy kién nhé hon, chdng han giang
thuy trén 10mm va dudéi 10mm, v.v.

1.1.2 Khong gian su kién

Khoéng gian su kién, hay khong gian mau, 1a tap hdp tat ca nhiing su kién co
s6 ¢6 thé c6. Nhu vay khong gian mAu biéu dién moi két cuc hay su kién c6 thé cé.
N6 tuong duong véi su kién phtic hop 16n nhat.
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M5i quan hé gitia cic su kién c6 thé dudec mé ta bang hinh hoc. Théng thudsng
ngudi ta biéu dién khéng gian mAu bdi mét hinh chi nhat ma bén trong né 1a cac
hinh tron biéu thi nhiing su kién. Vi du trén hinh 1.1a, khéng gian mAu 1a hinh
chii nhat S biéu thi nhiing két cuc gidng thuy trong ngay mai. Bén su kién cd sé
dugc md ta bdi phan bén trong ctia ba hinh tron (dugc danh sé 1, 2, 3, 4). Hinh tron
dtng doc lap tuong ting véi su kién “khong c6 giang thuy”. Phan giao nhau cua hai
hinh tron con lai biéu thi c6 giang thuy hén hop ca hai dang (16ng va rin), con
phén cta hinh chit nhat ndm ngoai cac hinh tron tuong @ng véi su kién trong réng,
n6 khong thé xuét hién.

Tuy nhién ciing khéng nhat thiét phai biéu dién méi quan hé giita cac su kién
theo so d6 trén day. Thong thudng ngudi ta xem khong gian su kién 1ap day toan bod
hinh chi nhat S ma trong dé cac su kién cd s phu viia kin né (hinh 1.1b). Véi cach
biéu dién nay hinh chhi nhat S duge xem nhu 1a su kién phtc hgp 16n nhé4t, trong
d6 c6 thé chia thanh cac mién khéng giao nhau biéu thi cac su kién xung khéc véi
nhau. Chang han trén hinh 1.1b, bén mién khéng giao nhau tuong tng véi bén su
kién co sd dd néi trén day. Trong truong hop nay, nhat thiét mot trong bon su kién
phai xay ra. Mt khac ciing can luu § ring mdi mot trong céac su kién co sé biéu thi
c6 giang thuy ta c6 thé thém vao cac dudng phan chia dé biéu dién nhiing su kién
nho hon, chdng han lugng giang thuy trén 10mm va duéi 10mm.

S S

2

& :

a) b)

Hinh 1.1 So d6 biéu dién khong gian mau.

1) Khéng cé giang thuy; 2) Giang thuy 16ng; 3) Giang thuy rén; 4) Giang thuy hén hop
1.1.3 Tan suat sy kién

Khi tién hanh phép thi, hién tugng c6 thé xuit hién ciing c¢6 thé khong xuét
hién. Dé do d6 chic chin cta su kién “hién tugng xuat hién” hay “hién tugng khong
xudt hién” trong lan thi ngudi ta st dung khai niém “xdc sudt sy kién”. Xac sut

cta su kién A nao d6 ndm trong khoang tit 0 dén 1:

0 <PA)<1 (1.1.1)

13



Su kién c6 xac sudt xudt hién bang 0 @ng véi su kién bat kha V con su kién c6
xéc sudt xuat hién bang 1 tng véi su kién chic chin U, ttc P(V) = 0, P(U) = 1.

Theo dinh nghia c¢6 dién, xac suét caa su kién A 1 ty s6 gitia s6 két cuc thuan lgi
cho A so véi téng s6 két cuc déng kha ning. Tuy nhién, dinh nghia nay chi 4p dung
dudc khi s6 két cuc ddng kha ning 14 hitu han. Dé tinh dudc x4c sudt cia su kién cho
mot 16p phép thi réong 16n hon, ngudi ta dua dua vao dinh nghia x4c suit theo quan
diém théng ké. Khai niém co ban dua t6i dinh nghia nay 1a khai niém tan suAt.

Gia st tién hanh (trén thuc t&) n phép thi cung loai khi nghién ctu mét hién
tudgng nao dé. Goi A 1a su kién “hién tugng xuét hién” va goi m 1a s6 cac phép thu

quan sat thay A. Khi d6 ty sé m dugc goi 1a tan sudt xuat hién sy kién A trong
n
loat phép thi da dugce tién hanh:

p= (1.1.2)

m
n

Tri s6 ctua tadn sudt néi chung phu thudc vao s lugng n phép thu duge tién
hanh. Khi n bé, tin suit thay d6i rd rét néu ta chuyén tit loat n phép thi nay sang
loat n phép thi khac. Tuy nhién thuc nghiém chiing té rang d6i v6i pham vi kha
rong, tan sudt c6 tinh on dinh, nghia 1a khi s6 phép tht n kha 16n thi tri s6 caa tan
sudt bién thién rat it xung quanh mot hang s6 xac dinh nao dé. Ky hiéu xac suét

ctia su kién A 1a P(A), theo dinh luat s6 16n ta coé:

PUE “P(A)
n

Ss}—)O khin — o0 (1.1.3)

trong d6 ¢ 1a mot s6 duong bé tuy y.

Khai niém tan suat 1a4 moét khai niém mang tinh truc giac, kinh nghiém
nhung c6 cd s6 1y thuyét viing chic. N6 dude ting dung rat c¢6 hiéu qua dé udc lugng
xac suat khi hau. Néu goi A 1a su kién hién tuong khi hdu xudt hién, n 1a s6 lan
quan sat hién tugng, m 1a s6 1an xu4t hién hién tugng trong n lan quan sat thi p la
tan sudt xudt hién hién tuong. Pai lugng p dude dung dé ude lugng gia tri xac sudt
xuat hién hién tugng.

Vi du, ti s6 lidu mua ngay lich st 50 ndm ctua thang 5 ¢ modt tram ngudi ta
quan sat thiy cé c6 487 ngay c6 mua. VAy xac sudt xudt hién mua trong nhiing
ngay thang 5 d tram nay dudc xac dinh bdi tri s6 tan suat 487/(31 x 50) = 487/1550
=0.314.
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1.2 Mét sé phép tinh va quan hé vé su kién va xac suat su kién

1) Hai su kién A va B dudc goi 1a xung khéc v6i nhau néu A xudt hién thi B
khoéng xuit hién va nguge lai. Cac su kién A, A,,..., A, dudc goi 1a 1ap thanh nhom
diy da cac su kién néu ching xung khéc v6i nhau ting d6i mot va nhat thiét mot
trong ching phai xuat hién.

2) Su kién B dudgc goi 12 su kién d6i 1ap véi su kién A néu ching khéng déng
thoi xuat hién va ching lap thanh nhém day du cac su kién. Vi du, cac sy kién “c6
giang thuy” va “khong c6 giang thuy” 1a hai sy kién d61 lap. Trong truong hgp nay
ta c6 hé thc:

P(B) = 1-PA) (1.2.1)

3) Su kién B dudc goi 1a tdng cua hai su kién A, va A, néu B xudt hién kéo
theo A, hoic A, hodc dong thoi ca A, va A, xudt hién. Xac suit cua su kién B trong

trudng hop nay bing xac suét cla téng cac su kién A, va A,:
PB) = P(A,+A,) = P(A) + P(A,) — P(A,.Ay) (1.2.2)
Cong thiic nay con dudc goi 1a qui téc cong xac suit.

Trong cong thic (1.2.2) sy kién (A;.A,) dude goi 1a tich cua cac su kién A; va

A,, xuat hién khi dong thoi ca A, va A, ciing xuét hién.
P(A,.A,) = Xac sudt dé A, va A, dong thoi xuét hién (1.2.3)
Néu A, va A, xung khéc véi nhau thi P(A,.A,) = 0.

Qui tic cong xac sudt c6 thé duge mé rong cho trusng hgp nhiéu su kién:
P(A1+Ay+A;3) = P(A)+P(A)+P(A;) — P(ALA)-P(Az.Ay)-

“P(A;.A)-P(A,.A,.A,) (1.2.4)

4) Xac suat c6 diéu kién

Trong thuc t& ngudi ta thuong quan tAm dén xac suat cia mot su kién nao doé
khi cho trude mot vai su kién khac da hoic sé xay ra. Chdng han, tinh xac sudt caa
su kién xudt hién mua da khi biét rang c6 giang thuy xay ra; hodc tinh xac suit cac
cAp tdc @6 gié ¢ mot s6 vi tri ndo d6 ven bd bién khi biét rdng bdo dang di dén gan
va sé d6 bo vao dat lién. O day su kién dude quan tAm 1a “mua da” va “téc do gi6”,
con su kién cho trude 1a “cé giang thuy” va “bao sé d6 bo vao dat lién”. Ngudi ta goi
cac su kién cho truéc 1a nhiing diéu kién hay su kién diéu kién, con xac suit ctua sy
kién dudc quan tdm khi cho trudc cac diéu kién dudc goi 1a xac suat cé diéu kién.
Néu A 1a su kién dang xét, B 14 diéu kién cho trudc thi xac sudt c6 diéu kién cua A
14 xdc sudt cua su kién A khi cho trudc diéu kién B da hodc sé xudt hién. Ky hiéu
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xac suat nay 1a P(A/B). Néu su kién B da xuat hién ho#c sé& xuat hién thi xac suat
cua su kién A 12 xac suit c6 diéu kién P(A/B). Néu B khong xu4t hién thi tu né
khong cho thong tin gi d61 v6i xac suat cua sy kién A.

Xac suét c6 diéu kién P(A/B) c6 thé duge xac dinh boéi:

P(A.B)

P(A/B)= )

(1.2.5)

C6 thé minh hoa cach tinh xac sudt nay trén hinh 1.2.

S

S’=B

A lAB B .. |....,|A/B

Hinh 1.2 Minh hoa céach tinh xac suat c6 diéu kién
Xéac suat (khdng diéu kién) clia A 1a ty sé gilta dién tich mién A va S (hinh bén trai). Xac suét c6 diéu
kién cla A véi diéu kién B dudc xac dinh khi xét mién B nhu mét khéng gian mau méi trén dé su kién A
dugc biéu di&n bdi mién giao nhau A.B (hinh bén trai)
5) Cac su kién doc lap

C6 thé viét lai cong thic (1.2.5) dudi dang qui téc nhan xac suit:
P(A.B) = P(A/B).P(B) = P(B/A).P(A) (1.2.6)

Tu d6, hai su kién duge goi 1a doc lap v6i nhau néu sy xuat hién hoidc khong
xudt hién cua su kién nay khéng lam anh hudéng dén xac suit xudt hién cua su
kién kia va nguge lai. Chdng han, két cuc cia viéc gieo ddng thoi hai con xtc xic 1a
doc lap nhau. Su doc lap gitia cac su kién A va B cting ¢6 nghia la:

P(A/B) = P(A) va P(B/A) = P(B)
T tinh chat doc 1ap cua cac su kién A va B suy ra:

P(A.B) = P(A).P(B) 1.2.7)

Vidu 1.2.1. Xét uéc lugng xac sudt khi hau (tan suét) ti tap s6 lidu cho trong
bang 1.1. Gia st ta quan tdm dén viéc uéc lugng xéc sudt dé lugng mua & diém A
vao thang 1 khong duéi 0.3mm trong diéu kién nhiét do t61 thap khong dudéi 0°C.
Vé mat vat 1§ c¢6 thé nhan thdy ring, nhiét d6 thudng ha xuéng rat thdp vao nhiing
dém trdi quang, con dé xudt hién mua thi bau trdi phai c6 may. Diéu dé goi cho ta
¥ tudng rang hai su kién luong mua khong dudi 0.3mm va nhiét dé t6i thap khong
dudi 0°C c6 lién hé thong ké v6i nhau (tic chiing khong doc 1ap) va xac suat c6 diéu
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kién cia mua dudc cho bdi nhiing diéu kién nhiét d6 khac nhau sé khac nhau va
khac véi xac suat khong diéu kién. Tu nhiing kién thtc vé ban chat vat ly cua qua
trinh, c6 thé suy ra ring xac sudt c6 diéu kién cta mua véi diéu kién nhiét do toi
thap >0°C sé& 16n hon xac suit c6 diéu kién nay trong truong hop ngude lai (nhiét do
t61 thap nhé hon 0°C).

D& tinh tAn suit c6 diéu kién nay ta chi cAn xem xét d&n nhiing trudng hop s6
liéu c6 nhiét doé toi thap T, > 0°C. Tu bang 1.1 ta thay c6 tat ca 24 ngay nhu vay,
trong d6 c¢6 14 ngay mua vé6i lugng mua do duge R>0.3mm. Do d6 ta c6 uée lugng:

P(R>0.3/ T,,>0) = 14/24 = 0.58
Trong s6 7 ngay con lai c¢6 nhiét dd té1 thap duéi 0°C chi ¢6 1 ngay cé lugng
mua do dude R>0.3mm. Do d6 xac sudt mua trong truosng hgp ngudge lai (nhiét do
t61 thap nho hon 0°C) sé 1a:
P(R>0.3/ T, <0) = 1/7 = 0.14

Bang 1.1 S liéu nhiét do t6i thap va luong mua ngay diém A thang 1-1973

Ngay R Ty Ngay R T, Ngay R Th Ngay R Ty

1 0.0 14.3 9 0.5 17.3 17 0.0 0.0 25 0.0 -9.8
1.8 18.8 10 1.3 20.3 18 0.0 1.5 26 0.0 -9.8
282 16.5 11 8.6 21.8 19 0.0 19.5 27 0.0 -8.3
0.0 -0.8 12 1.5 18.8 20 1.4 128 28 0.0 -3.0
0.0 3.0 13 4.6 21.8 21 0.0 14.3 29 0.3 -3.0
0.0 10.5 14 0.5 11.3 22 0.0 6.8 30 0.8 8.3
0.0 15.8 15 0.5 21.8 23 17.8 15.0 31 1.3 17.3
1.0 16.5 16 0.0 18.0 24 0.0 -4.5

0 N O 0 A 0N

Tuong tu nhu vay, xac sudt khong diéu kién ctia lugng mua trén 0.3mm bang:
P(R>0.3) =15/31 = 0.48

Su khac nhau cta cac xac sudt c6 diéu kién nhan dudgc trong vi du trén day
phan anh su phu thudc théng ké gitia hai dai lugng nhiét do t61 thap va lugng mua.
Tuy nhién, khi d& hiéu biét t6t ban chit vat 1y cia qua trinh ta sé khong di sdu vao
viéc nghién ctiu moi lién hé tai sao nhiét do t61 thap cang cao sé 1a nguyén nhan
gay mua. Pung hon 1a gifia cac su kién nhiét d6 va mua tén tai moi lién hé théng
ké vi chiing déu c6 méi quan hé vat ly khac nhau véi lugng may. Vi su phu thudc
thong ké khong nhat thiét bao ham cd méi quan hé nhan qua vat 1y, nén khi dé cap
dén su phu thudc théng ké gitia cic bién c6 thé khong nhat thiét phai gin né véi

mo1 quan hé vat 1y ctia ching.
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Vi du 1.2.2. Tinh xac suét c6 diéu kién theo chudi thoi gian. Cac bién khi
quyén thudng biéu 16 su phu thudc théng ké gitia nhiing tri s6 ctia ching véi nhiing
gia tri trong qua khd hodc tuong lai. Méi phu thudc nay xuyén suét thoi gian va
duge goi 1a tinh 6n dinh. Tinh én dinh c¢6 thé dude dinh nghia nhu 14 su tén tai méi
phu thudc théng ké (duong) gitia nhiing gia tri lién ti€p ciia cung mot bién, hodc
gifia su xu4t hién lién tiép cac sy kién cho trudc nao dé6. Su phu thudc duong 6 day
c6 nghia 14 nhiing tri s6 16n ctiia bién c6 xu huéng sé kéo theo nhiing tri s6 16n
tuong ting va ngudc lai. Thong thuong moéi phu thudc thong ké cua cac bién khi
tugng theo thoi gian 1a duong. Vi du, x4c sudt dé nhiét dé ngay mai vwot qud trung
binh sé 16n néu nhiét dé ngay hém nay da trén trung binh. Nhu vay, cach goi khac
cta tinh 6n dinh 1a su phu thudc ducng cta chudi.

Ta hay xét tinh 6n dinh cta su kién xu4t hién mua tai diém A véi tap s6 liéu
nho trong bang 1.1 trén day. P& danh gia su phu thudc cta hién tugng mua trong

chudi can phai uéc luong xac suat cé diéu kién dang:

P(Rhn/th) ’

trong dé: Ry, 1a ¢6 mua ngay “héom nay”, Ry,,— c6 mua ngay “hém qua”.

Vi trong bang 1.1 khong chiia s6 liéu ctia ngay 31/12/72 va ngay 1/2/73 nén ta
chi ¢6 30 cap “hém qua/hém nay” tham gia tinh toan. P& tinh P(Ry./Ry,) ta chi can
dém s6 ngay c6 mua (nhu 1a diéu kién ho#c su kién “Aém qua”) ma ngay tiép sau
cling c¢6 mua (nhu 1a su kién cAn quan tdm hay su kién “hé6m nay”). Khi uéc lugng
xac suat c6 diéu kién nay ngudi ta khéng quan tdm dén diéu gi xay ra 6 nhiing
ngay tiép theo khong mua. Trit ngay 31/1, c6 tat ca 14 ngay c¢6 mua, trong d6 c6 10
ngay mua ma hom sau cling xay ra mua va 4 ngay c6 mua ma hém sau khéng mua.

Vi vay tan sudt c6 diéu kién sé dudc tinh bdi:
P(R;./Ry,) = 10/14 = 0.71.
(10 ngay “hém nay” c6 mua trén tong sé 14 ngay c6 mua dudc xét).
Bing cach tuong tu, xac xudt dé “hém nay” c6 mua véi diéu kién “hém qua”
khong mua dugc tinh bdi:
P(R../Rp,y) = 5/16= 0.31
(5 ngay “hém nay” c6 mua, 16 ngay “hém qua” khéng mua).
Su khac nhau gitia cac ude lugng xac suit c6 didu kién nay khing dinh su phu

thudc ctua cic thanh phan trong chubi sé liéu. Xac suat P(R,,/R;,) chinh 1a x4c suit

dé hai ngay mua lién ti€p. Bing cach tuong tu ta c6 thé tinh dugdc x4c sudt dé 3
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ngay, 4 ngay,... c6 mua lién tiép. Con xac suit P(Rhn/R_hq) 1a xac sudt dé ngay hom
sau c6 mua néu ngay hom truéc khong mua.

6) Qui tic cong xac suat

Xét nhom day du cac su kién xung khic (MECE) A,, i=1..L trén khéng gian

mau dugec quan tdm va B ciing 12 mot su kién dugde xac dinh trén khéng gian mau
nay (hinh 1.3). Khi d6 x4c suit cta su kién B c6 thé duge tinh bdi:

P(B) = iP(B.Ai) (1.2.8)

i=1

Theo qui tac nhin xac suit ta co:

L
P(B) = S P(B/A,P(A,) (1.2.9)
i=1
Nhu vay, c6 thé tinh dudc x4c sust khong diéu kién ctaa B khi biét cac xac
suidt c6 diéu kién ctia B va xac suat khong diéu kién cta cac A,. Can chid y rang
phuong trinh (1.2.9) chi ding khi cac su kién A, tao thanh nhém day du cac su kién
xung khic cia khong gian mau.

S

/_—K
BA,| BA, | BA, | BA,

Al Az A3 A4 As

Hinh 1.3 Minh hoa qui tdc cong xac suét
Khéng gian mau S chita su kién B (hinh ellip) va 5 su kién xung khac A,,...,A;
Vi du 1.2.3. C6 thé xem xét vi du 1.2.2 trén day duéi géc d6 qui tic cong xéc
suét. Gia st chi c6 L=2 su kién xung khéc 1ap thanh nhém day dua trén khong gian
mau: A, 1a su kién hém qua cé mua va A, = A_l 1a su kién hém qua khong mua. Ky

hiéu su kién B 14 hém nay c¢é muwa. Khi d6 xac suét cia B c6 thé dudc xac dinh béi:
P(B) = P(B/A,).P(A,) + P(B/A,).P(A)

T s6 liéu trong bang, trit ngay 31/1, s6 truong hdp duge xét dén 1a 30 (ngay),
trong d6 14 ngay c6 mua (ttc: P(A,) = 14/30 va P(A,) = 16/30). Trong s6 nhiing ngay
c6 mua thi c6 10 truong hdp thod man hai ngay mua lién tiép (ttc P(B/A,)=10/14),
v6i 16 ngay khong mua con lai ¢6 5 truong hop ngay tiép theo xay ra mua (nén
P(B/A,)=5/16). Vay ta cé:
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P(B)=(10/14)(14/30)+(5/16)(16/30)=0.5
7) Dinh 1y Bayes

Pinh 1y Bayes la su két hgp 1y thu cta qui tic cong va nhan xac suét. Trong
tinh to4dn théng thudng, dinh ly Bayes dudc dung dé tinh ngugc xac suét cé diéu
kién.

Ta hay xét lai tinh huéng nhu da chi ra trén hinh 1.3, trong d6 nhém diy du
cac su kién xung khic A; da dude xac dinh, con B 1a mét su kién khac xay ra trén
nén céc su kién A,. Tt qui tdc nhan xac suit va coéng thic (1.2.9) ta suy ra:

P(B/A)P(A;) _ P(B/A)P(A))
P(B)

P(A/B) = (1.2.10)

L
Z;P(B/Aj)P(Aj)
iz

Phuong trinh (1.2.10) 1a biéu thic caa dinh ly Bayes. N6 dude tng dung dé
tinh xac sudt c6 diéu kién cta cac su kién thanh phan trong nhém day du cac su
kién xung khéc A,.

Vi du 1.2.4 Dinh 1y Bayes tit quan diém tan suét. Trong vi du 1.2.1 d& trinh
bay cach uéc luong xac suat c6 diéu kién d6i v6i su xudt hién mua véi cac diéu kién
nhiét do t6i thap T,>0°C va T,<0°C. Ta c6 thé st dung dinh 1y Bayes dé tinh xac
suat c6 diéu kién cua T,, khi cho truéc su kién mua cé hoéc khéng xuidt hién. Ky
hiéu A, 12 sy kién nhiét do t6i thap T,>0°C, A,=A, 1 su kién d6i lap, ttc nhiét do
to1 thap T,<0°C va B 1a su kién xay ra mua. Ro rang hai su kién A, va A, 1ap thanh
nhém day du cac su kién trén khéng gian mau.

T s6 lidu ta c6 24 trudng hgp nhiét @6 t6i thap T,>0°C trén téng sé 31 ngay,

vi vay udc lugng xac suit khong diéu kién d6i véi nhiét do t6i thap sé la:
P(A,) = 24/31 va P(A,) = 7/31

Tit vi du 1.2.1 ta da tinh duge P(B/A,) = 14/24 va P(B/A,) = 1/7.

D& tinh cac xac sudt P(A/B) theo cong thiic (1.2.10) cAn phai tinh gia tri P(B)
d mau s6 cho tat ca cac truong hop:

P(B) = P(B/A,).P(A,) + P(B/A,).P(A,)
= (14/24)(24/31) + (1/7)(7/31) = 15/31

(K&t qua nay khac chit it so v6i ude lugng xac sudt mua nhan duge trong vi du
1.2.2, vi & d6 s6 liéu ngay 31/12 khong duge dua vao tinh).

Vay, xac suat c6 diéu kién ctia nhiét do t6i thap T,>0°C véi diéu kién c6 mua

N

la:

P(A,/B) = (14/24)(24/31)(15/31) = 14/15
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Tuong tu, ta c6 xac suat c6 diéu kién déi véi nhiét do téi thap T,<0°C véi diéu

kién c6 mua la:
P(Ay/B) = (1/7)(7/31)(15/31) = 1/15

Nhiing k&t qua nhan duge trong vi du trén diay da khing dinh vai trd déng
gbp thong tin cua nhiing su kién phu thuodc. Gia st du bao vién da dua ra két luan
“nhiét do t6i thap T,>0°C”. Néu khong c6 théng tin gi thém ta c6 thé st dung xac
sudt khong diéu kién P(A,) = 24/31 dé danh gia muc dé tin twong vao két luan du
bao. Ngudi ta goi xac suat P(A;) 1a xac suit tién nghiém (prior probability). Bay gic
gia st rang, bang cach nao dé cé thé biét duge mua sé xudt hién (hay khong xudt
hién), mitc dé tin tudng vao két luan du bao lic nay phu thudc vao méi quan hé
thong ké gitia nhiét do t61 thap va mua, va sé dudc danh gia théong qua xac suit co
diéu kién P(A,/B) va P(Allﬁ) tuong tng vdi hai truéng hop c6 mua (su kién B) va
khong mua (su kién E). Vi P(A,/B)=14/15 > P(A,) = 24/31 nén néu mua xuit hién,
két luan duy bao “nhiét do t61 thap T,>0°C” c6 dd tin cAy cao hon. Hay néi cach
khéc, khi c¢6 thém théng tin muwa xudt hién xac sudt du bao da bi thay d6i (tang
lén). Ngudi ta goi xac sudt nay 1a xac suft hau nghiém. O day, xac sudt hau

nghiém 16n hon xac suét tién nghiém.
1.3 Cdng thirc Bernoulli va xac suat cac su kién théng thuéng

Bai todn: Gia st tién hanh n phép thiu doc 1ap cung loai va trong ciing mot
diéu kién nhu nhau. M&i mot phép thi chi c6 2 két cuc 12 A va A. Xac suét xuat
hién su kién A & mdi phép thit khong ddi, bing p va khéng phu thudc vao chi s&
phép thi. Hay tinh x4c sudt dé trong n 14n tréc nghiém, su kién A xuét hién k 1an.

Goi B 1a su kién “trong n 1an tric nghiém su kién A xuét hién k 1an”. Su kién
B ¢6 thé dugc thuc hién theo nhiéu cach khac nhau: Sw kién A xudt hién trong té
hop k phép thiz bt ky clia n phép thir. Nhu vay c6 tat ca CX cach.

Ta cé6:

Xac suit xuit hién su kién A 1a P(A) = p.

Xac sudt xudt hién su kién A 1a P(A)=1-p=q.

Vi cac phép thi 1a doc 1ap nén xac suit hién sy kién B sé 1a:

P(B) = Cfp*q"™* (1.3.1)

Biéu thtc (1.3.1) dude goi 1a cong thic Bernoulli. Trong khi hau coéng thic
nay thuong dugc ting dung dé tinh xac suét cac su kién théng thudng.
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Su kién thong thudng 1a su kién cé xac sudt xuat hién va khong xuét hién gan
tuong duong nhau. Bai toan dude dit ra & day 1a hdy tinh xdc sudt dé trong n lan trdc

nghiém hién tuong khi hdu xudt hién k lan. Ky hiéu xac suat nay la P (k), ta cé:
P, (k) = Ckpfq™. (1.3.2)

Can luu ¥ riang, cong thic Bernoulli chi duge 4p dung khi x4c sudt xudt hién
su kién khong d6i va khong phu thudc vao s6 thi tu 14n tric nghiém.

Vi du 1.3. Gia st khao sat chudi s6 liéu 100 nam téng luong mua niam & tram
A ngudi ta thdy c6 46 nam c6 lugng mua vudt qua chuan khi hau. Hay tinh xéac
sudt dé trong 10 nam quan trdc c6 1, 2, 3, 5, 7 nam c6 lugng mua vudt chuin khi
hau.

A »

Goi A 1a su kién “t6ng lugng mua nam vuct qua chudn khi hau”. Su kién A c6
thé duge xem 1a su kién théng thudng béi, vé ¥ nghia khi hau, mua 1a mét yéu t&
bién d6i that thudng, gia tri téng luong mua ndm noéi chung thudng dao dong 1én
xubng xung quanh chudn khi hau ti nam nay sang nam khéac. Xac suét su kién A
c6 thé dudce uée lugng bdi tan sudt P(A) =~ p = 46/100 = 0.46.

Tt d6, v6in = 10 (10 nadm quan tric), p = 0.46, q = 1-p=0.54, k=1, 2, 3, 5, 7
ta co:

P(2)= C2(0.46)%(0.54)%, P,y(3)= Ci, (0.46)°(0.54),

P.o(5)= Cy (0.46)°(0.54)", P.o(7)= Clo (0.46)7(0.46)"

1.4. Dinh ly Poisson va xac suat cac su kién hiém

Coéng thtc Bernoulli trén day chi cho k&t qua chinh xac khi s6 lugng phép thiu
n bé va p cang gan 0.5; khi p qua bé hodc qua 16n thi sai s6 méc phai sé kha 16n,
hon niia khi n rat 16n viéc tinh toan cang trd nén phiic tap. Trong truosng hgp nay
ta c6 thé ap dung dinh 1y Poisson sau day:

Gia st tién hanh n phép thi doc lap, mbéi phép thi su kién A xuat hién véi
x4c sudt P(A) = p. Néu khin — o ma p — 0 sao cho np = A = const thi:

k
lim Pn(k)ze*M—' (1.4.1)

n—oo k

T d6 ta c6 cong thiic x&p xi dé tinh x4c sudt “trong n 14n tric nghiém sy kién

A xu&t hién k& 1an™:

Puk) =" — (1.4.2)

22



O day n 1a s6 1an quan sat, k 1a s6 14n xuét hién hién tugng, p 14 xac suét
hién hién tugng, A 1a trung binh s6 lan xuat hién hién tuong. Diéu kién rang budc
1a c4c 1an tréc nghiém déu phai thod mén tiéu chudn Bernoulli va xac sudt xudt
hién hién tuong phai kha nhé (p << 1). Trong truong hop p kha gan véi 1 (p = 1) thi
thay cho viéc xét su kién A 1a "su kién xu4t hién hién tugng" ta xét su kién B 1a "su

kién khong xu4t hién hién tugng" (B=A).

Trong khi h4u, cong thiic nay thudng dudc ting dung dé tinh xac sudt hién su
kién hi€m. Ciing cAn néi rang, that khoé c6 thé dua ra duge mot dinh nghia chinh
xéac khai niém “su kién hi€m”. Tuy nhién, € c6 mot khai niém chung nh4t ta c6 thé
chap nhan dinh nghia sau day: “Su kién hiém la su kién c6 xac suat xuat hién rat
nho so véi don vi”. Tinh map mo trong dinh nghia nay 1a 6 chd khai niém “xac suat
xudt hién rat nhé” khong dude dinh lugng hod mot cach cu thé; c6 thé xem d6 1a
mot khiém khuyét budc ngudi st dung phai can nhic mot cach ky ludng trén co sé
nhiing kién thic chuyén mén ciia minh. Nhu vay, khi nghién cttu mot hién tuong
nao dé6 trén cac vung dia 1y khac nhau, c6 thé x4y ra trudng hop 6 noi nay thi hién
tugng dang xét 1a hién tugng hiém nhung & noi khéac né lai khéng con 1a hién tuong
hiém niia.

Vi du 1.4 Gia st 6 diém B trung binh hang nim cé 2 ngay suong mudi. Tinh
xac sudt hang ndam 6 B¢6 0, 1, 2,..., 6 ngay c6 suong mudi.

Ta th&y hién tuong suong mudi & dia diém B 14 mot hién tugng hiém khi xuét
hién (binh quan mot nam chi ¢6 2 ngay, A=2). Ta lap bang tinh sau day:

Bang 1.2. Xac suat xut hién suong mudi

S6 ngay (k) 0 1 2 3 4 5 6
- a2 2" 0.14 0.27 0.27 0.18 0.09 0.04 0.01
P.k)=¢e o

Nhu vay véi cac gia tri k 1an can A=2 thi xac suét P, (k) 16n dang ké, k cang

nho hoic cang 16n hon A thi xac sudt P,(k) cang giam dan.

C6 thé nhan thdy ¢ day tinh tuong d6i ctia khai niém “su kién hiém”. Né&u
quan niém rang tat ca cac ngay trong nam déu quan tric suong mudi thi ré rang
xac sudt xuat hién “hién tugng suong mudi” rat nhoé (2/365 ~ 0.0055). Tuy nhién,
néu tai dia diém xét suong mudi chi c6 thé xudt hién vao nhiing ngay chinh déng
(tt thang 12 dén thang 2 nam sau) thi viéc quan tric suong mudi khéng phai duge
thuc hién & t4t ca cac ngay trong ndm ma chi trong 3 thang chinh déng (90 ngay).
Trong trudng hgp nay xac sudt xudt hién hién tugng 16n hon dang ké so véi trudng
hop trén (2/90 ~ 0.02222).
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1.5 Dai lugng ngau nhién va ham phan bd xac suat

Khi nghién ctiu mét hién tugng nao dé ta can tién hanh cac phép thi, trong
mbi phép thi ¢6 thé nhan duge cac két cuc khac nhau. Chéng han, két qua cua mot
lan quan tric lugng may cé thé nhan mét trong cac tinh hudng “trdi quang”, “it
may”, “may rai rac” hodc “nhiéu may”’. Nhiing tinh huéng nhu vay déc trung vé
ch&t lugng cho phép thi, ching chi mang tinh ché&t dinh tinh. Dé dac trung dinh
lugng cho phép thii ngudi ta dua vao khai hiém dai lugng ngau nhién.

Dai lugng ngau nhién 1a dai lugng ma trong két qua cua phép thi, hay mot
1an thi nghiém, né nhan mét va chi mét gia tri ti tap nhiing gia tri c6 thé, gi tri
nay hoan toan khong thé doan truée duge.

Vi du, trong trudng hop quan tric lugng may trén day, bau troi c6 thé dugc
chia l1am 10 phan. K&t qua médi 14n quan tric gia tri cta luong may chi c6 thé nhan
mét trong cac tri s6 0,1,...,10 (phan mudi bau troi) va ta chi c6 thé bist duge gia tri
nay sau khi tién hanh quan tréc.

Ngudi ta thuong ky hiéu dai lugng ngau nhién bdi cac chii cai in hoa X, Y,
Z,..., con cac chii cai in thudng tuong Ung x, vy, z,... dude dung dé chi cac gia tri c6
thé caa ching. Péc trung c6 thé mé ta mot cach ddy da dai luong ngiu nhién la
luat phan bd xac suat. Dang téng quat cta luat phan bs cta dai lugng ngiu nhién
12 ham phan bd. Theo dinh nghia, ham phan bé ctua dai lugng ngau nhién X 13 ham
mot bién F(x) dude x4c dinh bdi:

F(x) = P(X < x) (1.5.1)

Trong d6 P(X < x) 14 xac sudt dé dai lugng ngAu nhién X nhan gia tri nhé hon
x. Nguoi ta con goi F(x) 1a x4c suit tich luy ctia X tai gia tri X=x. Ham phan bd c6
cac tinh chat sau:

DO0<FKx)<1

2) Pla <X <B) = F(B)-F(w)

3) Néu a < B thi F(a)< F(B)
4) lim F(x)=1va lim F(x)=0

X—>+00

D6 thi ham phan bd xac sudt c6 dang nhu trén hinh 1.4a. Trong khi hau tinh
chdt 2) dude tng dung dé tinh xac sudt ma dai lugng khi hau X nhén gia tri trong
mot khoang (a;,b;) nao d6 khi da biét ham phan b6 F(x):

P(a;<X<b) = F(b) — F(a) (1.5.2)

Nguoi ta con goi F(a;) va F(b;) 1a xac suét tich luy cua X tai a; va b;.
T (1.5.1) va tinh chat 1) suy ra rang:
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P(X>x) = 1 - F(x) = ®(x) (1.5.3)
Trong khi hau ®(x) duge goi 1a sudt bao dam, tic 1a xac suét dé X nhan gia tri
vuot qua x. D6 thi ham suat bao dam c6 dang nhu trén hinh 1.4b. Néu cho x nhan
mot gia tri a; nao d6 thi:

®(a) = P(X>a) (1.5.4)
Khi da biét duge F(x) ta dé dang suy ra dugc ®(x), va nhu vay, néu cho trudc

sudt bao dam ®(x) = o nao d6 ta hoan toan cé thé tinh dude x, sao cho:
D(x,) = PX>x,) = a (1.5.5)

K&t hgp (1.5.3) va (1.5.5) ta ciing c6 thé tinh dudc x,, tit F(x) va o

F(x,) =PX<xy,) =1-a (1.5.6)
Tw cac tinh chat 3) va 4) suy ra:
lim ®(x)=0 va lim ®(x)=1 (1.5.7)
X —>+00 X—>—©
F(x)\ D(x)
1 o
X X
\» »
25 -2 -15 -1 050 05 1 1.5 2 25 25 -2 -15 -1 050 05 1 1.5 2 25
Hinh 1.4a Ham phan bd xac suét Hinh 1.4b Ham suét bdo dam

Ham f(x) =? dugc goi 1a ham mat do xac sudt cua X. Ham f(x) ¢6 cac tinh
X

chat:
1{09]
1) f(x)>0
2) Tf(x)dle
3) Tf(x)dx=F(x)
B X
4) [f(x)dx =P(a <X <p) ‘ el L
a 25 -15 05 05 15 25 35

Hinh 1.5 Ham mat d6 xac suat
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1.6 Phan bd xac suat thuc nghiém

1.6.1 Xay dung ham phan bé thyc nghiém theo céng thirc kinh nghiém.

Gia st ¢6 chubi sd liéu quan tric x, = {x, Xy, ... , X,} ctia bién khi hau X. Tu
chudi s6 liéu nay ta sip xép thanh chudi tang dan hay con goi 1a chubdi trinh tu
X)<..< X 101 1ap chudi x€p hang x| ={x,X5,..X,}, trong d6 x| <X, <..<X,. Vi
trong s6 n thanh phan ban dau cta chubi {x,, X,, ... , X,} ¢6 thé c6 nhiing tri sé bang
nhau nén s6 thanh phin cta chudi xép hang {x,X5,..,X,} ¢6 thé it hon n (n’<n). S&
thi tu cta cac thanh phan trong chudi xép hang dudc goi 1a “hang” va c¢6 thé nhan
tri s6 thap phan. Vi du, sau khi sip x&p chudi ban dau theo trinh tu ting dan ta c6
cac thanh phan thd 5 va tht 6 c6 tri s6 bang nhau, vay hang ctia cac thanh phan
nay sé la (5+6)/2=5,5 va x’;’s = X5 = X (6 day ky hiéu x,, t=1..n, 12 cac thanh phan
ctia chudi sau khi sip xép nhung chua xép hang).

Tu d6 ham phan bd xac suit thuc nghiém ctia X duge xac dinh bdi:

F(x.)= — (1.6.1)
n+1
% m
n
. m-025
F(x\ )= 1.6.3
(Xm) n+0.55 ( )
* rn—03
F(x" )= 1.6.4
(Xm) =703 (1.6.4)

Trong cac cong thic trén, xfn 1a gia tri cia X & vi tri thd m trong chudi trinh
ty, m 1a s6 thia tu (hang) cta x.,, n 1a dung lugng mau va F(x},) 13 tAn suét tich
luy tai xfn.

Thuc chit cong thic (1.6.1) 1a phép x4p xi F(x},) = M[F(x,)], trong d6 M la
toan ti 14y ky vong. C6 nghia 1a trén thuc t& ta chua bi&t duge F(x),) nhung ta c6
thé xac dinh duge ky vong ctia né:

* m
M[F(Xm )] = —
n+1
Bdi vay (1.6.1) thudng dudge goi 1a cong thiic ky vong.
Cong thiic (1.6.2) dude st dung khi biét tit ca cic gia tri c6 thé cua X, ttc la

khi n gia tri quan tric cia chudi ban diu chtia dung day da 100% lugng thong tin
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ciua X. Tuy nhién, trén thuc t& dung luong mau n cta chudi la hiiu han, tham chi
kha bé, do d6 thay cho (1.6.2) thong thudng ngudi ta st dung cac cong thic (1.6.3)
va (1.6.4), trong dé6 su sai léch do dung lugng mau bé da dugc hiéu chinh.

Sau khi lya chon dugc cong thic thich hgp ta tién hanh lap bang tinh sau:

m 1 2 n’
X X] X5 o
F(xp,) F(x;) F(x3) F(x,)

Trén cd sé d6 ham F(x) c¢6 thé duge xdy dung bing mot trong hai cach sau
day:

1) T tap cac cap gia tri (x5, F(x})), m=1,2,...,n°, xac dinh dang ham giai tich
G(x) biéu dién méi phu thudc ham gitia F(x},) va x,, sau d6 tién hanh x&p xi
F(x) ~ G(x) bang phuong phap binh phuong t6i thiéu.

2) Dung @6 thi biéu dién méi phu thudc ham giiia F(x*m) va xfn bang cach chon
truc hoanh 1a x, , truc tung 1a F(x,,). P4 thi d6 chinh 14 sy x&4p xi ham F(x).

Ngoai viéc xac dinh ham phan bé thuc nghiém trén day d6i khi ngudi ta con
xay dung ham sudt bao dam hay dudng cong bao dam ®(x). Mudn vay, thay vi sip
x&p chudi ban dau theo thi tu ting din ta chi viéc sdp xép né theo thi tu giam dan
va trong cac cong thic (1.6.1) — (1.6.4) ham d)(x*m) s€& dong vai tro cua ham F( an).

Phuong phap trén day thuong dudec ap dung trong truong hgp dung lugng
mau cua chudi tuong d6i nhdé. Khi dung luong miu du 16n ngudi ta thudng dung
phuong phap phin nhém.

Vi du 1.6.1. S6 liéu lich st nhiét d6 trung binh nidm (X) ciia mot tram sau khi

da sép xé&p theo thi tu ting dan dugce trinh bay trong bang sau:

STT 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 22.8 22.9 23.0 23.2 23.2 23.2 23.3 23.3 23.3 234
STT 11 12 13 14 15 16 17 18 19
X 23.4 23.5 23.6 23.8 23.8 23.8 23.8 23.9 24.5

Tu bang s6 liéu nay, sau khi xép hang va st dung cac cong thtc (1.6.1) — (1.6.4)
dé tinh toan ta c6 két qua dudge trinh bay trong bang 1.3, trong d6 dung luong miu n =
19. Khi so sanh két qua tinh theo céc céng thiic khac nhau c6 thé théy tri s6 cua tan
suft tich luy néi chung chénh léch nhau khong nhiéu ldm. Tuy nhién, néu dung lugng
mAu n cang giam thi su sai khac gitia ching c6 thé sé 16n dang ké.

Hinh 1.6 dan ra d6 thi dudng tan suét tich luy ting véi cong thic (1.6.1).
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Bang 1.3. Tan suit tich luy tinh theo cac cong thiic khac nhau.

X0 m Cong thic tinh
(1.6.1) (1.6.2) (1.6.3) (1.6.4)
22.8 1 0.05 0.05 0.04 0.04
22.9 2 0.1 0.11 0.09 0.09
23.0 3 0.15 0.16 0.14 0.14
23.2 5 0.25 0.26 0.24 0.24
23.3 8 0.4 0.42 0.4 0.4
23.4 10.5 0.53 0.55 0.52 0.53
23.5 12 0.6 0.63 0.6 0.6
23.6 13 0.65 0.68 0.65 0.65
23.8 15.5 0.78 0.82 0.78 0.78
23.9 18 0.9 0.95 0.91 0.91
24.5 19 0.95 1 0.96 0.96
F(an)A
N
0.8
0.6
0.4
0.2 | .
0 : : : » Xm
22.5 23 23.5 24 24.5

Hinh 1.6 Budng tan suét tich luy nhiét dé trung binh nam
(tinh theo cong thic ky vong)

1.6.2 Phuong phap phan nhém xay dung ham phan bd thuc nghiém

1.6.2.1 Chi tiéu xdc dinh sé nhom

Trong nghién ctu khi tugng, khi hau ngudi ta thuong st dung 3 dang phéin

nhém sau day:

1) Nhoém dinh lugng sd véi cu ly cac nhém bang nhau.

2) Nhoém dinh lugng s6 véi cu ly cac nhom khong bang nhau.

3) Nhom dinh tinh dugc mé ta bang 16i.
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Nhom loai 1 Nhom loai 2 Nhom loai 3

STT nhém | Nhiét d6 TB nadm (°C) | Lugng mua thang (mm) | Céap t6c do gid

1 14.1-16 0-50 Lang gi6
2 16.1-18 50-70 Gib yéu
N 28.1-30 300-350 Gi6 rdt manh

Tuy theo ting dic trung yéu té khi hau va muc dich cu thé cta vin dé can
xem xét ma loai nhém nao sé dude chon dé st dung cho phu hop. Trong vi du trén,
nhiét d6 thuong dudc chia theo nhém loai 1 (khodng cach ciac nhém déu nhau),
luong mua duge chia theo nhém loai 2 va téc d6 gié c6 thé dude chon kiéu chia thua
3. Tuy nhién trong thuc t& c6 thé xay ra truong hgp dé tién tinh toan trén may tinh
dién ti nguoi ta chi st dung cach chia nhém loai 1. Khi d6 d6i véi yéu to toc do gioé
ngudi ta c6 thé phan khoang tuong tng véi cac qui ude “gié yéu”, “gié6 manh”,...

S6 lugng nhém dude chia néi chung phu thudc vao dung lugng mau. Nguoi ta
thudng st dung céc chi tiéu sau day dé xac dinh s6 nhém sé chia:

1) N ~ 5lgn (1.6.5)

~ Smax = Xmin (1.6.6)
1+3.2221gn

Trong d6 N 1a s6 nhém, lgn 1a 16garit co s6 10 cla n, X,.., X, 12 gia tri 16n

2)

nhat va nho nhit cta chudi s6 liéu.

Vidu 1.6.2. Véi cac dung lugng mau khac nhau khi st dung chi tiéu (1.6.5) ta
nhan dugc s6 nhém tuong ting nhu sau:

Dung lugng mau (n) 50 100 500 1000 10000
S6 nhém dudce chia (N) 8 10 13 15 20

Nhiéu khi thay cho cac cach phan nhém trén diay ngudi ta con st dung mot s6
cach phan nhém khac:

1) Phan nhém theo gia tri d6 1éch binh phuong trung binh o:
(~o0; X =30), (x-30; x-20), (x-20; x—0), (x-0;x),
(x;x+0), (x +0; X +20), (x +20; x +30), (x +30; +o0).
Theo cach nay s6 nhém dude chia cé6 tat ca 1a 8 nhém.

2) Ciing tuong tu nhu trén nhung khoang cach nhém dugc tinh theo 0.5c6. Trong
truong hdp nay ta c6 tat ca 14 nhém:

(—oo;;—?)d), (;—30; ;—2.50),..., (;+2.5G; ;+30), (;+3G;+oo)

Ngoai ra con c6 mét s6 cach phan nhém khac nhung khéng dude st dung phd
bién.
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1.6.2.2 Tan so, tan sudt, tan sudt tich luy
Gia st ta c6 chudi s6 lidu {x,, t=1,2,...,n}. Chudi dudc chia thanh N nhém
(N<n):

{(a1,by), (ag,by),..., (an,bn)i={(a;,by), j=1..N},
trong d6 b;=a;,, va a,<min{x,, t=1..n}, by>max{x,, t=1..n}. Khong mét tinh téng quat
ta gia thiét ring cac nhom c6 cy ly bing nhau va bang Ax=b;-a,.
Ta goi tan s6 ctia nhém thi j 1a s6"thanh phdan cia chudi thoa man diéu kién
a;<x,<b; va ky hiéu bdng m;. Khi d6 tin suit p; cia nhém thi j duge xac dinh bdi:

mj
m.
hoéc duéi dang %: p; =—1.100% (1.6.7)

Ty s6 o; =% dudgc goi 1a mat dd xac suit ting v6i nhéom thi j.
X

R6 rang ta c6 cac quan hé sau:

N N N
2m;=n, ZiijI va ) wAx =1 (1.6.8)
j=1 j= i=l1

Né&u Ax=1 thi ®=p; c6 thé nhan thay ring hé thic cudi cung trong (1.6.8)
tuong duong v4i tinh chat 2) cia ham mat dé da duge trinh bay trén day.

Trong tng dung thuc hanh ngudi ta thudng biu dién bing db thi duong tan
s6 hoac biéu d6 tin suét lén mat phing toa do véi truc tung 1a tan s6 m; (hinh 1.7)
hodc tan sudt p; (hinh 1.8) con truc hoanh 14 gia tri cdc nhém cua x. Pudng tan
sudt dugc xy dung trén cd sé biéu db tAn suit. Pudng tdn sudt dugc vé sao cho
tron tru va phai ¢ ging di sat cic trung diém phia trén cta cac cot biéu dé tan

A

suat.

2

Néu truc tung la o; thi d6 thi nhan duge 1a dudng biéu dién ham mat d6 xac

suit thuc nghiém.

Tan suit tich luy F; 1a dai lugng duge xac dinh béi:

j
F,=>p;=P(x,<by, G=1,2,...N) (1.6.9)
i=1
Tu d6 ta c6: F,=p,, Fy=p,+p,,..., Fx=1. Hay F, = P(x,<b;), j=1..N.
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Trén co s6 d6, tAn suét tich luy ciing c6 thé biéu dién 1én biéu dé dé tu d6 xay
dung d6 thi (hinh 1.9). D4 thi tan suat tich luy dugc vé sao cho tron tru va di qua
gi6i han trén cac nhém.

Nhu vay, khi Ax=1 thi dudng tan sudt chinh 1a uéc lugng ciia ham mat do con
duong tan sudt tich luy 1a udc lugng ctia ham phan b xac sudt. Ta sé goi duong
tan sudt tich luy 14 phan bé xac sudt thuc nghiém va c6 thé biéu dién né dudi dang:

0  Néu x < min{x,, t=1..n}
P(x) = m Néucém phan ti trong mau bé
n honx
1 Néu x > max{x, t=1..n}

TU cac gia tri tAn s6 nhém tinh toan theo (1.6.7) hodc (1.6.7), sudt bao dam sé

dudc xac dinh nhu sau:

N
®;=2pi(j=LN) (1.6.10)
i=]

Cén ct vao két qua tinh toan nay, ta sé xdy dung dugc dudng cong bao dam
(hinh 1.10) va qua d6 c6 thé xac dinh dudc tri s6 caa dai luong khi hau X; Ung voi
cac sudt bao dam ®; khac nhau:

m p
12 0.20
10
g 0.15
6 0.10
4 0.05
2
0 x 0.00 X
0 2 4 6 3 10 1 23 456 7 89
Hinh 1.7 Budng tan 6 Hinh 1.8 Budng tan suat
L r F(x) | D (x)
0.8
% 08
0.6 0.6 |
04 04 F
02 r 02 f
[ X | X
0 == 0 =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Hinh 1.9 Budng tan suat tich luy Hinh 1.10 Budng suat bao dam

Vi du 1.6.3 Tu chubi s6 liéu lugng mua thang 2 cia mot tram, sau khi tién

hanh khao sat so bo ta ¢6: n = 97 (ndm), X, = 1.4 (mm), X,.. = 95.0 (mm). St dung
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cong thic phan nhém (1.6.5) ta dugc s6 nhém can chia 1a N = 51g(97)~10 (nhém).
Nhu vay c6 thé chon giéi han dudi a,=0 va by=100. P& don gian khi tinh toan cu ly
nhém duge xem 1a khong d6i va bang 10. K&t qua tinh toan trinh bay trong bang
1.4.

Bang 1.4 Tan suat tich luy luong mua tinh theo phuong phap phan nhém

i a b, m, xm, F.

0 0 0 0 0

1 0 10 20 20 0.21
2 10 20 26 46 0.47
3 20 30 23 69 0.71
4 30 40 8 77 0.79
5 40 50 8 85 0.88
6 50 60 4 89 0.92
7 60 70 5 94 0.97
8 70 80 1 95 0.98
9 80 90 1 96 0.99
10 90 100 1 97 1

D6 thi ham phan bd thuc nghiém dugc trinh bay trén hinh 1.11. Tu d6, ta cé
thé tinh:

— X4c sudt dé lugng mua thang 2 (X) nhan gia tri trong khoang (a;,by)

— Sudt bao dam ma lugng mua thang 2 vugt qua gia tri a;

— Gia tri cua lugng mua thang 2 tng véi suét bao dam @; cho trude.

Vi du: V61 a; = 30 (mm), b; = 50 (mm), ®; = 20 (%), dé tinh xac suit ma X
nhan gi4 tri trong khoang (a;,b;): P(a;<X<b;) = P(30< X<50), ta tién hanh bing cach
sau day:

Trén truc hoanh 18y cac diém tuong tng véi cac gia tri cia x bing 30 va 50
(mm); tit cac diém nay ké song song véi truc tung cho dén khi cit @6 thi F(x) thi ké
song song véi truc hoanh. Cac dudng nay cdt truc tung tai cdc diém tuong tng véi

cac gia tri cua F(30), F(50). Hiéu cua ching chinh 1a xac sudt dé X nhan gia tri
trong khoang (30;50):

P(30;50)=P(30 < X < 50)=F(50)-F(30) ~ 0.876-0.711=0.165 =16.5%

Viéc xac dinh suat bdo dam ciling tuong tu nhu vay. Ta co:

®(30) = P(X>30) ~ 1-0.711=0.289 = 28.9%

Trong truong hop nay, néu thay vi xdy dung duong cong phan bd trén day ta
c6 dudng cong bao dam thi van dé tré nén don gian hon.
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Pé tinh Xe; ta hay chon mot diém trén truc tung ma & d6 gia tri caa F(x)=1-;
roi ké song song véi truc hoanh cho dén khi cit d6 thi F(x) thi ké song song véi truc
tung. Gia tri doc dudc trén truc hoanh tai diém cét chinh la Xo; phai tim. Vay,
lugng mua ting véi suat bao dam ®=20% sé la:

Xgo = X(®=20%) = x(F=80%) ~ 40 mm

Chu ¥ réang, néu ham phan b6 F(x) dude xac dinh duéi dang giai tich thi cac
dac trung trén day sé dudc tinh theo cac cong thic (1.5.2), (1.5.3) va (1.5.5) da néu.

F

0g

g

o4

0z r '75
g x

0O 10 20 30 40 50 &0 7O 20 S0 100

Hinh 1.11 Ham phan bé thuc nghiém lugng mua thang 2
1.6.2.3 Phén bé'tan sudt cdc dai luong vecto

Cac khai niém tan sudt da dudc trinh bay trén day néi chung thudng dude ap
dung dé6i véi nhiing déc trung yéu t6 khi hau la nhiing dai lugng v6 huéng nhu
nhiét do, lugng mua,... Tuy nhién, trong nghién ctiu khi hau, nhiéu khi nguodi ta
con xét cac dai lugng vecto nhu van toc gié (gom téc dd va huéng), hoac cac dai
luong vo hudng bién d6i theo thoi gian (mua, thang) duge biéu didn nhu 1a nhiing
dai luong vecto. Trong truong hop nay khai niém tan suat dude md rong cho khong
gian nhiéu chiéu. Ching han, tin sudt van téc gié sé dude xét trong khong gian hai
chiéu, mét chiéu 1a huéng gié va mot chidu 1a toc do gié. DE tién trinh bay ta hay

xét vi du sau day.

Gia st dé nghién ctu dic trung van toc gi6é cia mot dia diém nao d6 ta sé tién
hanh thong ké so6 liéu khi hau vé dic trung nay bang cach 1ap bang phan bd tan s6
xudt hién tdc dd gié theo cac hudng. Gid sti s6 truong hop (dung luong mau) dude nghién
ctiu bang 445. Tudng tGng véi mdi cdp téc d6 gié va hudng gié ta c6 mot gia tri tan
s6 xuét hién (bang 1.5). Chdng han, tin s xudt hién gié huéng Béc (N) ¢ cip tu
2.1-4 m/s 1a 16.

Tu bang s6 liéu nay ta thanh lap bang phan bd tan suit (bang 1.6) theo
nguyén téc 18y gia tri cac 6 trong bang 1.5 (s§ trudng hgp — tan sé) chia cho tong sé
trudng hgp (445).
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Bang 1.5 Phan bd toc dd gié theo cac hudng

Khoang téc
do Huéng gi6 Téng
Gi6 (m/s) S SW W NW N NE E SE
0-2.0 0 0 2 1 0 4
2.1-4 6 8 2 16 13 17 2 64
4.1-6 11 12 5 16 8 15 7 78
6.1-8 11 16 10 14 21 7 6 2 87
8.1-10 5 8 9 22 8 1 5 5 63
Téng 35 51 50 138 76 29 47 19 445
Bang 1.6 Bang phan b6 tan suit (%) toc do gi6é theo cac huéng
Khoang téc Hudng gid Téng
6 gi6
(m/s) S SW W NW N NE E SE
0-2.0 0.0 0.0 0.4 0.0 0.2 0.0 0.2 0.0 0.9
2.1-4 1.3 1.8 0.4 0.0 3.6 2.9 3.8 0.4 14.4
4.1-6 2.5 2.7 1.1 0.9 3.6 1.8 3.4 1.6 17.5
6.1-8 2.5 3.6 2.2 3.1 4.7 1.6 1.3 0.4 19.6
8.1-10 1.1 1.8 2.0 4.9 1.8 0.2 1.1 1.1 14.2
T5ng 7.9 11.5 11.2 31.0 17.1 6.5 10.6 4.3 100.0

Viéc biéu dién hinh hoc phan bé tan sudt c6 thé duge thuc hién theo nhiéu
cach. Mot trong nhiing cach d6 1a st dung mét toa dod cuc, rat phu hop déi véi dai
lugng van toc gio:

Trén 8 ban truc biéu dién 8 huéng gié, chia thang d6 do tng véi chc cdp téc do
gi6 khac nhau, vi du cic vach chia tng véi 0-2 m/s, 2.1-4 m/s,... Tai mbi mot diém
dai dién cho cac cap toc dd trén cac hudng ta dién gia tri tin sudt téc do gié tuong
tng dudc cho trong bang 1.6. Sau d6 vé cac dudng déng tan sut (hinh 1.12).

Trong trudng hop cac cip téc d6 gié duge chia theo kiéu nhém dinh tinh (gi6
yé&u, gi6 manh,...) ta ciing c6 thé tién hanh tinh tan suét theo cach tuong tu nhu
trén. Nhung khi biéu di&n hinh hoc, dé don gian ngudi ta chon ky hiéu cho céac cp
toc d6 gi6 tuong tng. Vi du, tit s6 liéu trong bang 1.6 ta sé chon biéu dién nét manh
cho cap gi6 yéu (<4m/s), nét dam vira ting v6i cdp gié trung binh (4-10m/s) va nét
dam cho c&p gi6 manh (>10m/s). Mit khac, trén cac ban truc biéu dién huéng gio,
thang chia do6 dugc chia theo tan suit, vi du cac vong tron déng tAm cé ban kinh

cach nhau mot khoang ting véi mtc tan sudt 10%. Sau d6 cén ct vao cac gia tri tin
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sudt da tinh toan ta dé dang tién hanh vé "hoa gi¢". Hinh 1.13 minh hoa cho
trudng hgp biéu dién nay, trong dé cép toc do gié dude biéu thi bdi cdc thanh dam
nhat khac nhau, con d6 dai cac thanh chi gia tri tan sudt tuong tng.

N NW

N
NW 4m/s NE

sw SE
s

Hinh 1.12 Tan suét téc d6 gio Hinh 1.13 Hoa gi6

V6i cac dai lugng khi hdu v6 huéng nhu nhiét d6, lugng mua,... xét theo su
bién thién cta thoi gian (thang, mua), viéc biéu dién su phan bd tAn sudt cing
dugc tién hanh mot cach tuong ty, tuy nhién yéu t6 thoi gian sé thay cho huéng gi6é
trong trudng hop trén day. Hon niia, khi biéu dién hinh hoc, thay cho hé toa d6 cuc,
ta sé dung hé toa d6 vubéng gbc.

Hinh 1.14 d&n ra mot vi du vé cach biéu dién tin su&t nhiét d6 t6i cao thang
trén hé toa 6 vuong goéc. O day, truc hoanh biéu thi cac thang trong nim, con truc
tung 1a gia tri nhiét do t6i cao thang. Cac dudng ddng tri trén hinh vé tuong tng
v6i cac miic x4c sudt (tAn suét) cach nhau 10%, ngoai trit dudng 5%. Cach biéu dién
nay c6 thé cho ta mot btc tranh khai quat vé phan b6 nhiét d6 tdi cao trong nam.
Chéng han, v6i mic x4c suét trén 50%, trong cac thang 5,6,7,8 nhiét d6 t6i cao
trung binh c6 thé dat t6i 38 — 39°C.

1.7 Phan bd Gumbell va cac dai lugng khi hau cuc tri

Trong nghién cttu khi hau nhiéu khi ngudi ta thuong quan tdAm dén cac dic
trung cua cac dai lugng khi hau cuc tri — cuc dai va cuc tiéu. Khai niém cuc tri ¢
day dugc hiéu theo nghia 1a gia tri 16n nh&t hay nhé nh&t trong mot khoang thoi
gian quan tric nao d6. Chdng han nhiét d6 16n nhat (nhé nhat) trong mot ngay,
mot thang hodc mot nam. Tap hop cac gia tri nay lap thanh mot khong gian mau.
Ly thuyét vé phan bd cta cac dai lugng cuc tri da chi ra ring, néu cac quan tric la
doc 1ap va c6 cung phan bd xac suat F(x)=P(x;<x), i=1..n, thi phan bd xac suit ciua

cac dai lugng cuc tri sé€ ¢6 dang sau:
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— D61 véi cac dai luong cuc dai: P{x™<x}=[Fx)]"
— D61 véi cac dai lugng cuc tiéu: P{xu<x}=1-[1-F(x)]",

6 day, n 1a dung lugng mau.

T

w %/
kq_“/‘

w)\\ g\

K/O
M

3

*y

7

=

8 10 12

‘e

)

25'

6 Théang
Hinh 1.14 Phan bd tan suat nhiét dé t6i cao thang

Niam 1928, Fisher va Tippett d& tim ra 3 dang phan bd c6 thé ap dung cho b4t
ky dai lugng ngau nhién cuc tri X ndo sau day:

Dang I: F(y)=Exp(-e™), (1.7.1)
Dang II: F(y)= Exp(-y™®) (1.7.2)
Dang III: F(y) = Exp(—(-y°) (1.7.3)

Trong d6 dang I 1a phan bd giéi han cua dang II va dang III va da dudgc
Gumbell (1958) khao sat mot cach ti mi, nén né mang tén goi 1a phan bé Gumbell.

Phan bd Gumbell (hay phan b6 Fisher — Tippett dang I) dugc ting dung hét
stic rong rai trong khi hau. Ham phén bé (1.7.1) 12 ham cta bién chuén hoa y:

_1283 (x—x)+0.577 (1.7.4)
n-1{5 ni

x 1a bién ngau nhién nhan gia tri cuc tri cia X, x; 1a nhiing gia tri mau cuaa x.
Ngudi ta da chiing minh dudc rang, khi dung lugng mau n — o thi:
M[y] =y = 0.57721, va dudc goi 1a hing s6 Euler,
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2
Dly]=0c> = %, tit d6 o, = 1.28254.

Nhu vay, cac hang s6 trong (1.7.4) chinh 1a ky vong va do léch binh phuong
trung binh ctia dai lugng ngau nhién y.

Thong thudng phan bd Gumbell duge dung dé tinh cac gia tri cuc dai hodc cuc
tiéu ctia dic trung yéu t6 khi hau. Xac sudt dé dai luong khi hau cuc dai x nhan gia
tri vugt qua mot gia tri x, ndo dé duge xac dinh bdi:

pu = P(x>x,) = 1-Exp(—e™) (1.7.5)
Va x4c suidt dé dai lugng khi hau cuc tiu x nhan gia tri nhd hon x, sé 1a:

Pm = P(x<x,) = Exp(-e™) (1.7.6)

1.8 Thdi gian lap lai hién tugng.

Thoi gian lap lai hién tugng (ky hiéu bang T) 14 khoang thdi gian cin thiét dé
hién tugng c6 thé xuét hién trd lai sau khi d& xuét hién. Trong khi hau, tuy theo
cac khai niém xac suat dugc dung ma thoi gian lidp lai T c¢6 nhiing ¥y nghia khéac
nhau:

e Né&u p 1a tan sudt xuat hién hién tugng khi hau A nao d6 thi:
1

T=- (1.8.1)
p

1a khoang thdi gian can thiét dé lip lai hién tugng A.
e N&u P(a;,b,) 1a x4c sudt cac khoang tri s thi T 1a thdi gian cin thiét dé dai

lugng khi hau X nhéan gia tri trong khoang (a;,b;):
T=_1 (1.8.2)
P(aJ 7bJ)
e N&u khai niém x4c suat 1a sudt bdo ddm ®(a;) thi T 1 thoi gian can thit dé dai
lugng khi hau X nhén gia tri khong nho hon a;:

T= 5(2—) (1.8.3)
J

N6i chung c6 thé hiéu T 1a chu ky lap lai caa hién tugng khi hau. Can chu y
rang:
— Noéi chung cac thanh phan ké& can ctia chudi s6 liéu khi hau thudng cach nhau
mot ndm nén don vi do cua T 1a nam.
— Gia tri caa T dugc xét trén phuong dién thong ké, do d6 khong nhat thiét 1a ¢ T
niam hién tuong tuong ting déu phai xay ra.
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Vi du 1.8 Suét bao dam dé nhiét d6 trung binh thang 7 & moét dia diém vugt
qué 32°C 14 0.04, tiic 1a ®@(32) = P(t > 32) = 0.04. Vay T = 1/0.04 = 25 (nam). O day t
12 nhiét do, T 1a thoi gian ldp lai. Gi4 tri T = 25 nidm c6 nghia 12 néu hién tuong
t>32 d& xu4t hién thi né c6 thé 1lap lai sau 25 nam nita. Tuy nhién khong nhat thiét

ding 25 nam sau hién tugng méi xuat hién tré lai.
1.9. Mt sé bai toan vé cac dai lugng cuc tri

Bai todn 1.9.1. Gia st x la dai lugng khi hau cuc dai c6 trung binh sé hoc
bang ; va d6 léch chudn bing s,. Hay xac dinh gia tri x, ma x c¢6 thé vugt qua né
tng véi chu ky lip lai bang T cho trudc.

Gidi:

Xac sufit dé x nhan gia tri vugt qua x, duge xac dinh bdi cong thic (1.7.5).
Tuong ting véi xac sudt nay ta c¢6 chu ky lap lai 1a T = 1/py. Vi T cho trude nén py =
1/T. Ta c6:

%= 1-Exp(—e™) = Exp(-e™) = -1

L&y logarit hai 1an va chd § dén d4u caa biéu thic ta nhan duge:
T
= -In(In(—
y=-Inn(=-)

Thay gi4 tri cta biéu thic yzl'283 (x —x)+0.577 vao va thuc hién mot vai
s

X

L « A 2. . A N P
phép bién doéi don gian, cudi cung ta co:

SX
1.283

X, = X +

0

(—1n(ln(%))—0.577) (1.9.1)

Vi du 1.9.1 Nhiét do t6i cao tuyét d6i 6 mét dia diém trung binh 1a t,=40.0°C
va d6 léch chuén 1a s,=1.0°C. Hay xac dinh gi4 tri nhiét d6 t6i cao tuyét dsi T,, &
day tng véi cac chu ky lap lai T bang 10, 20, 30, 50, 100, 150 nam.

St dung cong thic (1.9.1) ta duge két qua tinh sau:

Bang 1.7 Nhiét d6 to1 cao tuyét d6i ing véi cac chu ky lap lai

T (ndm) 10 20 30 50 100 150

T,, (°C) 41.3 41.9 42.2 42.6 43.1 43.5

C6 thé nhan thdy ring, khi chu ky lap lai T tang 1én thi gia tri T, ciing tang

lén. Tuy nhién sy tang 1én cua T,, 12 c6 gi6i han.
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Bai todn 1.9.2. Gia st x 1a mét dai lugng khi hau cuc tiéu c6 trung binh s8 hoc
bang X va do léch chuén béng s,. Hay xac dinh gia tri x, ma x nhd hon né tng véi
chu ky lap lai bang T cho truéc.

Giai:

Xac sudt dé x nhan gia tri nhé hon x, dude xac dinh béi céng thic (1.7.6).
Tuong ting v6i xac sudt nay ta c6 chu ky lap lai T =1/p,,. Vi T cho trudc nén p,, =
1/T. Ta c6:

1
—=Exp(—e?
7~ Exp(=e ")
L&y logarit haio 1an va chd § dén d&u cta biéu thic ta nhan dudc:

y = -In(In(T))

1.283
s

Thay gia tri caa biéu thic y= [xo —§j+0.577 vao va thuc hién moé6t vai

X

, N M. . A N ~
phép bién doéi don gian, cudi cung ta co:

- S
=x——2—(In(In(T) +0.577 1.9.2
Xp =X= 1= (In(In(T) ) (1.9.2)

1.
Vi du 1.9.2. Nhiét d6 t6i thap tuyét d6i ¢ mot dia diém trung binh 1 t,=15°C
va do léch chudn bang 2°C. Hay xac dinh nhiét d6 t6i thap tuyét d6i t,, caa dia
diém nay tng véi cac chu ky ldp lai T bang 10, 20, 30, 50, 100 va 150 nim.
St dung cong thic (1.9.2) ta c6 két qua tinh toan sau:
Bang 1.8 Nhiét do t61 thap tuyét doi ting v6i cac chu ky 1dp lai

T (ndm) 10 20 30 50 100 150
t_o(°C) 12.8 12.4 12.2 12.0 11.7 11.6
Ciing tuong tu nhu trudng hgp nhiét dé cuc dai, 6 day khi T cang tang thi t,,

cang giam, nhung mtc dd suy giam cham dan va c6 giéi han nhat dinh.

Bai todn 1.9.3. Gia st dai lugng khi hau cuc dai x c6 trung binh s6 hoc bing
X va d6 léch chuén bing s,. Hay xac dinh thdi gian cin thiét T dé x nhan gia tri
vugt qua gia tri x, cho trude.

Gidi:

Thoi gian cin thiét dé dai lugng khi hau cuc dai x nhan gié tri vudt qua x, cho
truéc chinh la chu ky lap lai T. Ta c6:

1 1 1.283

=— = vliy=

= (x, —X)+0.577 (1.9.3)
Pm 1-Exp(-e™) Sy

Vi du 1.9.3. Nhiét @6 khong khi t6i cao tuyét d6i 6 mot dia diém trung binh

bing 40.0°C va d6 léch chuén bing 1°C. Héi sau bao nhiéu nam méi c6 mét 1an xay
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ra hién tuong nhiét do t61 cao tuyét doi 6 day vugt qua 40.5°C, 41.0°C, 41.5°C,
42.0°C, 42.5°C, 43.5°C.
St dung cong thiic (1.9.3) ta c6 két qua tinh sau:
Bang 1.9 Chu ky lip lai ting véi cac tri s nhiét do cuc dai tuyét doi

t.,(°C) 40 40.5 41 415 42 42.5 43 43.5
T(nam) 2 4 7 13 24 45 84 159
Ta lai thay rang, ciing véi nhiing tri s6 chénh léch nhu nhau (0.50C) cua

nhiét do t6i cao tuyét déi, nhung khi gia tri nhiét dd cang thap thi sy khac biét ctia
khoang thdi gian lap lai cang bé hon rat nhiéu 1an so véi khi gia tri nhiét do cao.

Bai todn 1.9.4. Giai st x 1a dai lugng khi hau cuc tiéu c6 trung binh sé hoc
bang X va d6 léch chuén bing s,. Hay xac dinh thoi gian can thiét T dé x nhan gié
tri nho hon gia tri x, cho truéec.

Gidi:

Thoi gian cin thiét dé dai lugng khi hau cuc tiéu x nhan gia tri nhé hon x,
cho trude chinh la chu ky ldp lai T. Ta cé:

1 1 . 1.283

T=—=——— Vi y= (xg —X)+0.577 (1.9.4)
pm EXP(—e y) Sx

1.10 Toan do xac suat

Mot trong nhiing nhiém vu quan trong cua nghién ctu khi hau 1a xac dinh
qui luat bién ddi theo khong gian va thoi gian cta cac dic trung yéu té khi hau.
Khi nghién ctiu qui luat bién d6i theo khong gian ching ta khong chi st dung sé
liéu 6 mot tram ma & nhiéu tram khac nhau, tic 1 ta can xét dong thoi nhiéu
chudi s6 liéu. Mt khac, néu mudn xem xét su bién ddi theo thoi gian cta cac dac
trung yéu t6 khi hau ta c6 thé cing mét lic st dung chudi s6 lidu cic thang khac
nhau tai cing mot tram. Trén co s6 nhiing tap s6 liéu nay, sau khi tinh toan xi ly,
cac dic trung phan bd sé dude biéu dién 1én biéu db, d6 thi téng hop — ma ta goi 1a
toan d6 — lam cd s cho viéc phan tich, danh gia va phan doan vé qui luat khi hau.

Mot trong nhiing toan d6 don gian sé dudc giéi thiéu ¢ day la toan dé
Lebedev, mang tén nha bac hoc X6 viét A. N. Lebedev.

Muc dich ctia toan d6 nay la khai quat hoa moi quan hé gitia dic trung trung
binh s6 hoc cta yéu t6 khi hau va gia tri cia yéu t6 dé ting v6i cac suat biao dam
khac nhau tinh dude theo cac chubi sé lidu tai cAc tram trén mot vung khong gian
nao dé.

Trong tng dung thuc hanh, viéc tao ra dugec mdt bic tranh khai quat vé méi

quan hé gitia tri s6 trung binh s& hoc va tap gia tri ciia yéu t6 khi hau @ing véi cac
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suét bdo dam khac nhau cho mot khu vuc 1a hét stic cAn thiét. N6 con 1a co sé dé
udc lugng tri s6 khi hau ting véi cac sudt bao dadm khac nhau cho nhiing tram cé

chudi s6 liéu ngin.

Toan d6 Lebedev dugc xay dung theo nguyén tic sau day:

Gia st trong khu vuc nghién ciiu ¢c6 N tram khic nhau dugce chon va yéu té
khi hau cin xem xét 1a X. Tuong tng véi cac tram ta c6 thé tinh duge gia tri trung
binh s& hoc ctia X va cic gia tri X (ing v6i nhiing gia tri ®(xe)=0;=a. khac nhau.
Céc gia tri @, thudng duge chon 1a ©,=95%, ©,=90%,...,0,=5%.

Ky hidu x/(j :1...N),xg'pi (i=1..m) theo tht tu la trung binh s6 hoc va tri s6
cua X Gng v6i suélt bao dam ®; ctia tram thi j, ta chon cac ky hiéu biéu dién va
thanh 1ap bang tinh nhu trong bang 1.10.

Tu bang nay, 1ap hé truc toa dd véi truc hoanh 1a gia tri x¢ con truc tung 1a
x . M&i mot bo N cip s6 (ngi ,X’) tuong ting v6i mot ky hiéu biéu didn trén mit
phang toa d6. Nhu vay c6 tdt ca N dém biéu dién cho mot gia tri sudt bao dam ;.
Tai mbi diém (Xé)i ,X') trén mit phing ta chim cac ky hiéu bidu didn nay va vé
duong x4p xi. C6 tat ca m dudng biéu dién tuong Gng véi m gia tri suét bao dam @,
khéac nhau.

Viéc x4p xi cac dudng c6 thé duge thuc hién bing tay hodc bing phuong phap
binh phuong t6i thiéu. Cac dudng nay c6 thé 1a dudng thing hodc dudng cong tuy
theo méi quan hé phu thudc gitia X¢p va x. Trén hinh 1.15 dan ra mot vi du vé
toan do Lebedev véi truc tung 1a lugng mua trung binh thang con truc hoanh la gia
tri lugng mua thang tng véi cic suat bao dam khac nhau.

Bang 1.10 Gia tri trung binh va tri s6 ting v6i cac suit bao dam khac nhau

@, (i=1..m)
Tram Trung binh D, (O
(x)
1 x! lel lem
2 x_2 Xfpl xfpm
N X_N Xgl xgm
Ky hiéu biéu dién ° o
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CHUONG 2 )
CAC DAC TRUNG SO CUA PHAN BO
VA VAN DE PHAN TICH KHAO SAT SO LIEU

2.1 D3t van dé

Mot trong nhiing ting dung rit quan trong cua phuong phap thong ké trong
khi tuong, khi hau 1a tao kha ning phan doan vé nhiing tap s6 liéu méi. Nhu da
biét, hé théng quan tric khi tugng va cac san phdm tinh toan tit nhiing mé hinh s&
tri tao ra hang loat dii liéu s6 phan anh su bién d8i theo khéng gian va thdi gian
cta cac yéu t6 khi tugng. Tuy nhién, dé rat ra duge nhiing qui luat bién thién cua
ching can phai khao sat phan tich mot cach ty my. Cong cu théng ké cé thé giup
ching ta nhan biét va phan doan mét tap s6 liéu m6i mot cach nhanh chéng dé tie

d6 rat ra ban chit cua qua trinh khi quyén.

Phuong phap théng ké phan tich khao sat s6 lidu yéu cau phai xt 1y mot
lugng rat 16n s6 liéu ban dau. N6 cho phép “nén thong tin”, tém lude s6 liéu va mod
ta ching thong qua nhiing dic trung sé hoic cac gian d6, biéu @6 hay d6 thi.

Trong phan tich khao sat cac trudng s6 liéu khi tugng, d6 thi 14 mot cong cu
biéu dién rat c6 hiéu qua. D6 thi c6 thé biéu dién mot khéi lugng sé liéu khong 16
trong mot khong gian bé, giiup ta phat hién nhiing dic diém khéng binh thudng caa
tap s6 liéu. Nhiing chi ti€t khoéng binh thudng d6 c6 thé hét stic quan trong, d6i khi
chiing chtta dung sai s6 quan tric hodc truyén sé liéu, va can phai biét cang sém
cang t6t khi phan tich. Cling c6 lic s6 liéu khong binh thuong lai 1a hdp 1y va c6
thé 14 mét bé phan thong tin 1y thd caa tap s6 lieu. Trong 16p cac phuong phap dé
thi thong thuong nhat ngudi ta st dung dé thi ham phan b thuc nghiém (muc 1.6,
chuong 1). Dua trén cac dudng tan suat, tan suat tich liiy, ngoai viéc phat hién
nhiing bién ddi dot xuét ta c6 thé phan doan mét cach nhanh nhat cac thudce tinh
ctia phan b6, xac dinh dudc cac déc trung sé ciia no.

Nhiing dic trung thong ké don gidn va cac dic trung s6 cua phan bé ciing 1a
nhiing théng tin quan trong ban dau, gitp ta phan tich phan doan c6 hidu qua cac
tap s6 liéu. Chung c6 thé dude tinh toAn mot cach nhanh chéng va chinh x4c bang

nhiing chuong trinh may tinh don gian.
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2.2 Cac phan vi (Quantiles) va mét (Mode)

Phén vi mau q, 1a s6 ¢6 cung don vi do v6i s6 liéu va c6 gia tri vugt qua nhiing
tri s8 khac clia tap s6 lidu véi xac sudt bang p. C6 thé hiéu phan vi q, nhu 1a gia tri

ma tai d6 tan suét tich luy bang p:

q, = x(F(x) = p)

Céc phan vi mAu thuong duge dung dé khao sat, thim do mot cach khai quat
tap s6 lidu. Thong thuong ngudi ta st dung qq 5, dude goi 1a median hay trung vi va
ky hiéu 1a Me. Trung vi Me 1a gia tri ndm & vi tri trung tAm cta chudi s6 liéu da
sép xé&p theo thi tu ting dan (chudi trinh ty) sao cho s6 thanh phan cta chubi c6
tri s6 nhé hon Me bang s6 thanh phan 16n hon Me. Néu s6 thanh phan ctia chudi la
1é thi trung vi don gian 1a gia tri ndm & vi tri gitia cia chudi trinh tu. Tuy nhién,
néu s6 thanh phan cta chudi 1a chan thi chudi c6 hai gia tri gitia va trung vi dudgc
qui uéc 14y bang trung binh cta cac gia tri gitia nay. Cu thé, gia st ti chudi ban
dau {x;, Xy,..., X,} ta sdp x&p thanh chudi trinh tu { X, X@)--r X} VO X1)<X(o) <. <Xy

(chtd ¥ rang day la chudi trinh tu nhung chua xép hang). Khi dé ta cé:

Me:qos = (2.2.1)

Xm/2) T X(n/241)
2

v4i n chan

Ngoai trung vi Me, mot s6 phan vi khac ciing duge st dung phd bién 1a g 45 va
Qo.75- Nguoi ta thudng goi cac phan vi nay tuong ting 1a phan vi duéi va phan vi trén
hay ## vi, chiing ndm gitta trung vi Me va cac cuc tri X, = X)) VA Xpay =X D01 khi
ngudi ta con goi qg g5 VA qo 75 bing nhiing thuat ngi hinh tugng béng bay hon 1a bdn
1é hay khdp néi hoac diém mdu chét. Nhu vay cac phan vi duéi va trén 12 hai trung
vi cia hai nia tap s6 liéu gitia Me=q, 5 va cac cuc tri. Néu n 1é thi méi nia tap s6
liéu nay bao gém (n+1)/2 diém va ca hai déu chta trung vi. N&éu n chin thi méi nta
nay chtia n/2 diém va chung khéng dé 1én nhau (khong giao nhau). Mot s§ phan vi
khac it thong dung hon d6i khi cling dugec xem xét dén 1a phan vi “tam” hay bdt vi
Qo125 Qo.3250 do.625 VA Joszs» PhAN Vi “muci sdu” qgoge5, V.v. va nhiing phan vi “thap
phan” qo.1, qo.2;-+-» do.o-

Vi du 2.2.1 Gia st tap mau gom n=9 thanh phan da dudc sip x&p thanh chudi
trinh tu {xq), X@),..., X} thi trung vi Me = q; = X5, hodc gia tri ldn thu nam trong 9

s0 da cho. Phan vi dudi 1a qq5=%(3 va phan vi trén 12 q¢75=x@).

Néu n=10 thi trung vi 1a trung binh cta hai tri s6 gitia, nhung cac phan vi
duéi va phan vi trén la tri s6 gifia ciia ntia duéi va nta trén cua tap so liéu. Cé

nghia la qg25= X@), dos =X TXe)/2 VA o175 = X(g)-
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Né&u n=11, khi dé trung vi Me 12 tri s6 gitia duy nhat, con cac phan vi duéi va
trén dugdc xac dinh bdi trung binh ctia hai tri s6 gifia ctia cac nta trén va nta duéi
cua tap so liéu: qpo5=(X@t+ Xw)/2, Me=qg ;=X VA Qo75= (Xt Xo)/2.

Véi n=12 thi ca trung vi va hai phan vi duéi va trén déu dudc xac dinh bdi
trung binh tiing cdp tri s6 gifia: qo.5=(X@e+ Xu)/2, Me=q,s=(Xe+ X@)/2 VA qo.15=(Xg)+
X(10))/2.

Trong khi tugng, khi hau cac phéan vi dudc st dung dé khao sat so bo s6 liéu
ban dau. Uu diém chinh cta viéc st dung céc dic trung nay la ching khong bi anh
hudng dang ké bdi nhiing s6 liéu c6 chita sai s6 tho. C6 thé 14y vi du sau day dé so
sanh. Gia st khi tién hanh nhap sé liéu nhiét do, cac gia tri dang la {18.9, 19.2,
19.4, 20.3, 20.8, 21.6, 21.9, 22.0, 22.5, 23.9}, khi d6 trung binh s hoc cua chubdi
x=21.1 va trung vi Me=21.2. Nhung do so suit, thay vi tri s6 cuéi cung bing 23.9,
nguoi ta da vao nham thanh 239 (16n gap 10 1an s& ding). Vi vay, trung binh s8 hoc
cta chudi da bi thay d6i mét cach dang ké: x=42.3, trong khi d6 trung vi Me van
khong thay d6i. Trong mét s6 trudng hop trung vi lam chittic niang thay thé trung
binh s6 hoc. Chéng han, khi xt 1y chudi s6 liéu gi6 cuc dai, toc d6 gié c6 thé kha 16n
va dao dong manh, néu st dung trung binh s6 hoc sé thiéu chinh xac. Trong truong
hop nay ngudi ta dung trung vi cht@ khong dung trung binh sé hoc.

R6 rang ta c6 thé xac dinh dude cac phan vi khi d& biét phan bé xac sudt F(x)
tt phuong trinh:

F)=p (2.2.2)
Nghiém ctua phuong trinh nay chinh la q,. Véi p=0.5 ta c6:
F(x)=0.5
va nghiém cua né 1a x = Me = q ;.
B&i vay ta con c6 biéu thtc dinh nghia khéac caa trung vi la:
P(x>Me) = P(x<Me) (2.2.3)

Mot dic trung quan trong khac cting thuong dude ing dung trong phan tich
khao sat s6 liéu 1a mét (mode). Mot duge ky hiéu bdi Mo, 1a gia tri ctia bién ngau

nhién ma tai d6 ham mat dé xac suat dat cuc dai:

df (x) 0
dx [x=Mo
dzf(x) (2.2.4)
5 <0
dx X = Mo

trong d6 f(x) 1a ham mat do xac suét.
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Nhu vay, vé nguyén tic, tuy thudc vao dang ham mat dd xac sudt f(x), mot
phan bd ¢6 thé c6 nhidu mét hodc khéng c6 mét nao. Khi xét cu thé mot tap s6 lieu
nao d6, mot 1a tri s6 ¢6 tAn suat xuat hién 16n nhat, tic 14 ngudsi ta thuong chi quan
tam dén moét quan trong nhat.

Vi du 2.2.2 Xét tap so6 liéu sau {1, 2, 3, 4, 2, 5, 4, 6, 4, 8} ta thady xuat hién hai
moét 12 Mo,=4 va Mo,=2. Nhung tan s6 xuat hién gia tri 4 (3 14n) 16n hon tan sé
xudt hién tri s6 2 (2 1an), do d6 ta chi st dung mét tht nhat: Mo=Mo,=4.

Mot s6’ phuong phdp xdc dinh trung vi va mét
1) Phuong phap chon truc tiép theo cong thiic (2.2.1).

2) Phuong phap phidn nhém va st dung cong thiic thuc nghiém

Gia st chubdi x, (t=1..n) dudc chia thanh N nhém véi cu ly nhém Ax=const. Goi

m; va W 1& tan s8 va tan s6 tich luy nhom thi j, ta co:

*

n
) P Hm-1
— Trung vi: Me = x; +tAx. 4——— (2.2.5)
my;
trong d6:
M la vi tri nhom trung vi (nhém chtia x,/,)),
Xy 12 gi61 han duéi ciia nhom thia M,
my 12 tan s6 ctia nhém thia M,
Uy 14 tan s6 tich luy ciia nhém thia M-1,

Ax la cy ly nhéom,

x l(n +1) néu n 1¢é
n o J2
2 D néu n chin
2
_ Mét: Mo = xy +AX. My =My (2.2.6)
(myy —myyp) + (Mg —myygy)
trong do:

M 1a vi tri nhém mét,
xy 12 giéi han duéi cia nhém mét (nhém cé tan s 16n hon tan s6 cac nhém
lan can),
my;, My_;, My, theo thi tu 12 tAn s6 nhém mét, nhém lién truée va lién
sau nhém mot.
Ax la cy ly nhom.
— D61 v6i nhiing phan bé khong qua bat doi xting va c6 mot dinh ta c6 méi lién

hé dé tinh mét sau day:
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Mo ~ x +3(Me-x) (2.2.7)

trong d6 x la trung binh s8 hoc cia chudi:

— 1 n
X==2 %,
Ny
3) Phuong phap dé thi

— Xac dinh trung vi: DPé x4c dinh trung vi bing phuong phap dé thi ta xay
dung dudng cong phan bd va chon diém trén truc tung tGng véi gia tri F(x) = 0.5,
sau d6 ké song song vé6i truc hoanh, khi cit d6 thi F(x) thi ké song song véi truc
tung. Piém cit truc hoanh chinh 1a Me (hinh 2.1).

— Xac dinh mét: Muén xac dinh mét bang phuong phap d6 thi truée hét ta xay
dung biéu d6 phan bé tan suét (hinh 2.2). Sau d6, chon nhém c6 tan suét cuc dai va
ké cac doan thing ndi cac diém tuong Gng véi cin trén va can dudi cia nhém lién
trude, nhém mot va nhém 1ién sau mét. T giao diém cta cac doan thing nay ké

song song véi truc tung, cit truc hoanh tai diém c6 hoanh d¢ 14 mét.

100  F %
() (%) )
80 | 30 L
60 F 25 1
20
40 f s L ‘
20 10 '
0 1 1 1 1 X 5°F ‘v _I_l
19 20 21 22 23 24 25 0 x

19 20 21 22 23 24 25

Hinh 2.1 Xac dinh trung vi Hinh 2.2 Xac dinh mét

Vi du 2.2.3 T s6 liéu lich st 50 ndm cua nhiét d6 khong khi 6 mot tram ta co
bang thong ké sau:

Nhém Khodng nhiét | Tan s6 nhém | Tan s6 tich luy | TAn sudt nhém | Tan suét tich
dé (°C) (%) luy (%)

(1) 2) ) () ) (6)
1 18-19 3 3 6 6

2 19-20 7 10 14 20
3 20-21 16 26 32 52
4 21-22 10 36 20 72
5 22-23 9 45 18 90
6 23-24 3 48 6 96
7 24-25 2 50 4 100
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St dung cong thtc (2.2.5) ta c6: V6i dung luong mau n = 50 thi n/2 = 26, tu
cOt (4) suy ra nhém trung vi 1a nhém 3 (M=3), c6 can dudi xy; = 20. Cu ly nhém
Ax=1, tan s6 nhém trung vi my = 16, tan s6 tich lu§ cia nhém trudc nhém trung vi
py-1=10. Vay:

(@H)—m
Me = 20.0 + 1.2T =21.0

Tuong tu, d61 v6i cong thic (2.2.6), ti cot (3) ta c6 vi tri nhém mét 1a M=3,
can duéi nhém mét xy = 20, tan s6 cac nhém mét, lién trude va lién sau nhém mét
la my =16, my_;= 7, my,; = 10, cu ly nhém Ax=1. Do dé:

16-7 =20.6

Mo = 20.0 + 1. =
16-7)+(16-10)

Ban doc c¢6 thé nhan th4y cac két qua nay trén cac hinh 2.1 va 2.2.

2.3 Cac mémen phan bd

T quan diém thong ké, trong hau hét cac bai toan khi tugng, khi hau ngusi
ta xem cac tap sO liéu quan tric nhu la nhiing tdp mau cta cac dai lugng ngiu
nhién hay cac bién ngiu nhién. Nhu da biét, déc trung day du cua dai lugng ngau
nhién 1a ham phan bd xac sudt. Tuy nhién, trong thuc t&, nhiéu khi khong doi hdi
phai hiéu biét that ddy du vé dai lugng nglu nhién ma chi cdn biét mot vai dic
trung quan trong cé thé mé ta dudc mét cach khai quat vé dai lugng nglu nhién 1a

du. Cac dac trung d6 duge goi 1a mémen phan bé.
2.3.1 Mdmen goc

Theo dinh nghia, mémen goc bac r cia dai ngau nhién X dugc ky hiéu 1a a, va
dude xac dinh bai:

+00
o, = [x'T(x)dx,r=12.,.

trong d6 f(x) 12 ham mat d6 xac suit cua X. Trong cdc mdémen goc cua dai luong
ngiu nhién X, mémen géc bac nhit o, c6 ¥ nghia dic biét, né duge goi la ky vong
toan hay gia tri trung binh cta dai lugng ngau nhién. Ky vong toan cta dai lugng
ngiu nhién X déic trung cho dd 16n cia X. Déi khi ngudi ta con goi né 1a gia tri nén.
Ta sé& ky hiéu ky vong toan ctia dai lugng ngau nhién X 12 M[X] hay m, va xac dinh
bai:
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+00
M[X]=m, = Ixf(x)dx
Nhu vay, ky vong toan hoc 1a két qua cta viéc trung binh theo xac suit tat ca
cac gié tri c6 thé cia dai lugng nglu nhién. Theo dinh nghia d6 ta c¢6 thé suy rong
ra rang, mémen goc bac r cia dai lugng ngiu nhién X 1a ky vong toan hoc cta luy

thiia bac r ciia dai lugng ngiu nhién:

a, = M[X'] (2.3.1)
O day M la ky hiéu toan ti 14y ky vong. T nay trd di, néu khong giai thich gi thém
thi ky hiéu nay sé dugc git nguyén y nghia ctia né. Péi lac dé don gian ta con ky
hiéu ky vong toan cua X 1a MX.

Mbémen géc a, thudng duge goi 1a mémen géc téng thé. Gia tri théng ké cua

moémen goc a, ky hiéu a, va dudc xac dinh bdi:

M=

a,=—3x' 2.3.2)
. ¢ (

B | —

t=1

trong d6 x,, t = 1..n, 14 cac gia tri quan trac (hay con goi 12 mau) ciaa X, n 1a dung
lugng mau. Bdi vay nguoi ta thuong goi a, 14 mémen géc mau.
n —
Khi r=1 ta ¢6 a; = —> x, =x va dudgc goi 1a trung binh s6 hoc cua X. Trung
Doy

binh s6 hoc 1a uéc luong théng ké ciia ky vong toan hoc m,. D4u gach ngang phia
trén (x) duge hiéu 1a ky hiéu phép 14y trung binh s6 hoc hay toan ti 14y ky vong
mau. Ky hiéu nay ciing sé& dugc gii nguyén y nghia ctia né trong pham vi tai liéu

N

nay.
2.3.2 M6men trung tam

Moémen trung tAm bac r ctia dai lugng ngau nhién X dugec ky hiéu 1a p, va
dugc xac dinh bdi:

ue = MIX-M[X]) =M [(X-m,)’] (2.3.3)

Khi r =1 ta ¢6 y; = M[(X-m,)] = M[X]-m, = m,—m, = 0. Nhu vy mdémen trung
tam bac 1 ctia dai lugng ngau nhién luén ludn bing 0.

Khi r=2: p,=M[(X-m,)?] = D[X] = D, va dudgc goi la phuong sai cua dai lugng
ngiu nhién, dung dé dic trung cho miic d6 phin tan cta cac gia tri cia X xung
quanh ky vong toan hoc. Béi vay trong nhiéu truong hdp ngudi ta con goi D, 1a do
tan. Ky hiéu D[X] & day dudc hiéu nhu toan ti 14y phuong sai cia X. Trong mot s&
truong hop, dé don gian, thay cho D[X] ta c¢6 ky hiéu DX.
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Vi D, ¢6 th@ nguyén bang binh phuong th@ nguyén ctia X nén viéc st dung né
dé dic trung cho d6 phan tan néi chung thiu tinh ré rang. Do d6 trong thuc t&
thay cho D, ngudi ta dung gia tri cin bac hai cta né.

6, =/Dy (2.3.4)

va goi la do léch binh phuong trung binh cta dai lugng ngau nhién.

Khi r = 3: s = M[(X=m,)"] (2.3.5)

Mémen trung tAm bac ba p, dung dé dic trung cho tinh bat d8i xtGng cua
phan bé.

Khi r=4: 1w, = M[(X=m,)"] (2.3.6)

Mbémen trung tAm bac bén p, dung dé dac trung cho miic d6 tap trung cua

phan bé.
T (2.3.3) va (2.3.1), khi dé y dén khai trién nhi thiic Newton ta cé:

b =M[(X-m,)']= M{ i(—l)“Ci‘X"kmi} =
k=0

= S (-DECrafMX | = T Dk Craka,
k=0 k=0

t = 2 (=D Cofo, (2.3.7)
k=0

Nhu vay, mémen trung tdm cé thé tinh dudc qua mémen géc.

Vi du: v6i r=2 ta c6 py=ay—2(ct;)*+(0;)*=0,—(a1;)*

Uéc lugng thong ké ciia momen trung tdm p, ky hiéu 1a m, va duge xac dinh

m =13 (x, =)' (2.3.8)
ni-;

véi x,, t=1...n, 1a gia tri quan tric cia X, n 1a dung lugng mau. Ngusi ta con goi m,
12 mémen trung tdm mau.

Gitia mémen trung tAm mau va mdémen géc mau ciing lién hé véi nhau bdi hé
thtc:

T
m, = > (-1)*Cfafa,_ (2.3.9)
k=0
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C6 thé biéu dién cong thiic nay duéi dang cu thé hon:

m, = i—i(—nkci‘x{—k(;)“ (2.3.9)
k=0

1
0

n — n —
Khi r=1 ta ¢6 m, :lZ(xt—x):let—x:O
N N

n — ~ A (— ~
Khir =2 ta ¢6 m, =lZ(xt —x)2 =D, =x2 —(x)2 va goi la phuong sai mau. Pai
0o

lugng s, =w/]~)X dugc goi 1a d6 léch tiéu chudn hay d6 léch chuén caa X, né 1a udc

lugng cua dd léch binh phuong trung binh o,.
2.3.3 Cac phuong phap tinh méomen

2.3.3.1 Phuong phdp tinh truc tiép

Phuong phap tinh truc tiép la tinh cic mémen géc va mdémen trung tAm theo
cac cong thiic (2.3.2), (2.3.8) va c6 thé st dung ca cong thic lién hé (2.3.9)).

2.3.8.2 Phuong phdp phdn nhom

Phuong phap nay thuong dudc st dung trong truong hop dung lugng mau dua
16n. Uu diém ctia phuong phap nay 1a s luong phép tinh it, qui trinh tinh toan don
gian; nhudc diém cta né 1a d6 chinh xac khéng cao.

Gia st tap s6 liéu ban dau {x,, t=1..n} dugc chia thanh N nhém véi cu ly cac

nhém déu nhau va bang Ax. Ta c6 bang sau:

Nhém GiGi han dugi Gidi han trén Tri s6 gilta Tan s6
1 a, b, C; m,
2 a, b, C, m,
N ay by Cn my
Trong d6: a; < min{x,, t = 1..n},

by>maxix,, t=1..n}, bj—a;=Ax=const la ' ' ' I
cu ly nhom, bj=a;,,, ¢;=c,+jAx 1a tri s6
gitia cua nhém, c,=a,~-Ax/2 (hinh
2.3). Tan s6 m; 14 s6 thanh phan caa Hinh 2.3 Sa d6 chia khoang
chudi roi vao nhém thi j.

Khi d6 cac m6men sé dugce tinh theo cac cong thic sau day:
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N
— Mémen géc: a, ~ al = lZrnjcg (2.3.10)
n j=1

N _
— Mo6men trung tAm: m, ~ m/ =lij(cj —c)f (2.3.11)
nj:1

N
v6i c=—) mc; .
n j=1
Nhu vay cdc moémen a, va m, chi 14 gia tri x4p xi theo a. vad m, ma chung
dudc tinh khi thita nhan rang cac thanh phan thudc nhém tht j déu 18y cung mot
gia tri ¢;. R0 rang d¢ chinh x4c cua két qua tinh theo phuong phap nay khong cao,
tham chi sai léch nhiéu so véi két qua tinh truc tiép. Méc du vay trong nhiéu
truong hop ngudi ta van st dung phuong phap nay, nhat 1a khi dung luong mau
cuc 16n hoéc khi cAn khao sat so bd tap so liéu.
Do viéc phan nhém sé gy nén sai s6 khi tinh cAc mdmen nén ngudi ta phai
tién hanh hiéu chinh ching. Sau day 1a mot sé cong thic dé hiéu chinh gia tri caa

momen trung tAm bac hai va bac bén tinh bang phuong phap phan nhém:

Mype =My —é(AX)2 (2.3.12)
1 7
e +EO(AX)4 (2.3.13)

Trong d6 my,, va my,. 12 mémen trung tAm bac hai va bac bon da hiéu chinh,
Ax 1a cu ly nhom.

Vi du 2.3.1. S6 liéu lich st téng lugng mua nam cta tram A dudc cho trong
bang 2.1. Hay tinh mémen gbc bac 1 va mémen trung tam bac 2.

Bang 2.1 S§ liéu téng luong mua nadm (mm) ciia tram A

1983.8 2325.4 1297.3 1554.3 1931.6 1433.6 1283.1 2246.3
1631.3 1701.9 1736.8 1943.4 1225.5 1249.4 1214 .4 15321
1719.7 1931.9 1725.7 2128.3 1599.6 1894 .4 21151 1055.7
1525.9 1829.8 1684.5 1828.9 1315.6 1284.3 1733.7 1760.6
1448.5 1568.8 1256.8 1651.7 1488.2 1390.5 2033.4 1538.1
1884.9 1544 .4 1862.8 1806.5 1758.2 1935.2 1726.7
1405.5 1758.9 1738.8 1744.2 1274.8 1839.6 1766.3
2061.8 2141.2 1800.0 1954 .1 1662.5 1964.5 1646.7
1995.0 2153.9 2528.2 1561.5 19511 1527.2 22251
1147.8 1653.0 2040.3 1623.9 1657.6 1985.9 1596.1
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O day ta c6 dung luong mau n=105. Ap dung cong thic (2.3.1) véi r=1 ta dudge:
a, = x=1683.9 (mm). St dung cong thic (2.3.8) ta dugc m,= 15X =103929.3 (mm?)

Pé tién hanh tinh todn bang phuong phap nhém theo cac cong thiic (2.3.10)
va (2.3.11) ta chia chubi s6 liéu da cho lam 11 nhém véi cu 1y cadc nhém bang béang
nhau va bang Ax=165. Ta lap bang thong ké két qua phan nhém (bang 2.2).

K&t qua tinh cho ta: a,=x =1681.2(mm); m,= D, =104366.2(mm?).

Nhu vay két qua tinh theo hai phuong phap trong truong hgp nay cé su chénh
léch chit it. Gia tri hiéu chinh ctia m, tinh theo céng thtic (2.3.12) bing
m,;,.=102097.5 (mm?).

2.4 Trung binh sé hoc

Trong théng ké c6 nhiéu khai niém trung binh khac nhau duge st dung, nhu
trung binh s6 hoc, trung binh diéu hoa, trung binh hinh hoc, trung binh binh
phuong,... Tuy nhién khai niém trung binh duge st dung phd bién trong khi tudng,
khi hau 1a trung binh s6 hoc. Y nghia cd ban ctia trung binh sé hoc 1a né chtia dung
thong tin quan trong nhat vé ché& do ctia dic trung yéu t6 khi hau. Chtic ning cta
trung binh s6 hoc trong nghién citu khi hau 1a phan 4nh mot cach khai quat do 16n
cta cac thanh phén trong chudi, dung hoa dudc cac dao dong thang dang va biéu
thi trang thai trung gian hay gia tri nén ctaa chubi.

Bang 2.2. Két qua phan nhém

Nhom j a b, Cj m; cm, cjm;
1 835 1000 917.5 1 917.5 841806.3
2 1000 1165 1082.5 4 4330 4687225.0
3 1165 1330 1247.5 10 12475 15562563.5
4 1330 1495 1412.5 15 21187.5 29927343.8
5 1495 1660 1577.5 22 34705 54747137.5
6 1660 1825 1742.5 17 29622.5 51617206.3
7 1825 1990 1907.5 19 36242.5 69132568.8
8 1990 2155 2072.5 11 22797.5 47247818.8
9 2155 2320 2237.5 3 6712.5 15019218.8
10 2320 2485 2402.5 1 2402.5 5772006.3
11 2485 2650 2567.5 2 5135 13184113.5
Tdng 105 176527.5 307739006.3

Gia st dai luong khi hau X ¢6 cac quan tric 1a {x,, t=1..n}. Khi d6 trung binh
s6 hoc 1a uéc lugng théng ké cua ky vong toan hoc cua X, nén ddi khi né con duge
goi 12 ky vong mAu. Trung binh s hoc ky hiéu 1a X, n6 chinh 132 mémen gdc mau

bac 1 va dudc xac dinh bdi:

58



M=

Xt (2.4.1)

B =

t=1

Trung binh s6 hoc c6 cac tinh chat sau day:
1) Téng db léch ctia cac thanh phan trong chudi so v6i trung binh sé hoc bing

n —
khong: > (x,—x)=0
t=1
2) Néu cong (trtt) mdéi thanh phan cta chudi véi cung mot hang s6 C thi trung
binh s6 hoc sé& tang (gidm) moét lugng ding bang C:

li(xtiC)zhc (2.4.2)

0

3) Néu nhan (chia) méi thanh phan cta chubi véi ciing mot hang s6 C khac 0 thi

trung binh s& hoc téng (giam) C lan:

X _
1 C

(2.4.3)

eIEX

M=

I & - 1
—> Cx,=Cx, —
Ny n

4) Vé6i C 1a mot hing s6 bat ky ta cé i(xt —x)%< i(xt -C)%.
t=1 t=1
Bén canh trung binh s6 hoc, dé khao sat mtc do tap trung cta cac tap sd liéu
khi tugng, khi hau ngudi ta con st dung mot s6 dic trung don gian nhu trung vi
Me hay mét Mo. Cac déc trung nay néi chung c6 tinh 6n dinh va khong bi anh
hudng dang ké bdi sai s6 hodc nhiing gia tri dot xudt. Nhu da chi ra trong muc 2.2,
khi xét tap s6 liéu {18.9, 19.2, 19.4, 20.3, 20.8, 21.6, 21.9, 22.0, 22.5, 23.9}, trong
khi trung vi Me khéng bi thay ddi thi trung binh sé hoc )_( tang 1én moét cach dang
ké, tit 21.1 1én 42.3 néu sb cudi cung bi thay thé béi tri s6 sai 239. Tuy vay, véi
nhiing tap s liéu khong chiia sai s6 thi trung binh s hoc cho dd chinh xac cao hon.
Mét s6’ phuong phdp tinh trung binh sé hoc
1) Phuong phép tinh truc ti€p: Tinh theo cong thiic (2.4.1).
2) Phuong phap bién d6i tuong duong: Khi gia tri cua cac thanh phan trong chubi
dao dong xung quanh mot hiang s6 C hodc 1a bdi cia mot hang s6 C nao d6 ta cé
thé ap dung cong thic (2.4.2) hoic (2.4.3) da néu trén day dé bién d6i chudi ban

dau vé chubi méi roi tién hanh tinh toan trén chubi méi:

J— n — — J—
x;=x,-C, x’=lZ(xt—C)=x—C = x=x"+C (2.4.4)
o)
N&u x, =2t thi *=13% va dod6 x=Cx (2.4.5)
e n= C
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Trong mét s6 trudng hop ngudi ta con két hop ca hai cach bién d6i trén.

Chéng han, khi thuc hién phép bién déi x, = Xt;C , v6i C va d 1a cac hing sd,

ta dudc:

11’1
_V—lixt_c—ntz‘i)(t_c—;_c suy ra: ;—;d+C (2.4.5)
n& d d g o -

3) Phuong phap phan nhém: Tinh theo cac c6ng thic (2.3.10) trong d6 r = 1.
4) Phuong phap diéu chinh: Gia st chudi méi thanh lap ti nhiéu chudi ban dau
khac nhau ma cac chudi nay da dudc tinh trung binh thi trung binh chung sé

dugce xac dinh bdi cong thic:

n; X
S izl
X =" (2.4.6)
2.n;
i=1
’ X N - 1 Hi b X .
trong d6 K 1a sé chuoi ban dau, x; =—)> x;, , la trung binh cua chuoi thi i va n; 1a

N
dung lugng mau né.

Vi du 2.4.1 Gia st ta c6 chubi s6 liéu khi ap
{x,4={998.0, 1000.2, 1000.2, 1001.6, 1000.9, 999.1, 999.7, 999.2, 998.8, 998.2}

v6i @6 chinh x4c ghi d&n mb. N&u tinh trung binh s6 hoc x theo céc gia tri hién tai

cua chudi sé phai tinh toan v6i nhiing con s& kha 16n. Khi xem xét toan chudi ta

théy cac gia tri trong chudi thudng dao déng xung quanh tri sé 1000. Do d6, dé don

gian ta st dung phép bién d6i (2.4.5’) v6i C=1000, d=0.1 va nhan dudc chudi méi:
(x,}={-20, 2, 2, 16, 9, -9, -3, -8, —12, ~18}.

R& rang v6i chudi nay ta dé dang nhan duge x = —4. Vay ;=(—4) x (0.1) +
1000 = 999.6

Vi du 2.4.2 Gia st nhiét d6 trung binh nam cta 50 nam truée 1a 23.5°C va caa
10 ném tiép theo la 23.9°C. St dung cong thtic (2.4.6) ta nhan dugc nhiét do trung

binh ndm cta ca thoi ky 60 niam 1a:

(23.5x50+23.9x10)/(50+10) = 23.6°C
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2.5 Phuong sai va do léch tiéu chuin

Nhu da biét ti muc 2.3.2, phuong sai D, 1a dai lugng dé#c trung cho sy phan
b6 tdn man cua cac gii tri ciia dai luong ngiu nhién X xung quanh ky vong toan
hoc. Phuong sai mau ]N)X 14 uéc lugng thong ké cua phuong sai D, va dudge xac dinh

béi:

(x, —x)° (2.5.1)

M=

p =1
0o

trong d6 x,, t=1..n, 1a chudi cac gia tri quan tric ciia X. Can bac hai ctia phuong sai

mau dudc goi 1a d6 1éch tiéu chuén hay do léch chuén s,

s, =D, (2.5.2)

Duong nhién ring phuong sai mau ]N)X l1a d4c trung thich hgp cho su tan man
cua cac thanh phan trong chudi. Song, né thiéu tinh ré rang vi thi nguyén ctua né
bang binh phuong tht nguyén cta dai lugng dude do. Trong khi d6 s, ¢6 cing thi
nguyén véi dai lugng duge do. Do vay thong thudng ngudi ta dung d6 léch chuén s,
lam thuéc do mtic do phan tan cua cac thanh phan trong chudi xung quanh gia tri
trung binh. D6 léch chuén s, cang 16n thi d6 tan man cta chudi cang 16n va ngudc

lai.
A A A? 7 7/ 7 A
Do léch chudn cé cdc tinh chdt sau:

1) Néu cong (trt) cac thanh phan cta chudi véi cing mét hang s6 C bat ky thi do
léch chuén van khéng thay d6i:

sx(XiC)=\/%i1[xtiC)—(xiC)]2 =\/%il[xtiC)—(§iC)]2
t= t=

5, (X+C) = /ﬁi(xt —x)? =5, (X) (2.5.3)
t=1

2) Néu nhan (chia) cac thanh phan cta chudi véi cing mot hing s6 C khac 0 thi
d6 léch chuéin sé ting (giam) mot s6 1an tuong dng:
8,(CX) = C.s,(X) (2.5.4)

3) D6 léch chuédn 1a mét ude lugng viing nhung chéch ctia @6 léch binh phuong

trung binh o,:
Ky hiéu M[X] va D[X] 14 ky vong va phuong sai cia dai lugng ngau nhién X,

ta co:
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> (%, -%)? = 2 lox, ~MIXD - x-MxDf =
= 2(x, ~MIXD)? - 23 [(x, ~MIXD(x ~M[X])] + ¥ (x~M[X])?
Vi: Y (x —MIXD(x ~ M[X]) = (x - M[XDY (x, - M[X]) =
= (x-M[X])(n x -nM[X]) = n(x -M[X])?
Tacla Y (x-M[X])? = n(x -M[X])?
nén: Y (x,-x)*= Y (x, ~M[X])? - X (x-M[X])’

Suy ra:

M2 ] = MEZ(xt—EV}

MEZ(xt —M[X])ﬂ - MEZ(E—M[X])Z} =
3 Ml -MEx)2] - S Emifx-mix)2

Lspxg - Ly b=
n n

= Loprxg - Lop[x]= DIX] - D[x]

n n

Mat khac: D[§]= D[l 3 xt} = LZZD[Xt |= ian[X] ~Lpxg
n n n n

Do dé: M[s?|= D[X] - LD[x] = 6>~ 10? =2 16?2 6% (dpem).
n n n

Ky hidu s, = |, khi d6 M[s0)?]=—2Mf2]= o
n—1 n—1
Nhu vay, khac véi s,, si 12 mot ude lugng viing va khong chéch cua o,. Chinh
vi 16 d6, khi dung lugng mau n bé thay cho s, ngudi ta thudng st dung s,. Tuy

nhién, néu n du 16n thi ty s6 ~ 1 nén hau nhu khong c6 su khac nhau dang ké

n—1
giia s, va si.
2.6 Mét s6 dic trung thong dung khac

2.6.1 Dd bat déi xing

D6 bt d6i xtng duge ky hidu 1a A, va duge xac dinh béi:
1y -
7Z(Xt _X)3
|

3
X

A=T3 = (2.6.1)
S% S
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z ~ A ~ A N A ~ /\r)
trong d6 m, 12 mémen trung tAm bac 3 va s, do 1éch chuan cua X.

Hé s6 bat do6i xiing A 1a uéc lugng thong ké ctia do bat doi xing Aszu—g. Néu

X
dai lugng ngau nhién c6 phan phéi ddi xting thi p; = 0, ngude lai thi p, # 0. Do d6 do
bat d61 xting A 1a dai lugng dung lam thudc do mic do thidu can d6i ctia phan b
thuc nghiém, phan anh su phan b6 khong dong déu cta cac thanh phan trong chudi
xung quanh tAm phan phdi — gi tri trung binh s6 hoc.

Néu A>0 thi mat do phan b6 c¢6 dang dudi léch phai, déc trung cho su tdn man
cua cac thanh phan cé tri s6 16n hon trung binh sé hoc; néu A<0 thi mat d6 phan b
c6 dang dudi léch trai, dic trung cho su phan tan ctia cac thanh phéan c6 tri s6 nho

hon trung binh sé hoc.

2.6.2 Hé s& do nhon

Do nhon E, =M—j—3 1a dai lugng d#c trung cho mtc do tap trung cua phan
GX

ph6i. N6 phan anh tinh trang tap trung hay phan tan cta cac gia tri cua dai luong
ngau nhién xung quanh tam phan phdi. Hé s6 nhon 1a uéc lugng ctia d6 nhon, dung
lam thudc do mic dd tap trung ctua cac thanh phan trong chudi xung quanh gia tri

trung binh.

Ky hiéu hé s6 do6 nhon 12 E, ta cé:

1 & —.4
*Z(Xt_x)
_my t=1

n
E= S - (2.6.2)
Sy S

trong d6 m, 124 mémen trung tadm bac 4. E cang 16n thi phan phdi cang tap trung,
ham mat d6 cang c6 dang "nhon", mic d6 tdn man cta cac thanh phan trong chudi
sé nho.

2.6.3 Pd léch trung binh tuyét dai.

Mot trong nhiing dic trung phan anh miic do phan tan ctia cac thanh phan
trong chudi 14 dd léch trung binh tuyét déi, hay con dude goi 1a do léch tuyét doi.
Ky hiéu d6 1éch trung binh 1a v,, ta c6:

X, _X‘ (2.6.3)

=

v, =

>
t=1
trong d6 ‘xt —;‘ 14 gia tri tuyét doi cuia do léch ctia cac thanh phan trong chudi so

v6i trung binh s6 hoc.
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Poi khi ngudi ta con dung khai niém do léch trung binh tuong dsi v, dé dic
trung cho tuong quan so sanh gitia miic do dao déng va do 16n ctaa chubdi:

T

v, =~ (2.6.4)
X

2.6.4 Hé sb bién thién

Hé s6 bién thién, con dudce goi 1a bién suidt tuong d6i hay hé s6 bién dong, 1a
ty s6 gitta do léch tiéu chuéin va trung binh s hoc. Hé s6 bién thién 1a dai lugng
phan anh tuong quan so sanh gitia mic d6 dao dong trung binh s, va do 16n cua
chudi x.

Ky hiéu hé s6 bién thién 1a C, ta coé:
S
C, =X (2.6.5)
X

Trong tinh toan thuc hanh ngudi ta thudng 14y don vi do C, 12 phan tram (%)
nén cong thic (2.6.5) c¢6 thé duge viét duéi dang khac:

C, = 2X.100% (2.6.6)

I,

2.6.5 Bién do

Bién d6 ctia chudi la hiéu gitia gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat cua cac
thanh phan trong chudi. Ky hiéu bién do 1a Q,, ta cé:

Q, = max{x,, t=1..n} — min{ x,, t=1..n} = X, . — Xpin (2.6.7)

Bién d6 1a dai luong dac trung cho mtc do dao dong téi da ctia chudi. Dé c6 su
tuong quan so sanh gitia mtc d6 dao dong t6i da va do 16n caa chudi nguodi ta con
xét ty sO gitia bién d6 va trung binh s6 hoc:

Q=

X

(2.6.8)

2.7 Phan tich, khao sat sé liéu dua trén cac dic trung sd

Khi phan tich khao sat mot tap mau bat ky nao dé trudc hét ngusi ta thuong
quan tdm dén mot s6 tinh chit co ban lién quan dén dang phan bé xac suit ctia né.
Nhiing tinh chit nay bao gbm d6 tap trung, dd6 phan tan va tinh d6i xtng. Do tap
trung dic trung cho xu thé& dén vao tAm cua cac thanh phan trong chudi, phan anh
d6 16n chung cta cac gié tri s6 liéu. P phan tan biéu thi mtc do bién dong hodc su

tan man cua sd liéu xung quanh gia tri tAm. Tinh d6i xting m6 t4 mtc d6 phan bd
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déng déu nhu thé nao cia cac gia tri s6 liéu xung quanh tdm cta ching. S6 liéu bat
do61 xting c¢6 xu thé hodc tdn man hon vé bén phai (c6 dudi dai vé bén phai) hodc vé
bén trai (c6 dudi dai vé bén trai). Ba tinh chat néu trén tuong tng véi ba mémen

thong ké dau tién cua tap mau.
2.7.1 Bo tap trung

Tinh chat tap trung cua cac thanh phan trong chudi s6 liéu thuong dude danh
gia thong qua dic trung trung binh sé hoc. Nhung néi chung trung binh sé hoc cé
d6 6n dinh kém, nh4t 14 trong nhiing trudng hdp s6 liéu bién déng manh va c6 thé
c6 nhiing tri s6 dot xudt hoidc sai sd tho. Do d6, mic du c6 dd chinh x4ac kém hon,
trong nhiéu truong hop ngudi ta dung trung vi thay cho trung binh s6 hoc. Ngoai

ra, doi khi ngudi ta con xem xét thém ca mot.
Dic trung phtic tap hon chut it cua do tap trung l1a trimean. Trimean dugc

dinh nghia 1a trung binh c6 trong sé ctia trung vi va cic phan vi duéi va trén, trong

dé trung vi nhan hai lan trong s6 16n hon trong sé cia méi phan vi kia:

Trimean = 3025 F 2q:,5 T d0.75 (2.7.1)

Trimean thudng dudc xem 1a dai lugng chiia dung thong tin vé do 16n cta tap
s6 liéu.

Mbt dic trung khéc ciing thudng duge st dung dé danh gia d6 tap trung cua
tap s6 liéu 1a trung binh hiéu chinh, dugdc xac dinh béi:

— 1 n—-k

X =— 3'x,. 2.7.2

o n—2k i=§-1 (1) ( )

trong d6 k, 14 s6 nguyén lam tron cta tich on, 1a s6 thanh phéin bi cit bo, tinh tu

hai ddu mut, clia chudi trinh tu; « 1a s6 phan tram thanh phan sé bi cit bd ¢ mdi
d4u mut va dugc goi 14 bac hiéu chinh.

So véi trung binh s6 hoc, mtic 6 nhay cam déi véi cac gia tri bién (cac gia tri

6 hai dau mut cta chudi trinh tu) cta trung binh hiéu chinh gidm di do viéc kht bo

mot phan nhiing tri s6 nhd nhat va 16n nhat. Khi ¢=0 thi trung binh hiéu chinh

chinh 14 trung binh sé hoc.

2.7.2 b6 phan tan

DPic trung don gian nhit c6 thé diung lam thudc do mitc d6 phan tan ctua tap
s6 liéu 1a bién dd phan tu (Interquartile range — IQR). IQR 1a hiéu gitia phan vi
trén va phéan vi duéi:
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IQR = qo75 — 9025 (2.7.3)

C6 thé hiéu mot cach don gian IQR 1a bién d6 cua 50% phan trung tdm cuaa
tap so lieu. Thuc t& 1a né bd qua 25% phan trén va 25% phan duéi cta chubi so liéu
da sép xé&p thanh chudi trinh tu véi muc dich loai bo nhiing gia tri bién. Déi khi
ngudi ta con goi IQR 1a d6 tan thi tu. IRQ phan 4nh miic d6 dao dong cuc dai ctua
50% s6 thanh phan trong chudi xung quanh trung vi.

Thong thudng, dé danh gia mtc d6 dao ddng trung binh cua toan chudi ngusi
ta dung do léch chuén s, hoic phuong sai mau ﬁx (cong thic (2.5.1) va (2.5.2)).
Tuy nhién, cling sé rat thd vi néu ta lam phép so sanh gitia s, va IRQ. Ta biét ring
d6 1éch chudn 14 can bac hai cia phuong sai mau. Con phuong sai miu 1a trung
binh binh phuong ctia hiéu giiia cac gia tri thanh phan caa chudi va trung binh s¢
hoc ctia chiing. Do d6 khi tinh toan, tham chi mét gia tri s& lidu rat 16n sé gy nén
su bién ddi manh mé két qua chung, vi né khac biét rat 16n so v6i trung binh, va su
khac biét nay cang dudc khuyéch dai 1én bdi phép tinh 14y binh phuong. Trong khi
d6 cac gia tri @6t xu&t nhu vay cé thé sé khong lam anh hudng dén IRQ. Ta hay xét
vi du sau day lam minh hoa. Gia st c6 tap so liéu {11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19}. D6 léch chuén cta ching l1a 2.7, nhung né sé bi phéng dai 1én thanh 25.6 néu
s6 “19” dugc thay bdi s6 sai “91”. D& dang thady riang trong ca hai trusng hdp tri s6
IQR khong d6i va bang 4.

Mbt dac trung khac cang thudng dude st dung dé danh gia mtc do phan tan
cia tap s6 liéu 12 MAD (median absolute deviation — @9 léch trung vi tuyét doi).
Gia st ¢6 chubi sb lidu {x,, t=1..n}. Badng phép bién ddi:

Y = |Xt _q0.5| = |Xt_Me| (2.7.4)

ta nhan dudc chudi méi {y,, t=1..n}. Khi d6 MAD chinh la trung vi ciia chudi y..

Con mot dac trung phtic tap hon cua d6 phan tan 1a phuong sai hiéu chinh.
Ciing nhu d61 v6i trung binh hiéu chinh (cong thic (2.7.2)), phuong sai hiéu chinh
dugc tinh theo céng thic:

1 n-k —
2 _ Z (X(i) _Xa)z (2.7.5)

S =
* n-2kiA

trong d6 k ciing 1a s6 nguyén gan nhat v6i an; a 12 s6 phan tram thanh phan cua
chudi trinh tu sé bi cit bo & mdi ddu mut va duge goi 1a bac hiéu chinh. Khi =0,
phuong sai hiéu chinh ding biang phuong sai mau.

Ngoai nhiing dac trung ké trén, trong tng dung thuc hanh ngudi ta con st
dung hé s6 do nhon (E), d6 léch trung binh tuyét déi (v,), bién dd (Q,) va hé s6 bién

thién (C,) dé xem xét mot cach ddy di hon miic do phan tan cta tap sé lidu.
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2.7.3 Tinh déi xitng

Tinh d6i xting thuong dudc danh gia thong qua hé s6 bat doi xing A (cong
thic (2.6.1)). Tuy nhién van c¢6 thé nhan thdy dic trung nay cting rdt nhay cadm véi
nhiing gia tri d6t xudt (néu cé) cta tap mau. Bdi vi trong bidu thic tinh A, ti s6 1a
trung binh ldiy thita ba do léch ctia cac thanh phan chudi so véi trung binh sé hoc.
Nhu vay, so véi do léch chuén, hé s6 bat d6i xting tham chi con nhay hon d6i véi
nhiing gia tri bién. Trung binh mi ba ctia d6 léch 6 tii s6 trong (2.6.1) dudc chia cho
lug thita ba cta do léch chuén dé chuén hoa hé s§ b4t d6i xtng thanh dai lugng vo
thi nguyeén, tao cho né cé tinh so sanh duge khi xét nhiéu tap mau khac nhau.

Dé y ring luy thuia ba cua hiéu giita cac gia tri s6 liéu va trung binh cuaa
chiing bao toan d&u cua cac hiéu nay. Vi cac hiéu dugc 14y luy thiia ba nén cac gia
tri s6 liéu 6 xa nh4t so véi trung binh sé& chiém uu thé so véi cac thanh phan khac
trong téng & ti s6 ctia biéu thic tinh A (2.6.1). N&u c6 mot vai gia tri s6 liéu rat 16n
do bat doi xting sé c6 xu huéng duong. Bbi vay tap s6 liéu c6 dudi kéo dai vé bén
phai dudc xem 14 léch phai va c6 do bat do6i xtng duong (A>0). Cac dai luong ma
gia tri ctia ching bi chin duéi (nhu lugng giang thuy hoac téc do gié — gia tri cua
chiing phai khong 4m) thuong c6 d6 bat d61 xting duong. Ngudgc lai, véi nhiing dai
lugng ma gié tri clia ching c¢6 thé c6 mot vai tri s6 rat nhé (hoic Am 16n) thi nhiiug
gia tri nay sé cach xa trung binh vé phia duéi. Téng 6 tu s6 trong (2.6.1) khi d6 sé
bi 1an at bdi cac hang tlii Am 16n, vi vay hé s6 bat do6i xting sé Am (A<0). Trong
truong hop nay chudi s6 lidu sé c6 dudi kéo dai vé bén trai (c6 xu huéng léch trai).
Né&u chubi so liéu vé cd ban phan bé doi xting thi hé s6 bat ddi xting sé gan bang 0.

Ngoai hé s6 bat dé6i xiing ngudi ta con dung chi sé Yule-Kendall sau day:

(%.75 — Y05 ) — (%.5 - %.25) _ Y025 ~ 245 + 9075 (2.7.6)

e = IQR IQR

Chi s6 Yule-Kendall danh gia tinh d6i xt@ing ctia chudi s6 liéu trén co s6 so
sanh khoang cach gitia phan vi trén va trung vi véi trung vi va phan vi duéi. Néu
chudi s6 liéu c6 xu huéng léch phai, it nhat trong 50% s6 liéu ¢ tdm, khoang cach
ti phan vi trén dén trung vi sé 16n hon khoang cach ti trung vi dén phan vi duéi.
Trong truong hop nay chi s6 Yule-Kendall sé& duong (Yyk>0), phu hgp v6i quan
niém thong thuong 1a léch phai thi duong. Ngudc lai, chudi léch trai sé duge dic
trung boéi chi s6 Yule-Kendall 4m (Y4 <0). Tuong ty nhu khi tinh hé s6 bat doi
xiing, viéc chia cho bién d6 phan tu IQR trong (2.7.6) nham vo th nguyén hoa Vyk s

tao kha ning so sanh ctia né khi xem xét nhiéu tap so liéu khac nhau.
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_ CHUONG 3 )
MOT SO PHAN BO LY THUYET

3.1 Khai niém mé dau

Trong chuong 2 ta da nghién ctiu mot sd phuong phap phan tich, khio sat s6
liéu duya trén cac dic trung thong ké thong thuong. Vé ban chat, cac phuong phap
d6 cho phép chi ra nhiing thudc tinh ctia cac dic trung yéu td khi tugng, khi hau
cin ct vao nhiing tap s6 liéu cu thé thu thap duge tit quan tric thuc t&. Tuy nhién,
do han ché ctia dung lugng mau, trong nhiéu truong hop nhiing két qua nhan dugc
c6 thé s& phan anh khéng chinh xac ban chit cia qua trinh duge xét. Ching han,
khi nghién cttu nhiét dd t6i cao d mot khu vuc nao dé, trong chudi sé liéu hién cé
pham vi bién déi caa né 1a 25°C—-39°C. Khi tién hanh xdy dung ham phan bé thuc
nghiém theo phuong phap chia khodng, tan suat xuat hién nhiét do t6i cao trong
khoang tit 27-28°C bang 0. Xét vé mat vat 1y, diéu dé 1a vo 1y, vi v6i khoang bién
thién ctia nhiét do 1a 25°C-39°C thi su kién nhiét dd roi vao khoang 27-28°C khong
thé khéng xay ra. R6 rang ¢ day khong phai do ban chét cia yé&u t6 nhiét do téi cao
ma 1a do chudi s6 liéu cta ching ta chua du dé bao quat hét su bién thién cta né.

Dé khéc phuc tinh trang d6, déng thdi véi viée nghién ctu céc tap miu, ching
ta sé& st dung cac phan bd 1y thuyét va xap xi cac phan bé thuc nghiém bdi nhiing
phan b 1y thuyét phu hgp. Viéc st dung phan bé 1y thuyét lam x4p xi cho phan b
thuc nghiém ciing c6 nghia l1a chiing ta da 1y tudng héa tap sé liéu thuyc nghiém, ttc
12 ép budc cac két qua thuc nghiém vao mdot 16p ham toan hoc cu thé phu hop véi
chung. T4t nhién, diy chi 1a su biéu dién gin dung cac s6 liéu thuc nghiém, mic da
trong rit nhiéu trudng hop su biéu dién nay cho d6 chinh xac rat cao. Vé co ban cé
ba wu diém khi st dung cac phan bé ly thuyét:

— Phén bé 1y thuyét cho phép biéu dién mét cach c6 dong, ngidn gon nhiing
thong tin tU tdp mau thong qua dang va mot vai tham sé phan bs. Trong nhiéu
truong hop, ching ta phai lap di lip lai nhiing tinh toan théng ké cac dic trung
mau cho mét dia diém hoic mét ving khong gian nh4t dinh nao d6. Qua trinh tinh
todn d6 c6 thé rat cong kénh, tham chi xay ra nhiing sai sé6t bat thudng. Néu tén
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tai mot phan bé 1y thuyét phu hop tot véi tap s6 liéu, thay cho viée khao sat day du
n bac thong ké {x;, X,,...,X,} ta chi cAn mét vai tham s6 caa phan b nay.

— Phan bd 1y thuyét cho phép lam tron va noi suy cac dic trung xac suat. Ro
rang s6 liéu thuc nghiém phu thudc vao dung lugng mau. Nhu da néu & trén, su
han ché& cta dung lugng mAu c6 thé din dén su gian doan hoidc dit quang trong
phan bd thuc nghiém. Viéc x4p xi phan bé thuc nghiém bdi mot phan b 1y thuyét
cho tap mau tao kha ning lién tuc héa nhiing khoang khong c6 s6 liéu, tit d6 cho
phép udc lugng xac suat trong nhiing khoang nay.

— Phan b6 1y thuyét cho phép tinh toan ngoai suy cac dic trung xac suit. Do
su han ché ctia dung lugng méu, phan b thuc nghiém chi ¢6 thé phan anh dude su
bién ddi ctia dac trung yéu té trong pham vi bién déi caa tap mau. Viéc uée luong
xac sudt cho nhiing sy kién ndm ngoai pham vi ctia tdp mau doi héi phai chép
nhan nhiing gia thiét vé cach xt 1y nhu la chua c6 s6 liéu quan tric. Hay trd lai vi
du trén day, véi khoang bién thién cua nhiét do t6i cao la 25°C-39°C, ta sé& khong
c6 ¢d s6 nao dé phan doan vé cac su kién nhiét do t6i cao 16n hon 39°C hoic nhé hon
25°C (méc du trén thuc t&€ ching c6 thé xay ra) néu ching ta khéng xdp xi phan bd
thuc nghiém bdi mot phan bé ly thuyét.

Ciing cAn nhan manh rang, viéc x4p xi phan bs thuc nghiém bdi mot phan bd
1y thuyét 1a mot qua trinh xt 1y tinh té€. Sau khi xdy dung ham phan bé thuc
nghiém, ta cAn phai xem xét, khao sat ty my va lua chon mdt trong cac 16p ham 1y
thuyét sao cho né phu hgp nhét véi phan bé thuc nghiém. Mat khac, dé tranh su
nham 1an dang tiéc ta cAn phan biét rd hai khai niém: cac tham s6 cia phan bd va
cac tham s6 (hay dic trung) thong ké. Cac tham s6 cia phan b6 14 nhiing dai luong
khéng ngiu nhién ma truée day ching ta da chu thich goi chiing 14 cac dic trung
tong thé, con cac tham s6 thong ké 1a nhiing dai lugng ngdu nhién, ching duge rat

ra tl qua trinh xt 1y tinh toan trén tap mau.
3.2 Phan bd nhi thirc

Ta hay trd lai bai toan trong muc 1.3, chuong 1. Méi mot phép thu trong n
phép thit doc lap chi c6 2 két cuc 1a A va A. Xéac suét xuét hién su kién A & méi
phép thi khong d6i, bing p va khong phu thudc vao chi s6 phép thi. Néu ta xét
bién ngiu nhién X; lién quan dé&n két qua cua lan thu tha i nhu sau:

X. =

1

1 néu A xudt hién ¢ 1an thtr thi i )
(i=1..n)

0 néu A xudt hién (A khong xuét hién) & lan thu tha i
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Vi cac 1an thu 14 doc lap nén cac X; 1a nhiing bién ngau nhién ddc lap va cob
phan bé xac suat duge cho bdi:
x| 0 | 1
p ’ q=1-p ‘ P

n
Do d6 bién ngau nhién X = > X; chi s6 lan xu4t hién sy kién A trong loat n
i1

phép thi va sé c6 phan bd dang:
X | 0 | 1 | | n-1 | n
p | Po | P4 | | Pn-1 | Pn

trong d6 p, = CKpsq™™.

Mot cach téng quat, c6 thé biéu dién phan bd caa X béi:
P(X=k) = P,(k) = CXp*q" ™, k=0,1,...,n (3.2.1)

Phan bd dang (3.2.1) dude goi 1a phan b6 nhi thiic, bién ngiu nhién X trong
truong hop nay dudc goi 1a bién ngiu nhién c6 phan bd nhi thiic. R6 rang phan b
nhi thtic phu thudc vao hai tham s6 1a n va p. D6 thi ham mat dd xac sudt cua X

dudc trinh bay trén hinh 3.1.

02'p

0.1 f

0 II- k
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Hinh 3.1 Ham méat dd phan bé nhi thiic véi n=20, p=0.4

Vi du 3.2 Xét su kién A 1a lugng mua thang 7 6 mot tram vudgt qua 400 mm.
Sé liéu thoéng ké trong bang 3.1 dan ra nhiing ndm c6 A xuit hién trong 105 nim
quan tric. Hay tinh xac sudt dé trong 10 nam quan tric: a) C6 1 nam ma lugng
mua thang 7 vugt qua 400 mm; b) C6 it nh4t 1 nam ma lugng mua thang 7 vugt
qua 400 mm.

Tt bang 3.1, trong 105 nam quan tric c6 tat ca 19 nam xuat hién su kién A.
Vay uéc lugng xac suat cua A la P(A)=p=19/105=0.181. Theo yéu cau ctua bai toan,
ta ¢c6 n=10, p=0.181. Do d6, ap dung (3.2.1) ta dugc:

73



a) Xac sudt dé trong 10 nidm quan tric ¢6 1 ndm ma lugng mua thang 7 vugt
qua 400 mm sé& la: P(X=1) = P,,(1) = Cj,(0.181)*(1-0.181)° = 0.3001.
b) Xac sudt dé trong 10 nam quan tric c6 it nhat 1 ndm ma lugng mua thang
7 vugt qua 400 mm sé la:
PX=1)+P(X=2)+...+P(X=10) = P(X>1) = 1-P(X=0) = 0.8642.
Bang 3.1 Nhiing nidm c6 lugng mua thang 7 trén 400 mm

trong thoi gian quan tric 105 ndm

1892 1904 1928 1935 1960
1894 1914 1929 1939 1965
1899 1926 1933 1942 1967
1902 1927 1934 1943

3.3 Phan bo Poisson

Phan bd Poisson duge dung dé mé ta s6 su kién xudt hién trong mot chubi
lién ti€p cac su kién roi rac cung loai doc 1ap nhau. Thong thudng su lién tiép cta
chudi cac su kién dugc hiéu theo nghia thoi gian, nhu su xut hién cic con bio trén
mét vung bién nao d6 trong mua bio, hodc su x4y ra nhiing ndm han han hay rét
dam. Tuy nhién phan bd Poisson ciing ¢6 thé dude ap dung dé tinh xac sudt xudt
hién su kién trong mot hodc mot s6 vung khong gian nhat dinh, chéng han, xac
dinh su phan bé cua cac ciy xang doc theo mdt con duong cao tdc hay phan bd cua
nhiing cuc mua da trén mot ving nhé hep nao do.

Khi xét chudi cac su kién theo thdoi gian phan bd Poisson dude ap dung néu
thoa man cac diéu kién sau:

— X4c sudt xuit hién su kién vao khoang thoi gian dang xét phu thudc vao s6
cac su kién va d6 dai khoang thdi gian nhung khéng phu thudc vao thoi diém dau
cua khoang.

— XAc suit cua s6 lan xuat hién su kién trong khoang thoi gian dang xét
khong phu thudc vao su xudt hién su kién trude thoi diém ban d4u.

— Xac suat xudt hién hai hay nhiéu sy kién vao mot khoang thoi gian v cung
bé nhd hon rat nhiéu so v6i xac sudt xudt hién mot sy kién trong khoang dé.

Néu gia thiét rang, trong phan bé nhi thic (3.2.1) xac sudt xudt hién su kién
A phu thuodc vao s6 lan thi n sao cho khi n—o ma P(A)=p—0 va np—Ai=const, thi

phan bd nhi thic sé tiém can dén phan bé Poisson:
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(3.3.1)

R6 rang phan bé Poisson chi phu thudc vao mot tham sé A, né c6 thii nguyén

14 s6 1an xu4t hién trén mot don vi thoi gian. D6 thi ham mat dd xac suat ciia phan
b& Poisson dude din ra trén hinh 3.2.

0.3

0.2

0.1

0

P

k

4 6

8 10

12 14 16

Hinh 3.2 Ham mat d6 phan b Poisson véi A=4

Vi du 3.3 Bang 3.2 din ra s6 liéu vé s6 1an xu4t hién 16c hang nam 6 mot dia

phuong trong vong 30 nam quan tric, ti 1959 dén 1988. Goi X la bién ngiu nhién

chi s6 14n xudt hién 16c hang nam & day va gia thiét rang X c¢6 phan bd Poisson. Ta

thdy, tong s6 c6 138 lan xuét hién 16¢c trong 30 nim, vay trung binh hang nam cé

138/30 = 4.6 (lan/nam). Né&u 14y gia tri nay lam uéc luong ciia tham s A trong phan

b6 Poisson, ta c6 thé st dung cong thic (3.3.1) dé tinh xac sudt s6 1an xuét hién 16c

hang nam cho dia phuong néi trén. Hinh 3.3 biéu dién d6 thi ham mat d6 x4c suét

1y thuyét ctia phan bo Poisson véi A=4.6 va mat dd xac suidt thuc nghiém tinh theo

s6 liéu 6 bang 3.2.

Bang 3.2 S6 1an xuat hién 16c hang nam

Nam S6 lan Nam S6 lan Nam S6 lan
1959 3 1969 7 1979 3
1960 4 1970 4 1980 4
1961 5 1971 5 1981 3
1962 1 1972 6 1982 3
1963 3 1973 6 1983 8
1964 1 1974 6 1984 6
1965 5 1975 3 1985 7
1966 1 1976 7 1986 9
1967 2 1977 5 1987 6
1968 2 1978 8 1988 5
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02 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Hinh 3.3 Biéu d6 biéu dién mat do xac suat xuat hién I8¢

1. Ly thuyét; 2. Thuc nghiém

T hinh 3.3 ¢6 thé nhan thdy ring mat do xac suét ly thuyét dat gia tri 16n
nhat khi k=4 (hang nidm c6 4 1an xuat hién 16c). Trong khi dé, theo két qua thuc
nghiém, xac sudt dé hang nam c6 3 1an xudt hién 16c dat gia tri 16n nhat. Hon niia,
cling theo phan bé thuc nghiém, xac sudt khi k=4 nhé hon rat nhiéu so véi khi k=3
va k=5. Xét vé § nghia vat 1y, diéu d6 hoan toan khé ly gidi. Tinh huéng xay ra
tuong tu khi so sanh k=2 véi k=1 va k=3. Ro rang, trong truong hop nay viéc xap xi
phan bé thuc nghiém bdi phan bé 1y thuyét da tao cho ta kha nang phan doan va
nhan dinh t6t hon ma khéng 1& thuodc vao két qua thuc nghiém.

~ " ~? ~ ~ ~ ~ 2 .
3.4 Phan bo chuan va phan bé chuan chuan hoa

Phan b6 chuén, hay con goi 14 phan bd Gauss, déng vai tro hét stic quan trong
trong théng ké ¢6 dién, né dude ting dung réng rai va hiéu qua trong khi tugng, khi
hau.

Bién ngdu nhién X dudc goi 1a ¢6 phan bd chudn néu ham mat d6 xac suit cia

noé c6 dang:

f(x) = e?2 o (3.4.1)
2

Nhu vay, phan b8 chudn phu thuéc vao hai tham sé p va o (nén ngudi ta
thuong ky hiéu XeN(u,0) dé chi bién nglu nhién X c¢6 phan bé chuén véi hai tham
s6 u, 0). C6 thé chiing minh dude ring cac tham s6 nay chinh 1a ky vong toan hoc

va do léch binh phuong trung binh (can bac hai cua phuong sai) cua X:
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M[X] = Txf(x)dx =pu (3.4.2)

—0o0

D[X] = +fo(x— w2 f(x)dx = o? (3.4.3)

T (3.4.1) suy ra rang mat d6 phan bé chuidn dude xac dinh trén toan mién
cua truc s6 va doé thi ciia né nhan dudng x=p lam truc do6i xtng (hinh 3.4a).

Dé st dung phan b& chuéin biéu didn mot tap s6 liéu ta cAn uée luong chinh
x4c hai tham s6 p va 6. Nhu da dugc biét trong chuong 2, cac udc lugng nay la
moémen gbc mau bac nhat x va do léch chudn s . Ta hiy xét thém mot vai dac
trung khéc ctia phan bé chuén.

0.5 rf(x) 0.5 f(u)
0.4
0.3
0.2

0.1

5-4-3-2-10123 456789

(a) (b)
Hinh 3.4 Ham mat d6 phan b& chuan véi u=2 va cac gia tri o khac nhau (a)
va phan bd chuan chuin hoa (b)
Moémen trung tdm béc 1é ctia phan b8 chuédn dude xac dinh béi:

+00
Mawr = J(x=)* M f()dx =0 (3.4.4)

—00

Tit d6 thdy réng, do tinh chit d6i xting cta ham mat do, cAc momen trung

tam bac 18 déu bang 0. Puong nhién ta c6 dd bat d6i xting A .=p./c*=0.

Moémen trung tam bac chan:

+00
2r 1 r 2r 1
= - f(x)dx = —=2 I'r+— 3.4.5
Ho _{O(X n)“ f(x)dx In o I'(r 2) ( )
Hay u2r=1.3.5...(21’—1)02r=(2r—1)!!GQr (3.4.5)
Khi r=1: gy, = py, = 6> = D[X]

r=2: Uy, = py = 30"
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Ta nhan thdy d6 nhon ctia phan bé chuin E, = u*/c*-3=0. Va nhu vay, hé s¢
d6 nhon dugc chi ra trong muc 2.6.2 s& con mang y nghia so sinh mot phan bd nao

d6 “nhon” hon hay “ti” hon so v6i phan bé chuén.
Tuong Ging v6i ham mat do (3.4.1) ta c6 ham phan bd xac suit:

|ox lmp

1
F(x) = fe2 o at (3.4.6)

oV2n

X4ac suét dé dai lugng ngdu nhién X nhan gia tri trong khoang (a;B) dudc xac
dinh bai:

2
po_lfxH
P(a<X<P)= 12n [e 2[ ° ) dx =®(B;“j—®(“_“j

(e}
Hay P(a<X<p) = cp(ﬁ‘—“j _ @[Mj (3.4.7)
(e)

ltz

trong dé D(x) = 2 dt (3.4.8)

L e
Var

la ham Laplas.

Dé thay rang ham Laplas 12 mot ham 1é, ®(x) = -®(—x) va khi x—ow thi
CD(x)—)%. Do d6 ta c6 thé biéu dién ham phan bs (3.4.6) qua ham Laplas:
F(x) = l+q>("‘“} (3.4.9)
2 c

T (3.4.7) suy ra xac sudt dé dai luong nglu nhién X nhan gia tri trong
khoang dé1 xting d61 véi ky vong toan hoc (u—g; pte) la:

P(|X—u|<s):q)(§)—d)(—§):2<D(§) (3.4.10)

Hay P(X - >€)=1-20(%) (3.4.10)
O

Trong ting dung thuc hanh ngudi ta thuong lap bang tinh sin gia tri cia ham
D(x).
Néu XeN(u,0) thi bién ngau nhién U nhan duge qua phép bién ddi:
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ciing sé c6 phan bo chuén véi hai tham s6 p=0 va o =1 va dudge ky hiéu 1a UeN(0,1).

Ham mat d6 phan b6 ctia U nhan duge tit bidu thic (3.4.1) bing cach thay ’%“ =u:
fw = e 2"
() = Ee (3.4.11)
Khi d6 ham phan b6 (3.4.6) sé c6 dang:
uw 12
Fu) = E_{f 2 dt (3.4.12)

Cac hé thic (3.4.11) va (3.4.12) dugc goi la ham mat d6 va ham phan bo
chudn chuin héa. Ham (3.4.11) 14 mot ham chén, d6 thi ctia né c6 dang d6i xtng
v6i truc do6i xting 1a truc tung (hinh 3.4b).

Trong thuc t&€ d& 4p dung phan phéi chudn ngudi ta thudng thuc hién phép

N 0. Xe A1 A A A K ,
bién d61 chuoi s6 liéu ban dau vé dang chuan héa:

X=X

u=
c

Khi @6 chudi méi nhan dude sé c6 trung binh bing 0 va phuong sai bang 1. Phép

bién d6i nay trong nhiéu trudng hop cé thé lam cho mét bién nao dé ti chd khéng

tuan theo luat phan bé chuén trd thanh c6 phan bé chuin hoic gin chuén.

Phan bd chuédn 1a mét trong nhiing phan bs dude tng dung hét siic phd bién.
Trong khi tugng, khi hau phan bd chudn va phan bé chuén chudn hoa thusng dugc
dung trong xu 1y s6 liéu, trong kiém nghiém su bing cla cic tham sé va lam cong
cu trung gian dé kiém nghiém su phu hop gitta phan bé thuc nghiém va phan bé 1y
thuyét.

Phan bé chuén dugc Moivre [4] tim thdy lan dau tién vao nam 1733 khi 6ng
nghién ciu giéi han ctia phan bd nhi thic. Sau d6 né lai dugc phat hién bdi Gauss
(1809) va Laplace (1812).

3.5 Phan bo Gamma

Nhiéu bién khi quyén cé tinh b4t d6i xting khac nhau va thudng phan bd léch
phai. Thong thuong su léch phai xuit hién d61 v6i nhiing bién ma gia tri ciia ching
bi chin trai, chdng han lugng mua va téc d6 gié 1a nhiing yéu t6 khéng Am. Trong
nhiing trudng hop nay viéc xap xi phan b cta ching bdi luat chudn sé khong ¢
hiéu qua. Hay 14y vi du sau day lam minh hoa. Xét yéu t& tong lugng mua thang 1
J mot tram cho 6 bang 3.3.
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Bang 3.3 S6 liéu tong luong mua R thang 1 (mm)

Nam R Nam R Nam R Nam R Nam R

1933 11.2 1943 34.3 1953 64.3 1963 33.3 1973 36.6
1934 30.0 1944 13.7 1954 50.8 1964 44.7 1974 46.7
1935 68.3 1945 69.6 1955 28.4 1965 55.1 1975 42.9
1936 52.8 1946 28.7 1956 54.1 1966 60.5 1976 76.2
1937 93.0 1947 63.5 1957 34.5 1967 29.5 1977 34.5
1938 43.7 1948 43.7 1958 124.5 1968 35.3 1978 161.8
1939 71.6 1949 57.7 1959 74.7 1969 34.5 1979 115.6
1940 18.3 1950 71.6 1960 44.5 1970 26.2 1980 13.2
1941 37.1 1951 50.3 1961 42.9 1971 28.2 1981 22.1
1942 33.0 1952 62.0 1962 47.8 1972 34.3 1982 38.4

Tu tap s6 liéu nay ta tinh duge x = 49.8 va s” = 28.3. Néu st dung phan bo
chuin lam x&p xi phan bé ly thuyét ta dé dang tinh dugc xac sudt su kién lugng
mua thang 1 nho6 hon 0:

o _1,1-49.82
S
1 f[e2 o dt=0.04

P(X<0) = F(0) = ———
(X<0) = F(0) 28.3+/2n

Mic du xac sudt nay rat nho nhung van khac khéng, diéu dé cé nghia 1a su
kién dang xét vin c6 thé xay ra! Su vo 1y nay duong nhién 14 khong chdp nhan

dugc, ttc 1a khong thé st dung phéan bé chuén trong trudng hgp nay.

Dé giai quyét nhiing van dé tuong tu trén day, ngudi ta thudng chon phan bé
Gamma, dic biét trong nghién ciu cac chudi sé liéu lugng mua. Ham mat do xac

suat cia phan bé Gamma cé dang:

(x/B)* " exp(-x/p)

f(x) = BL(@) v6i x, o, >0 (3.5.1)
Hoéc duéi dang khac:
f(x) = B“l‘l(a) x*exp(—x/B) (3.5.1°)

Phan b6 Gamma phu thudc vao hai tham s6 o va . Tham sé a dic trung cho
dang diéu (hinh dang) ctia dudng cong dé thi ham mat d6, con tham sé B phan anh
mtc do “co, dudi” ctia d6 thi. Hinh 3.5 dan ra d6 thi ciia mat do phan b Gamma

ing véi cac truong hdp a va B khac nhau.
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Hinh 3.5 Ham mat d6 phan b6 Gamma

Tt hinh 3.5 ta nhan thay rang, khi a<l phan bs Gamma léch rat manh va
f(x)—> khi x—>0. Khi a=1 d6 thi sé& cit truc tung tai diém 1/f (khi x=0). Véi nhiing
gia tri a>1 dé thi ham mat d6 xudt phat tu goc toa do (0; 0) va phan bé Gamma sé

tiém can dén phan bé chudn khi o nhan gia tri rat l6n.

Phan bé Gamma c6 ky vong toan hoc bang tich a.p va phuong sai bang a.p
Cac uéc lugng ctia tham s6 o va B dude xac dinh bdi cac hé thic sau day:

—2 "
a = )i Vé E = S_ (3.5.2)
9] x
Hoac: &z% va Ezé (3.5.3)
o

Véi D =lIn(x—+YIn(x;)
0

3.6 Phan bé Weibull

Mot dang phan bd khac cling thuong duge st dung trong khi tugng, khi hau la
phan bd Weibull. Phan b& Weibull dugc ting dung nhiéu nh4t trong nghién ciu su

bisn ddi cta toc do gi6, dic bist 1a gié mit dat. Him mat d6 phan bd Weibull c6

a-—1 a
f(x) = (%)(%J exp[—(%) ] véi x, a, p>0 (3.6.1)
Hosc: f(x) = (L%JXM exp[—(%j } (3.6.1)
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D6 thi ham mat do xac suat cia phan bd Weibull dugec dan ra trén hinh 3.6.
Ky vong toan hoc ctia phan bd Weibull bing PIr(1+1/a) va phucng sai biang
AT (1+2/0)-T*(1+1/a1)).

f(x) a=0.5 B=0.8
o=l a=4
1 -
a=2
X
0
0 1 2 3 4 5

Hinh 3.6 Ham mat do phan b6 Weibull véi cac tham sé khac nhau
3.7. Phan bd % (khi binh phuong).

Trong 16p cac bai toan kiém nghiém gia thiét thong ké phan bs y? déng mét
vai trd hét stic quan trong, né dudc dung dé kiém nghiém su phu hop hay khéng
phu hgp gitia phan b6 thuc nghiém va phan bé ly thuyét.

Phan bé y? dude xay dung trén cd sd nghién cttu téng cac bién ngau nhién doc

lap X,,X,,...,X, c6 cing phan b8 chudn, X;eN(u;0):
1 n
% (n) =52 -n’ (3.7.1)
i=1

va goi 12 bién ngiu nhién y? véi n tham sé.

Ham mat d6 x4c suit cta y* c6 dang:

- x2 e ? khi x >0
f,(x)= 251*(3) (3.7.2)
2
0 khi x <0
Ham mat do xac suat cua bién ngiu nhién %* xac dinh véi moi x>0 va véi moi
s6 nguyén duong n.
Ham phéan bé xac suét cia y? tuong tng véi mat do xac suit (3.7.2) sé bang 0
khi x<0, con khi x>0 thi:

x n t

_[t2 e 2dt (3.7.3)
2217 °
(2)

F,(x)=P(y’ <x)=
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Nhu vay phan bo ¥ phu thudc vao chi mot tham s6 n va dude goi 1a bac tu do
ciia phan b6. Khi n<2 ham mat d6 xac suit f,(x) luén ludén gidm véi moi x>0, khi
n>2 ham f,(x) c6 cuc dai duy nhat tai x=n-2. Trén hinh 3.7 din ra d6 thi cia ham
f,(x) v61 3 trudong hop n=1, n=2 va n=6.

0 2 4 6 8 10 12 14

Hinh 3.7 Ham mat d6 phan bd x2 véi cac bac tu do khac nhau

Vé khai niém sé bdc tw do n ban doc c6 thé tim hiéu k§ hon, ching han, trong
[4]. Thuat ngl nay do Fisher dit ra va né ciing sé duge dung v6i cung ¥ nghia d6
khi xét dén mot s6 phan b khac sau nay.

Ky vong va phuong sai caa 2 bang:

M[x*(n)]=n va D[x*(n)]=2n (3.7.4)

Néu y%(n,) va x*(n,) 1a hai bién ngau nhién doc 1ap c6 phan bd y® véi n, va n,
béc tu do thi téng ctia ching ciing 14 mot bién ngiu nhién c¢6 phan bs y? véi (n,+n,)
bac tu do:

x*(ny) + x*(n,) = x*(n+n,) (3.7.5)
Xac sudt y*(n) nhan gia tri vugt qua mot gia tri X% cho trudc duge xac dinh

bai:
p=P(>x5) = [f,()dx =1-F, (x7) (3.7.6)

X0

Xac sudt nay chinh bang dién tich giéi han béi nhanh dudng cong mat d6 &
bén phai truc thing dtng di qua diém x=yJ va truc hoanh. Do ¥ nghia st dung cta
cic xac sudt nay nén trong thyc t& ngudi ta thuong 1ap bang tinh sin gia tri cia xf,

{ing v6i cac muc x4c sudt p va so bac tu do n khac nhau.
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3.8 Phan bd Student (t)

Phan b6 Student thuong dudge goi 1a mot cach don gidn va quen thudc 1a phan
b6 t, dude xac dinh trén co s xét bién ngau nhién 12 ty sé gitia hai bién ngau nhién

doc lap X;eN(0,1) va X,e x(n) : t=X,/X,. Bién ngau nhién ¢ trong trudng hop nay

N

dugc goi 1a c6 phan bé Student véi n bac tu do va ky hiéu teSt(n) hay gon hon t(n).

Mat do xac sudt cua phan bd Student cé dang:

n+l1

r——) 2 ntl
fx)= —2 (1+2)2 (3.8.1)
\/Er(g) n
_n+l
2
Hosc: f(x) = +(1+X—J ? (3.8.1)
B3t

Phan bd Student hay phan b6 ¢ dude W.S.Gosset st dung lan dau tién trong
mot bai toan thong ké quan trong [4] va dudc tac gia 14y biét hiéu 1a Student. Ham
mat do ctia bién ¢ ciing chi phu thudc vao mét tham sé duy nhat n 1a s6 bac tu do.
T (3.8.1) hodc (3.8.1°) ¢6 thé suy ra rang phan b Student 14 mot phan bé d6i xtng
d6i v6i x=0. Trén hinh 3.8 din ra d6 thi mat dd xac suat ciia phan b Student tuong
{ing véi sd bac tu do n=3, 6 va 50.

Do tinh d6i xting ctia phan bd, tAt ca cac momen trung tam bac 1é (néu cé) déu

bang 0, con caAc mémen bac chin dudc xac dinh bdi:

1.3..2r=Dn"

= 3.8.2
b = ) (n—4)..(n—2n) (8.82)
Khi r=1 va n>2 ta c6 phuong sai ciia ¢(n) bing:
n
D[t(n)]=D, = (3.8.3)
n-2

Di nhién ky vong ctia phan bd Student bang 0. Ngudi ta cting da chiing minh
dugc riang khi n—oo thi phan bd Student tién can d&n phan b chuén chuin hoa.

X4ac suét dé bién nglu nhién c6 phan bd Student v6i n bac tu do nhéan gia tri
nam ngoai khoang ddi xiing (~t,; t,) dude tinh theo cong thiic:

P(t|>ty) = 2Tfn(x)dx (3.8.4)
to
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trong d6 f,(x) 12 mat do xac sudt duge cho bai (3.8.1) hosc (3.8.1).
Phan bs Student 14 mot trong nhiing phan b6 duge dung dé kiém nghiém gia
thiét thong ké trong khi hau.

S 4 3 2 - 0 1 2 3 4 5
Hinh 3.8 Ham mat d6 phan bé Student vdi cac bac tu do khac nhau

3.9 Phan bé Fisher (F)

Phan bd Fisher déng vai trd rat quan trong trong khi tudng, khi hau, né
thuong duge st dung dé kiém nghiém gia thiét théng ké trong phan tich phuong
sai. Bién ngau nhién F dugc goi 1a c6 phan b6 Fisher néu ham mat do xac suat cua
noé c6 dang:

nany T2y S
f(x) = 9.
¥ rehr2) o oo
2 2 (nx+n,)

Nhu vay, mat do xac suat cua phan bé Fisher phu thudc vao hai tham sé n,
va n,, ching duge goi 1a cac bac tu do. Do dé thong thuong nguci ta ky hiéu ham
mat d6 phan bs Fisher 1a £, ,,(x) hay f(x,n;,n,).

np

Khi n,>2 ky vong clia bién F duge xéc dinh bi M[F]=—2—.
1’12 —

D6 thi ham mat d6 phan bd Fisher c6 dang nhu trén hinh 3.9.

3.10 M6t s phan bd khac

Nhiing luat phan bd trén day, trong ting dung thuc hanh, ngudi ta con su
dung mot s& phan b khac cho nhiing nghién ctiu cau tric thong ké cac chudi s
liéu. N6i chung nhiing yéu t6 khi tuong, khi hau ma khoang bién thién gia tri cta
ching khong thuc sy ré rang, nhu nhiét do khong khi, nhiét do dat, cac dic trung
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do Am tuyét d6i,... thi tinh bat d6i xting ctia phan bd thudng khong 16n. Ching
thudng dugc mo td mét cach gn ding bdi phan bd chuin hoidc phan bd Sarle sau
day:

£.(x) =fy(x)+ [Aéx)f(t)(t ~3t)+ 2( B £ oyt — 6t +3)} (3.10.1)

trong d6 f.(x) 1a mat d6 phan bd Sarle; f,(x) — mat d6 phan b6 chuén t=>—

mat d6 phan bs chudn chuén hoa; A.(x) — d6 bat d6i xtng; E(x) — d6 nhon.

1 r f(x)

0.5

Hinh 3.9 Ham mat d6 phan bé Fisher

C6 thé nhan thdy riang, hang thi hai trong (3.10.1) chinh 1a phan hiéu chinh
cho phan bd chudn. Néu A,(x)=0 va E(x) = 0 thi phan bé Sarle trung v6i phan bé

A‘?
chuan.

St dung phép thay the t=X"% ta c6 thé viét f,(x)=--f(t)va khi d6 phan b
o (e}

Sarle sé ¢6 dang:

As(x) EX)

£ (t)=—f(t)[ 2 30+ -6’ 3} (3.10.2)
Déi véi cac dic trung yéu t6 ma khoang bién thién gia tri cia ching bi chén
mot phia hoidc ca hai phia, nhu lugng mua, d6 4m tuong d6i, tAm nhin xa, téc do
gi6,... thi qui luat phan b6 ctia ching thuong dudc mé ta bdi cac phan b6 Gamma,
Weibull, Beta, chuén loga.
Cac phan b6 Gamma va Weibull da xét trong cac muc 3.5 va 3.6 trén day. Sau

day ta sé xét phan bé chuédn 16ga va phan bé Beta.
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Phan bé chuéin 16ga 14 mét phan bé dude st dung cho nhiing trudng hop bat
do6i xting duong (léch phai) va c6 mién bién thién duong (x>0). Thong thuong nhat,
phan b6 chuén 16ga duge diung dé biéu dién su bién d6i ctia cac dic trung vé may va
né ciing thuong dude ing dung rong rai trong thuy vian. Néu bién ngiu nhién Y
nhan dudge ti bién nglu nhién X bing phép bién d6i Y=In(X) tuan theo luat phan
b6 chudn (phan bd Gauss) thi bién X dude goi 1a c6 phan bé chuén loga v6i ham

mat dd xac suit c6 dang:

f(x)=

267

! expl:— M} (3.10.3)
X0+ 2T

trong d6 hai tham s6 p va o tuong ting 1a ky vong va do6 léch binh phuong trung
binh ctia bién da dugc bién d6i Y (tiic p =y, va 6 = o,).
Gitia cac tham s6 trong (3.10.3) va ky vong va d6 léch binh phuong trung binh

ctua bién ban diu p, va o, ton tai méi lién hé sau:

2
o
Ly = exp{py + TY} (3.10.4)

va 0)2( = [exp(ci)— l]exp(Zuy + (53,) (3.10.5)

Phan bé Beta thuong dude 4p dung do6i véi nhiing yéu t6 ma mién bién thién
bi chén ca hai phia va thudng 1a bi giéi han trong doan [0; 1]. Ching han, ludng
may dudc do bing phan mudi bau trsi, hay d6 4m tuong d6i. Ham mat do xac sudt

cua phan bo Beta c6 dang:

f(x) = Tp+aq) P71

. —x)¥7", v6i 0< x <1 va p, >0 (3.10.6)
I'(p).I'(q)

Nhu vay, phan b6 Beta cling phu thudc vao hai tham s6 p va q. Ky vong va
phuong sai cua phan bé dudc xac dinh bai:

n=—>_ (3.10.7)
p+q
va o2 = M (3.10.8)
(p+q(p+q+1)

Trén cd sé d6, c6 thé nhan duge ude luong clia cac tham sd p va q:

M_; va qzﬁ(l_‘;) (3.10.9)

*)2 X

p=

[72]
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) CHUGONG 4
KIEM NGHIEM GIA THIET THONG KE TRONG KHI HAU

4.1 Khai niém vé ki€m nghiém gia thiét thong ké

4.1.1 Gia thiét thong ké va bai toan kiém nghiém gia thiét théng ké

Trong thuc t&, khi nghién cttu mét hién tuong nao dé thuong nay sinh van dé
nghi hodc gifia cai "that" va cai "gid", gitia "dung" va "sai", gifia cai "ngau nhién" va
"ban chdt" ciia hién tugng. Chang han, sau khi xem xét chudi s6 liéu lugng mua ta
phat hién ra ring "hinh nhu ké ti khi thay d6i vi tri tram, lugng mua c6 ddu hiéu
tang 1én so véi truée?". Diéu nghi ngo d6 c6 ding hay khong? Dau hiéu lugng mua
tang lén sau khi thay déi vi tri tram 1& ban ché&t hay chi 1a ngiu nhién? v.v... Mot
loat cau héi tuong tu dude dat ra budc ta phai kiém tra lai su nghi ngd d6. Mudn
vay ta néu ra gia thi€t "lugng mua ting lén ké tit khi thay d6i vi tri tram" va tién
hanh kiém nghiém né. Nguge lai véi gia thiét nay la d6i thiét "luong mua khong
tang lén".

Tu d6 bai toan kiém nghiém gia thiét thong ké dude dit ra dudi dang tong
quat sau:

"Cho dai lugng ngiu nhién X va mot gia thiét H, vé phan bd xac suat cua X.
Mb6t ménh dé khéac véi H, duge goi 1a d6i thiét H,. Can kiém nghiém xem H, ding
hay H, ding trén co s6 tap mau cé dude x,={X;, Xyg,..., X,}".

Théng thudng d6i thiét H, 1a phu dinh caa gia thiét H,. Gia thiét H, c6 thé la
gia thiét don gian hodc gia thiét phtc tap. Gia thiét don gian 1a gia thiét chi chia
mot gia dinh. Vi du, H,: a,=a,. Gia thiét phtc tap 1a gia thiét chia nhiéu gia dinh.

Vi du, H,: a;<a<a,.
4.1.2 Cac loai sai lam

Khi kiém nghiém gia thiét théng ké, viéc phan doan néi chung chi dua vao
mot 1an thuc nghiém 1a tap mau c6 dudce {x,, X,,..., X,}, do d6 nhiing két luan dua ra

c6 thé pham phai sai 1am. C6 hai loai sai lam:
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— Sai 14m loai I: La sai 1am bac bd gia thiét H, khi gia thiét nay ding. Chéng
han, gia thiét H,: 6, = 0,. Su kién chan that 1a 6, = 0, (H, ding). Nhung khi kiém
nghiém, két qua ta nhan dugc 12 0, # 0, va dua ra két luan H, sai. Nhu vay ta da
pham phai sai lam 1a pht nhan gia thiét néu ra khi né dang.

_ Sai 14m logi IT: La sai 14m chap nhan gid thist H, khi gid thiét nay sai. Vi
du, gia thiét dua ra 1a H,: 8, = 0,. Su kién chan that 14 6, # 0, (H, sai). Nhung khi
kiém nghiém, k&t qua ta nhan dude 1a 6, = 0, va dua ra két luan H, dung. Sai 1Am
pham phai ¢ day 1a ch4dp nhan gia thiét néu ra khi né sai.

Ky hiéu x4ac suat pham sai lam loai I 1a o va xac suat pham sai ldm loai II 1a
B ta c6 thé biéu dién ching duéi dang sau:

o = P(H, /H,) (Bac bé H, khi H, ding)
B = P(H,/H, ) (Ch&p nhan H, khi H, sai)

Né6i chung quan hé gitia o va B 1a nguge nhau: néu o giam thi p tang va ngudc
lai. Khi dung lugng mau n cang 16n thi gia tri cla o va B cang nhd. Bdi vay véi
dung luong mau n ¢6 dinh khi tién hanh kiém nghiém ngudi ta c¢6 ging lua chon
duge mot chi tiéu thich hgp sao cho c¢é thé loai trit dude ca hai loai sai 1Am cang
nhiéu cang t6t. Tuy nhién ta khong thé cuc tiéu hoa déng thdi ca a va B, vi ching
lién hé véi nhau bdi cac hé thiic:

P(H/H,) + P(H,/H,) =1
va P(H/H,) + P(H, /H,) =1

o 2 R 1.+ R X A 2 ~ N
Hoé#c c6 thé biéu dién mot cach ré rang hon:

Két qua kiém nghiém Thuc t€ H, dung (H, sai) Thuc t€ H, sai (H, dung)
Bac bd H, Pham sai lam loai | vGi xac Quyét dinh dung véi xac suat
suat P(H, /Hy)=a P(H, /Hy)=1-a
Chép nhan H, Quyét dinh diang vGi xac suat Pham sai 1am loai Il vGi xac
P(H, /Hy)=1-8 suat P(H, /H,)=B

4.1.3 Kiém nghiém tham s& va kiém nghiém phi tham s&

Ngudi ta chia 16p cic bai toan kiém nghiém gia thiét thong ké ra lam hai loai:
kiém nghiém tham s6 va kiém nghiém phi tham s6. Kiém nghiém tham s6 1a kiém
nghiém dugc hinh thanh khi da biét hoidc da chdp nhan réng ton tai mot phan bo 1y

thuyét cu thé nao d6 phu hgp véi phan bd cua tap mau hién c6. Nhu vay, khai niém
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kiém nghiém tham s6 c6 thé hiéu 1a kiém nghiém 1y thuyét hay, phd bién hon,
kiém nghiném céc tham s& cta phan bd 1y thuyét. Ngude lai, kiém nghiém phi
tham s6 hoan toan khong bi 1& thudc vao gia thiét vé dang phan b 1y thuyét. Nguosi
ta con goi kiém nghiém phi tham s8 14 kiém nghiém phan bs tu do
(distribution—free), né khéng can biét phan b6 ly thuyét nao phu hgp véi tap mau

hién cé.
4.1.4 Cac budc ti€n hanh mét bai toan kiém nghiém gia thiét thng ké

Théng thuong mét bai toan kiém nghiém gia thiét dudc tién hanh theo cac
buéde sau day:

1) Can ct vao tap mAu hién c6 va yéu cAu cua bai toan, xac dinh loai kiém
nghiém nao sé dugc tién hanh: tham s6 hay phi tham sé va quyét dinh cac dic
trung dinh lugng sé dudc tinh toan tu tap mau.

2) Xac dinh gid thiét H,. Thong thuong gia thiét H, dugc chon sao cho d6 chi
1a mot “hinh ndm” ma ngudi ta hy vong né sé bi loai bo.

3) X4ac dinh d6i thiét H,. Trong nhiéu truong hop H, 1a phu dinh ctaa H,. Tuy
nhién tGng véi mét H, c6 thé lua chon nhiéu H, khac nhau.

4) Tuong Ging véi gia thiét H, ding ta sé nhan dugc phan b6 “khong” 1a mot
phan b6 miu. Chd y rang day la phan bd mau, tic phan bs ctia cac tham s6 thong
ké, n6 c6 thé khac véi nhiing phan bs duge dung dé biéu didn gin ding luat phan
bd cua mot tap so lidu.

5) So sanh cac dic trung xac suit nhan dugc ti tinh toan trén tap mau va tu

phan bd “khong” dé rat ra két luan théng ké.
4.1.5 Mién thira nhan va mién loai bo

Xét bién ngiu nhién X. D& tién hanh bai toan kiém nghiém ta lap khéng gian
mau (X;, X,,..., X,) ctia X va trén khong gian d6 xac dinh mét mién D, goi 12 mién
loai béd H,. Phan bu ctia mién D, 14 mién D,, mién thia nhan H,. Tap mau da c6 (x,,
Xy,..., X,) tuong tng véi mot diém X trong khong gian mau.

e Néu diém X'eD, thi gia thiét H, dudc coi 1a ding va ta ch&p nhan H,.

e Néu diém X'e D, thi gia thiét H, dugc coi 1a sai va ta bac boé H,.

Khi dé:

P(D,/H, = PXeD,/H,) = ff(s)ds = 4.1.1)

D
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Hay: P(DO/H,) = PXeD,/H,) = 1- jf(s)ds =1l-a (4.1.2)
Dy

trong do6 f(s) 1a mat do xac suat cua X.

Ngudi ta goi ranh gidi gita D, va D, 1a diém t6i han d. Trong trudng hgp mét

chiéu, néu f(x/H,) 12 mat d6 xac suit c6 diéu kién cta X thi c6 thé biéu dién (4.1.1)

duéi dang:
—-d +00
P(XeD,/H,) = [f(x/H,)dx + [f(x/H,)dx =a (4.1.3)
—0 d
d
Hay: PXeD/H,)= Jf(X/HO)dX: 1-a (4.1.4)
—d

Théng thudng trong cac bai toan kiém nghiém ta c6 dinh x4c sudt pham sai
1am loai I dé xac dinh cac mién D, va D,. Tt cic cong thic (4.1.3) va (4.1.4), khi cho
truéc o, gial phuong trinh tich phan ta tim dugc nghiém la can tich phan d. Trong
da sd truong hop ta co:

D; = {~o0; —d} U {d;+0}

No6i chung cac gia tri cua X duge xac dinh tu thuc nghiém, nghia 1a tu tap
mau (x,, X,..., X,) ta c6 thé tinh duge X" goi 1a gia tri quan sat cua X. Mat khac, tng

v61 mtic xac sudt pham sai lam loai I biang o ta sé& xac dinh dudc cac mién D, va D,.

Trong thuc té&, do cach chon gia thiét H, cua ching ta thuong v6i muc dich
muén loai bé né, nén néu X' e D, ta sé dua ra két luan ngay 1a H, sai va ta bac bd
né. Truong hop ngude lai, néu X'e D, thi néi chung chi nén dua ra két luan méot
cach than trong “thuc nghiém chua cho ta cd s& dé bac bé H,” chti khong khing

dinh mét cach chic chin rang H, ding.

4.2. Nhirng van dé thuc té va viéc hinh thanh gia thiét théng ké

4.2.1.Tinh déng nhat cta cac chubi

Khao sat vé tinh dong nhat chudi 12 mot trong nhiing van dé quan trong cta
bai toan kiém nghiém gia thiét théng ké trong khi tuong, khi hau. C6 hai khai
niém dong nhat dude xét dén ¢ day la su dong nhat gitia cac chudi khac nhau trén
cing moét khu vuc (cac chudi s6 liéu cua cac tram khac nhau) va su déng nhat gitia
cac thoi doan khac nhau cta cung mét chudi. Tuy theo ndi dung cu thé cta tiing

N P N A A N ~ A R e 9. ~,
bai todn ma van dé nao sé dugc néu ra dé giai quyét.
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Viéc xac dinh vé su déng nhat cta cac chudi s liéu dude goi 1a kiém nghiém
tinh dong nh4t. Tinh déng nhit 6 day dugc hiu 1a su déng nhit tap thé: gita tap
thé c4c thanh phan cta chudi nay (hoic thsi doan nay) véi tap thé cac thanh phan
ctua chudi kia (ho#c thoi doan kia). Ngoai ra, tinh dong nhat cta cac chubdi ciing cé
thé dudc xét trén nhiéu phuong dién khac nhau, nhu déng nhit vé phan bé, dong
nhat vé tham s6, ddng nhat vé do 16n,...

Tinh bat dong nhat gitia cac thdi doan khac nhau cta cuing moét chudi thong
thuong xu4t hién do tac dong ctia nhiing nhan t6 khach quan, nhu viéc doi tram, su
xudt hién nhiing cong trinh xdy dung méi gin tram quan tric,...

Chd ¥y rang c6 su phan biét gitia khai niém dong nhat vé mit thong ké va
dong nhat vé khia canh khi hau.

Trong khi hau, mét chudi c6 thé dude xem 1a ddng nhét néu su bién d6i hang
niam (t% ndm nay qua nadm khac) ciia cac thanh phan trong chudi dugc qui dinh béi
su bién d6i tu nhién cta cac qué trinh qui mé 16n c&u thanh diéu kién thoi tiét va
khi hau ctia khu vuc nghién cttu. Su pha huy tinh déng nhat khi hau dude xac dinh
bdi rat nhiéu nguyén nhan, nhu do anh hudng cta cic céng trinh xay dung, su di
chuyén dia diém dit tram, su thay d8i cua 16p phu thuc vat va canh quan, su thay
d6i qui trinh qui pham quan tric ho#ic thay dd6i dung cu, phuong phap quan
tric,...C6 nhiing nguyén nhan c6 thé giy nén su bat déng nhat trén toan mang luéi
tram, nhu thay déi qui trinh qui pham hofc phuong phap quan tric, nhung ciing c6
nhiing nguyén nhan chi gy nén su bat dong nhat cuc bo (trong mot s6 chudi nao do).

Trong thong ké, chudi dude xem 1a dong nhat néu, véi moét mic y nghia cho
trude nao d6, tat ca cac thanh phan cta né thudc cung mot tap hop. Su bat dong
nhét théng ké xuét hién do bién d6i khi hau qui mé 16n giy nén bdéi nhéan té thién
nhién va con ngudi. N6 xay ra trén mot mang luéi tram rong 16n. Phat hién dugc su
b4t ddng nhit thong ké cta chudi cho phép ta phan doan vé xu thé bién d6i khi
hau. Piéu nay cé y nghia rit quan trong trong nghién ctu su dao déng va bién d6i
khi hau.

Déng nhat (bat déng nhat) vé méit khi hau khéng c6 ¥ nghia 1a dong nhat (bat
dong nhat) vé mat théng ké. Nhung néu chudi dong nhat théng ké thi luén kéo
theo su dong nhat khi hau.

4.2.2 Mt sé bai toan dién hinh

No6i dung kiém nghiém gia thiét thong ké vé tinh déng nhit cua cac chudi s&
liéu khi hau c6 thé dua vé mét s6 bai toan co ban sau day:
1) Gia st, vi mot 1y do nao d6, tram A phai di chuyén dia diém vao nam

YYYY. Khi xem xét chudi s6 liéu lugng mua ngudi ta thay tit ndm d6 tré di lugng
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mua c6 ddu hiéu ting 1én. Vay, ddu hiéu “lugng mua ting lén ké ti khi doi tram”
c6 ding khong ?

Viéc di chuyén dia diém tram c6 thé 1a nguyén nhan gAy nén su bit déng
nhat ctia chudi s lidu. Tinh bat déng nhat d6 c6 thé biéu hién qua dau hig¢u lugng
mua ting 1én hay giam di va c6 thé dugc danh gia bing viéc so sanh tri s6 trung
binh cta hai giai doan. Bai toan dit ra 1a kiém nghiém gia thiét vé su bing nhau
cta tri s6 trung binh lugng mua truée va sau khi doi tram.

2) Xem xét chudi s6 liéu nhiét d6 trung binh thang 7 cta tram B nguodi ta
nhén thdy ring, ké tit khi thay d6i thiét bi do vao nim YYYY hinh nhu mtc d6 dao
dong thang giang cuia nhiét do c6 ting lén so véi trude. Hay x4c minh nhan dinh
do.

S6 liéu quan tric ciia nhiét d6 noéi chung lién quan dén sai s6 do, d6 nhay cta
thiét bi do,... Viéc thay d6i thiét bi do c6 thé 1a nguyén nhan dan dén su bat dong
nh&t trong toan chudi. Xac minh nhan dinh néu trén cé nghia 14 cin xem xét do
léch chuén cta chubi sé liéu nhiét do trude va sau khi thay d6i dung cu do sai khac
nhau c¢6 dang ké khong. Piéu d6 dua dén bai toan kiém nghiém su bang nhau cua
hai phuong sai mau tinh dudc ti s6 liéu cta hai giai doan.

3) Khao sat so by s6 liéu nhiét do thang 1 cua tram C ngudi ta nhan thay
hinh nhu né khéng tuin theo luat phan bé chudn nhu mot s6 tram l1an can. Piéu
nhan dinh d6 ding hay sai?

Tra 16i cAu héi nay c6 nghia 14 cin tién hanh kiém nghiém gia thiét vé su phu
hop gitia phan bé thuc nghiém dude xay dung trén co sé tap s6 liéu tram C va phan
b6 1y thuyét 1a phan bé chudn. Khai niém dong nhit dude xét 6 day 1a tinh déng
nhat vé phan b gifia cac chudi khac nhau trén pham vi mét viing khéng gian nhat
dinh. Hién nhién van c6 thé ap dung bai todn nay cho cic thdi doan khac nhau ctaa
cung mdt chudi.

Ngoai ra, trong nghién ctu khi tugng, khi hau con cé nhiéu vin dé gin lién
v6i bai toan kiém nghiém gia thiét thong ké. Sau day 1a mot s6 dang bai toan khéac.

1) Nhu da biét, ngoai hé thong cac tram quan tric khi tugng ma nhiém vu caa
né la cung cap sd lidu phuc vu céng tac du bao thoi tiét va tao 1ap cac chudi so lidu
khi hau, con c¢6 nhiing tram quan tric chuyén dung. Cac tram quan tric chuyén
dung thong thudng dude thanh lap va duy tri hoat ddng nham phuc vu cho cac muc
dich khac nhau. Van dé nay sinh khi thanh lap tram loai nay la phai tra 10i dugc
cau héi “Can duy tri hoat dong cta tram trong thdoi gian bao lau?”, hay néi cach
khéc, “d6 dai chudi s6 liéu quan tric ma tram cung cap it nhat 1a bao nhiéu nam”.

Vi du: Cho biét phuong sai ciia nhiét dd thang 1 cua tram X. Hay xac dinh

xem tram X cin duy tri thoi gian quan tréc it nhat bao nhiéu ndm dé, véi mot giéi
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han tin cdy cho truéc, trung binh s6 hoc ctia nhiét d6 thang 1 tram X sai khéac
khong qua 0.1°C so v6i chuén khi hau.

2) Khi khao sat méi quan hé gitia hai dai lugng khi hau ngudi ta thay rang,
hé s6 tuong quan thuc nghiém cta ching kha bé. Vay, trén thuc té€ gitia hai dai
lugng nay cb ton tai moéi quan hé tuyén tinh hay khong?

Pay 1a bai toan kiém nghiém do tin cay cta hé s6 tuong quan mau.

3) Sau khi xay dung phuong trinh héi qui tuyén tinh gitta bién khi quyén Y
va cac bién X,,X,,...,X,,, ngudi ta thay sai s6 uéc luong kha 16n. Héi phuong trinh
trinh héi qui tim dudgc c6 § nghia st dung khong?

Giai quyét van dé nay c6 nghia 1a thuc hién bai toan danh gia chat luong
phuong trinh hoi qui.

Ciing cin luu ¥ rdng, cic bai toAn dugec néu ra trén day cé thé xem nhu la
nhiing vi du cu thé. Trong thuc t& nhiing vdn dé cin giai quyét chic chin con chia
dung nhiéu sic thai khac nhau, muén hinh muén vé va la t6 hdp cta nhiéu bai
toan. Do d6, @& van dung ndi dung ctia cac bai toan nay doi héi ta phai phén tich

van dé mot cach ky ludng.
4.3 Kiém nghiém U

Kiém nghiém U dudc dung dé kiém nghiém cac tham s6 khi hau. Luat phan
b6 duge st dung 12 phan bé chuin chuin hoa. Yéu cAu cta bai toan kiém nghiém 1a
dung lugng mau phai dua 16n, tri trudng hop bién khi hau dang xét c6 phan bd

A‘)
chuan.

4.3.1 So sanh ky vong vSi mét sd cho trudc

Bai todn: Cho bién nglu nhién phan b6 chuéin X c6 phuong sai o? (o ¢6 thé da
duge biét hoac dd duge chdp nhan) véi n tri s6 quan sat {xy, X,..., X,}. Hay kiém
nghiém su bing nhau ctia ky vong p ctia X v6i mot s6 cho trude p,.

Gidi:

Trén thuc t& s6 cho trude p, c6 thé 1a chudn khi hau hoidc 6 mic d6 nao d6 né
duge chdp nhan 1a ky vong cta phan bé 1y thuyét. Muc dich dng dung cta kiém
nghiém nay la xac minh vé su bang nhau cta trung binh sd hoc tinh dugc ti tap
mau véi s6 cho trude p,.

Ta dat gia thiét kiém nghiém la:

Hy:p=pu, (4.3.1)
Vi chua c6 gia tri cua p nén thay cho u ta stt dung udc lugng cta noé:
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— n
L~ X = lZXt (4.3.1%)
Ny
va dua (4.3.1) vé gia thiét tuong duong:
Hy: x=p, hay Hy x— p, =0 (4.3.1”)

Thuc ch&t ctia viéc kiém nghiém gia thiét nay 1a xét xem tri s6 ‘;—uo c6 16n

dén muc dang ké khéng. Néu ‘;_Ho‘ 16n dang ké, ttc 1a x # p, qua nhiéu, thi ta

bac bd gia thiét H,. Ngugc lai ta sé chap nhan H,. Muén vay ta can chon giéi han
ban dau d va dua ra chi tiéu kiém nghiém:

Né&u \Q— uo\ <d thi chap nhan H,
Ngugc lai, néu \Q— uo\ > d thi bac bé H,.

V6i xac sudt pham sai lam o = P(Bé H/H,) cho trudc thi giéi han ban dau d sé
dude xac dinh bai:

x—q
P(‘x—uo‘z d) = o, hay P ‘ - o z% =aq (4.3.2)
N
Dbat: u= 2"k (4.3.3)

ta ¢6 P(Ju|> u,) = a. T d6 chi tiéu kiém nghiém sé& trd thanh:

Néu |u| >u, thibacbd H,
Ngugc lai |u| < u, thi chdp nhan H,

Van dé con lai la xac dinh u,. Dé dang chiing minh dudc riang bién u trong
(4.3.3) ¢6 phan bd chudn chudn hoa véi hai tham s6 0 va 1: ueN(0,1). Tu d6 ta
nhéan dudc:

oo _1.2

P(lu|>u)=2—— [e 2 dt =«
u

Vo

1 e e a
Hay — [e?2 dt=05-— (4.3.4)
V2r 2
Phuong phap xac dinh u, dudc chi ra trén hinh 4.1, trong d6 toan bd dién tich
mién giéi han bdi dudng cong phan bs va truc hoanh bang 1, con téng dién tich hai
mién gach chéo bang a. Gia tri u, cAn tim 1a can tich phan trong cong thtc (4.3.4).
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f(u

Hinh 4.1 X&c dinh u,

Trong céc tai liéu vé thong ké toan hoc ngudi ta thuong cung cdp bang tinh
san gia tri cua u, Gng véi cac o khac nhau (Bang gia tri ham Laplas ®(u)). Ta c6
thé tra bang dé xac dinh né. Tuy nhién, viéc tra bang nhu vay viia mang tinh tha
cong, mat thoi gian lai vita khéng thuan tién. Hién nay nhé c6 phuong tién tinh
toAn bang may tinh dién ti, tri s6 clia u, thudng dude xac dinh mot cach truc tiép
nhd nhiing phin mém théng dung hodc bing chuong trinh gidi phuong trinh
(4.3.4).

Tém lai, ta c6 cac budc thuc hién bai toan nhu sau:

1) Tu tap s6 liéu ban dau {x,, x,,..., X,}, tinh cac dai lugng x, u theo cac cong thic
(4.3.1°) va (4.3.3).
2) Chon gia tri xac sudt pham sai l1am loai I (a) thich hgp va xac dinh u, bang
cach tra bang tinh s&n hoic giai phuong trinh (4.3.4).
3) So sanh |u| va u, dé rat ra két luan:
Néu |u| >u, thibicbd H, va dua ra két luan p # p,.

Néu lu/<u, thich&p nhan H,, ttc la chip nhén gia thiét p = p,.

Vi du 4.3.1 S6 liéu nhiét do trung binh 100 nam cta tram A 1a T,,,,,=25°C va
do léch chuén s, = 1°C. Vi muc dich st dung ngudi ta muén 14y nhiét do trung
binh trong thoi ky 10 nam gan day thay cho trung binh dai nam ké trén. Sau khi
tinh toAn ngudi ta nhan dugc tri s6 trung binh cta chudi 10 nam la T, ,,=24°C,
khac biét dang ké so v6i trung binh dai nam. Héi néu 14y Ty, 1am gia tri trung

binh ctia nhiét @6 dai dién cho tram A thi c¢6 da tiéu chuén khéng?

Gidi: Néu ta coi s6 liéu nhiét do trung binh 100 nim tudng duong véi chudn

khi hau, tic 1a p,=25°C va 6=1°C, thi bai toan dAn dén viéc kiém nghiém gia thiét:

H,: Ti10=Tw100
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Gia thiét ring nhiét d6 trung binh nidm c6 phan bd chuén ta c6 thé ap dung
kiém nghiém U trén day dé giai bai toan nay. Ta c6: n=10, dit
U=(Ty10~-Ten100)/(1/4/10 ) va thay s6 vao rdi tinh ra ta nhan dugc:

24 - 25|
1/310

Néu chon 0=0.05 ta xac dinh dugc u,=1.96. Ta théy [u|>u,, vay H, bi bac bd va

lu| = =3.162

ta k&t luan ring s6 liéu trung binh 10 ndm khong du tiéu chuén dai dién cho trung
binh khi hau cua tram A.

4.3.2 So sanh hai ky vong
Bai todn: Cho hai bién ngiu nhién X, Y ¢6 phan bé chuén véi n, va n, tri sé

quan sat tuong tng la {xl,xz,...,xnl} va {yy, yz,...,ynz}, trong d6 n,, n, du 16n. Biét

. 2 N P N ~, 2 ~ c R cA
phuong sai cua X va Y tuong tng la Gi, ci, hon nta ci =0y =c®. Hay kiém nghiém

su bing nhau ctia cac ky vong p, va p, cia X va Y.
Giai:
Dit gia thiét kiém nghiém la:
Ho: e =y

Trén thyc t€ ta khong c6 cac gia tri p, va p,, nén thay vao do ta su dung cac
udc lugng thong ké cua ching 1a trung binh sé hoc x va y.

— 1 - 122
Ta c6 X=—) X, Yy=—2.¥; (4.3.5)
0y 0
Khi d6 gia thiét kiém nghiém duge dua vé dang:
H .

0*

>
Il
< |

Hay H:x-y=0

< |

Véi giéi han tin cay ban dau d dudc chon ta c6 chi tiéu kiém nghiém la:
Né&u \E—ﬂ >d thibac bd H,
Ngugc lai, néu ‘Z—;‘ < d thichip nhan H,.

Tuong tu nhu trude day, d duge chon sao cho khi H, ding thi v6i xac suat

pham sai ladm loai I bing o cho truéc ta cé:

P(\?-?\ >d) = o (4.3.6)

100



Dit w= XY g = 4 (4.3.7)

11 11
o |—+— c|—+—
o 1np n; Ny
ta c6 thé dua (4.3.6) vé hé thiic tuong duong: P(|u| >u,) =a
Va chi tiéu kiém nghiém sé la:
Néu |u| >u, thibachd H,
Néu |u| <u, thich&p nhan H,

DPé xac dinh u, cAn phai biét luat phan b ctia bién u. Ngudi ta da ching minh
dugdc rang bién u trong (4.3.7) ¢6 phan bé chuin chuidn héa ueN(0,1). Nhu vay u,
hoan toan dugc xac dinh tuong tu nhu da xét trén day (cong thic 4.3.4).
T d6 ta c¢6 cac bube thuc hién bai toan nhu sau:
1) Tu cac tap mau {xl,xz,...,xnl} va {yl,yz,...,ynz} tinh x, § va u theo cong thic
(4.3.5) va (4.3.7)
2) Chon xéc sudt pham sai 1am loai I (a) thich hdp va xac dinh u, bang cach tra
bang hoé#c giai phuong trinh (4.3.4)
3) So sanh |u| va u, dé rat ra k&t luan theo chi tiéu kiém nghiém da néu.
Ghi chu: Hai chudi quan tric {x,,X,... an} va {yl,yZ,...,ynz} tuong Gng cua cac

bién nglu nhién X va Y c6 thé hiéu la hai thoi doan ctia cing mot chudi hodc hai
chudi khac nhau.

Vi du 4.3.2 Tu chudi quan tric 50 nam truéc khi doi tram dén dia diém méi
ngudi ta tinh duge trung binh lugng mua nam tram A 1a X,,;,=1859.0 mm. Sau khi
di chuyén dudc 42 nam thi trung binh lugng mua nam & day 1a X,;,,,=2031.3mm. Su
chénh léch nay c6 vé kha 16n. Phai chang do di chuyén dia diém ma luong mua
tang 1én? Su tang 1én nay c6 dén mic dang ké khéng? Biét ring, két qua kiém
nghiém da khéng dinh phuong sai ctia hai giai doan bing nhau va bang
179776mm?, hay ¢ = 424,0mm.

Gidi: C6 thé néu gia thiét: “luong mua ting 1én khéng dang ké” va dit gia
thiét kiém nghém 1a Hy: X,,50= Xipae. T (4.3.7) ta co:

Xipso ~ Xipaz _ 1859.0-20313

c i+i 424 i+—
50 42 50 42

~—-1.9416

Hay [u|=1.9416
Chon x4c suat pham sai lam loai I 14 a = 0.05 ta dudc u,=1.96. Vay |u| <u,. Do

d6 gia thiét dude ch&p nhan, tic “lugng mua tang 1én khong dang ké”.
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4.4 Kiém nghiém t
4.4.1 So sanh ky vong vSi mét sd cho trudc

Bai todn: Cho bién khi hau X ¢6 phan bs chuén, XeN(u,6) v6i n tri s6 quan
sat {X;, Xs,..., X,}, nhung chua cho biét . Yéu cAu hay kiém nghiém su bing nhau
ctua ky vong p va sd p, cho truée.

Giai:

C6 thé nhan thdy noi dung bai toan nay gan véi bai toan 4.3.1 nhung & day
chua cho biét c.

D4t gia thiét kiém nghiém la: H,: p=pu,
Vi chua biét gia tri cia p nén ta thay p bang udc lugng caa né:

u~ ;=—2Xt (4.4.1)

va dua gia thiét vé dang tuong:

H,: ;zuo hay H,: x -u, =0
Chon giéi han tin cay ban dau d sao cho khi H, ding thi xac suat pham sai

1dm loai I 1a:

P( \E—uo >d)=a (4.4.2)

ta c6 thé lap dudge chi tiéu kiém nghiém la:
N&u  [x-po|>d thibécbd H,

Neéu ‘;—u0‘< d thi ch4p nhan H,

d

it P el
S
n &
n
X.

trong d6 s = \/%Z(xt —x)? 1a d6 léch chuén caa

(4.4.3)

=l
Ta c6 thé chuyén (4.4.2) vé dang tuong duong: P(|t| >t,)=a, va chi tiéu kiém nghiém
sé la:
Néu |t| >t, thibac bo H,
Néu |t| <'t, thi chdp nhan H,
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Van dé con lai 1a xac dinh t,. Muén vay can phai biét luat phan bd cua t.
Ngudi ta da chiing minh dudc ring bién t trong (4.4.3) c6 phan bd Student véi (n—-1)
béc tu do t € St(n—1). T d6 ta c6 thé xac dinh dugc t, Ging véi xac suét o cho trude.
Thong thuong trong cac tai liéu théng ké ngudi ta ciing din ra bang tinh sin cac
gia tri te(n) Gng véi tiing muc o va s6 bac tu do n. Ta ¢6 thé tra bang dé nhan duge
t, cho bai toan ctia minh. Tuy nhién, t, ciing c¢6 thé dudc x4c dinh bang viéc giai
phuong trinh:

t(l
[f(x,n-Ddx =1 -« (4.4.4)
o
trong d6 f(x,n—-1) 1a ham mat d6 phan b6 Student véi n—-1 bac tu do. Do tinh dé61
xting cta phan bd Student nén c6 thé viét (4.4.4) duéi dang khac:

to
_[f(x,n—l)dx=0.5—% (4.4.5)
0

Tém lai ta c6 cac buébe giai bai toan nhu sau:
1) Tu tap mau {x,, Xy,..., X,} ta tinh x, s”, rdi tinh ¢ theo cong thic (4.4.3)
2) Chon o thich hop va xac dinh t, bang cach tra bang hoic giai phuong
trinh (4.4.5)

3) So sanh |t| va to dé rut ra két luan.

Vi du 4.4.1 Ciling v6i ndi dung nhu vi du 4.3.1, ta ¢6 Ty, = 25°C, Ty10=24°C,
nhung chua cho biét do léch tiéu chuén s, thay vao d6 tit tap sé liéu 10 nam ta
tinh dugc s;, =1.2°C. Yéu cAu kiém nghiém gia thiét Hy: Ty10=Tw100-

24 -25
1.2/410

t,=2.262. Vay |i| > t,,, tiic 1a gia thiét bi bac bd.

Theo (4.4.3) ta tinh dudgc: |t|= =2.635. Né&u chon xac suat a=0.05 ta c6

4.4.2 So sanh hai ky vong

Bai todn: Cho hai bién ngiu nhién X, Y ¢6 phan bé chuén véi n, va n, tri sd
quan sat tuong ng 1a {x;,Xy,... X, } V& {y1, Y25 ¥, 1 (néu chua biét phan bd cua X

9 . o 2, 2 . P 2 N
va Y thi n;, n, phai du 16n). Cac phuong sai tuong ting 0)2(, Oy chua dugc biét,
N e . . - . 2 A A
nhung bang kiém nghiém F nguci ta da xac minh dugce csi:GyZ o2 Yéu cau hay
kiém nghiém sy bang nhau cta hai ky vong p, va p, cia X va Y.
Giai:
Gia thiét can kiém nghiém 1a: H,: p, = i,. Vi khong c6 p, va p, nén ta thay
ching bing cac uéc lugng thong ké:
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- 1M N — 1 12
WEX=—Y X, va p= y=—Dy, (4.4.6)
0y = Ny t=1
Tu dé ta co: H.: X = ;
Hay H.: X — ;/ =0

Chon gi6i han tin cay ban diu d sao cho véi xac suat pham sai l1am loai I ()
cho trudc ta co P(\?-?\ > d) = o.. Khi d6 chi tiéu kiém nghiém sé 1a:

Né&u \E—ﬂ >d thibac bd H,

Nguge lai, néu \E—ﬂ <d thi chdp nhan H,.

Dit t = A(\E—_x‘/\), t, = d.A (4.4.7)
__
1 1
7+7
trong d6: A= n; 2 >
\/(nl—l)sx +(ny —Ds,
\/nl +n, -2
* ] o — % 1 nj _
sz\/ Z(Xt_x)z, Sy:\/ Z(Yt_}’)z
n —1i5 ny —1¢5

Khi d6 néu H, ding thi P(|t| > t,) = a va chi tiéu kiém nghiém sé la:

Néu |t| > t, thibacbo H,

Néu |t| < t, thi chdp nhan H,

DPé x4c dinh gia tri chua biét t, cAn phai biét phan bé xac suét cia t. C6 thé
chting minh dudc ring t € St(n,+n,-2). Tu d6 ta dé dang xac dinh dudc t, bang cach

tra bang tinh s&n ho#c giai phuong trinh:

to a.
[f(x,n;+ny—2)dx=0.5-—
0 2

Nhu vay, cic budc dé giai bai toan sé la:

1) TU cic tap 56 LU X, X0y X, } VA {71,750 Vo J» tinh X, y, Sy, Sy, rdi tinh t
theo (4.4.7).

2) Chon o thich hgp rdi xac dinh t, véi t € St(n,+n,—-2).

3) So sanh |t| va t, dé rut ra két luan.

Vi du 4.4.2 Hay kiém nghiém su bing nhau cta tdng lugng mua trung binh
tram A thdi ky 30 nam truée va 20 ndm sau, biét rang ti sd liéu thuc t&€ ngudi ta da
tinh dude Ry,30=1602.9, R,,50=1770.7, 53,=367.0, 5,,=293.1. Cho xac suit pham sai
1am loai I 12 =0.05.
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Gia thiét can kiém nghiém 1a H,: Ry50=Rys0. Ta c6 n,=30, n,=20. Vay:
1602.9-1770.7
1 1

{ = 3020 =_-1.7113,
J(30-1)367.02 +(20-1)293.12

v30+20-2

ty05(30+20-2) = 1.6772

Vi [t|=1.7113 > t,=1.6772 do d6 ta bac bd gia thiét H,, tic 1a téng luong mua

trung binh tram A ctia hai thdéi ky khong bang nhau.

4.5 Kiém nghiém F

Bai todn: Cho hai bién ngau nhién c6 phan bd chuian XeN(u,,0,), YeN(u,,o,)
v6i n, va n, tri s6 quan sat tuong tng 1a {x;,x,,..., an} Va {V1,Va-- Yo, 1. Yéu cau hay

2

2 A M N
kiém nghiém su bang nhau cua 0)2( va oy.

Gidi:
o .9 g R ‘A N 2 —_ 2
Dat gia thiét kiem nghiém 1a H,: 6;=0y

Vi chua biét GZX va 0§ nén ta thay ching béng cac uéc lugng tuong tng:

) 1 nj —
olxs, = 3 (x, —x)%, cgz (4.5.1)
n -1 _lt 1
— 1 nj
trong d6 =—ZXpY——ZYu
0y (=
’ 2 *2 * 2
va dua gia thiét kiém nghiém vé dang tuong duong: H,: Sy =Sy
%2 42
Gia st S >s, ,talap bién méi
x2 % 2
f=8c /8y (4.5.2)

va x4y dung chi tiéu kiém nghiém la:
Néu f>f, thibéc bd H, (Hai phuong sai khong bing nhau)
Néu  f<f, thichdp nhan H,

Trong d6 f, 14 giéi han tin ciy cta f tng v6i xac suét pham sai 1am loai I bang a:
P >1f)=a.
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DPé xac dinh f, ta cAn thi€t phan bé cta f. Bing mot s6 phép bién déi ta c6 thé
chting minh dugc khi H, ding thi bién f c6 phan bé Fisher v6i n,—1 ba n,~1 bac tu
do: f € F(n;—1,n,-1).

T do, f, sé dude xac dinh bdi:

fo

[f(t,n;—1Ln, -Ddt=1-0, (4.5.3)
0

trong d6 f(t,n,—1,n,~1) 12 mat dd xac sudt cua phan b6 Fisher véi (n,—1) va (n,—1)
béac tu do.

Nhu vay, ta c6 cac bube giai bai toan sau day:

‘1A N . * R *2
1) Tu cac tap so6 Lidu {x,,x,,..., Xy, }va {y, Ve, ynz}, tinh sz va s, theo (4.5.1). Sau

y
dé lap ti so f = S’,?/S;k,2 néu Sj(z >S;<,2 . Trong trudng hgp ngudc lai ta ddi vai tro
cua Siz va S;2 cho nhau.
2) Chon a thich hgp rdi xac dinh f, biang cach tra bang tinh sdn hoic gidi phuong
trinh (4.5.3).
3) So sanh fva f, dé rut ra két luan.

Vi du 4.5 Gia st nhiét do thang 1 ctia tram A va B déu tuan theo luat phan bs
chuén. T s6 liéu lich st 34 nim cta tram A va 30 ndm cua tram B ngudi ta tinh
duge d6 léch chuén cta ching tuong tng la SZ =1.95, S;=1.50. Hoi su khac biét
cua d6 léch chudn nhiét d6 thang 1 gitta hai tram c6 dang ké khéng?

Gidi: Bai toan dit ra l1a kiém nghiém gia thiét Hy: s,2= sg — khong c6 su khac
biét dang ké gitia do 1éch chuén ctaa hai tram.

Ta c6 f = s’;\z/s*B2 = 1.68, n,=34, n,= 30, nén bién f € F(33,29). Chon xac suit
pham sai l1am loai I 1a o = 0.05 ta tinh dugc f,=1.84. Vay f<f,, nén gia thiét H, dugc
chdp nhan, tic d6 léch chuin cta nhiét d6 thang 1 ¢ hai tram khéng c6 su khac
nhau dang ké. N6i cach khac, v6i mtc ¥ nghia 5% c6 thé xem ring d6 léch chuén

ctia nhiét d6 hai tram béng nhau.
4.6 Kiém nghiém y?

Kiém nghiém y? dudc dung dé kiém nghiém su phu hgp gitia phan bd thuc
nghiém va phan bé 1y thuyét.

Bai todn: Cho bién khi hau X véi n tri s6 quan sat {x,, X,,..., X,} (n da 16n). Tu
tap mau nay ta xay dung dudc ham phan bd thuc nghiém véi K tham s6 0,, 0,,...,0x:
F(x; 0,, 0,,...,0x). Yéu cau xac minh:

F(X7 91’ 927"~’9K) = G(X7 619 92""791()’
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trong d6 G(x; 0,, 0,,...,0x) 12 mot phan bd ly thuyét da biét.

Gidi:

D4t gia thiét kiém nghiém H,: F(x; 04, 0,,...,0x) = G(x; 0, 0,,...,0%).

V6i n du 16n, ta chia tap mAiu {x,, X,,..., X,} thanh N nhém (a;, b)), j=1..N, trong
doé, b; = a;;y, a; <min[x,;,t=1..n}, by>max{x,,t=1..n}.
Vi x4c sudt dé X nhan gia tri trong khoang (a;,b;,) tinh theo phan bd thuc
nghiém bang P(a; < X <b,) = F(b) - F(a;) nén tan s6 thyuc nghiém:

m; = n[F(b) - F(a))] = n[F(a;.,) - F(ay].
Mat khac, xac sudt nay tinh theo phan bd ly thuyét bang:

nén tan so ly thuyét cua nhom (aj, b;) s& 1a np;. Ta c6 bang sau:

Nhom | Gidi han duGi | Gi6i han trén | Tan s6 thuc Xéac suat Tan sé
nghiém ly thuyét ly thuyét

1 ay b my P+ np-

2 a; b, m; P2 np;

N ay by My Py NPy

Hiéu Q; = np;—m; dugc diung lam thudc do mic do khac biét gitia phan bd thuc
nghiém F(x; 0;) va phan bd 1y thuyét G(x;6,).
2 2
N &: N (np; —m;)

Ta lap bién méi: n=> >
=Py =1 TP

(4.6.1)

va dua ra tiéu chuén kiém nghiém la:

Né&u 1 > 1, thi bac bé H, (phan bd thuc nghiém khéng phu hgp v6i phan bé 1y
thuyét)

Néu 1 < n, thi chap nhan H,.

Trong &6 n, la giéi han tin cay, dugc xac dinh sao cho khi H, ding thi:

P(n >n,) =a (4.6.2)

Van dé con lai 1a phai xac dinh n,, ttc 1a phai x4c dinh luat phan bé caa bién
n. Ngusi ta da ching minh dude riang, khi n du 16n thi n c6 phan bé y2 véi (N-K-1)
bac tu do: m € (N — K — 1) (Ban doc c¢6 thé xem thém quéa trinh ching minh nay
trong [4,5]). Vay gia tri clia n, c6 thé dude xac dinh tir cac bang tinh sin hodc giai
phuong trinh:
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TfN_K_l(x)dx =a (4.6.3)
Na

No
Hay: ij_K_l(X)dx =1-a (4.6.3)
0

Trong d6 fy_x_,(x) 12 mat do xac sudt y*(N-K-1) véi N-K-1 bac tu do. T dé ta
c6 cac budc tién hanh sau:
1) Phan chia tap s6 liéu thanh N nhém va x4c dinh tin s8 cdc nhom m;.
2) Tu phén b6 ly thuyét da biét, xac dinh tin s6 Iy thuyét cac nhém np;.
3) Tinh gia tri cua n theo cong thic (4.6.1)
4) Chon gia tri a thich hgp, xac dinh n, theo phan bé y* véi N-K-1 bac tu do.
5) So sanh 1 va n, dé rat ra két luan.
Vi du 4.6 Hay kiém tra tinh phan b8 chuén cta chudi s6 liéu nhiét d6 trung
binh thang 1 tram A cho trong bang 4.1.
Bang 4.1 Nhiét do trung binh thang 1 cia tram A (°C)

17.0 16.4 18.2 18.1 15.0 13.1 19.2
17.9 17.4 16.3 15.5 17.6 16.2 17.8
17.1 17.2 15.5 15.0 17.0 17.3 15.2
12.3 16.7 19.6 17.2 15.2 17.4 17.3
17.6 201 15.2 15.7 14.7 17.2
17.3 17.5 17.4 14.3 16.8 18.1
12.7 15.0 16.6 14.8 16.2 14.5
13.0 18.8 19.8 16.8 15.9 13.7
17.1 15.4 14.5 18.0 16.3 14.1
13.6 18.9 15.8 18.2 16.1 16.7

Gidi: V6i n=64, nhu vay dung lugng miu du 16n dé ta c6 thé tién hanh phan
nhom. S6 nhém dude 14y bang N=51g64~9 (nhém). Cu 1y cadc nhém dugc chon déu
nhau va bang 1(°C). Két qua tinh toan trung gian dugc trinh bay trong bang 4.2.
Tu d6 ta nhan duge n=4.337 ~ 4.34.

Mit khac, vi phan bd 1y thuyét 1a phan bd chudn nén né phu thudc vao hai
tham s6 14 ky vong (1) va dd léch binh phuong trung binh (c). Tt bang 4.1 ta nhan
duge ube lugng cua cac dai lugng nay tuong tng la p ~ x=16.4 va ¢ ~ s'=1.7. Hon
niia ta c6 K=2 va s6 bac tu do bang N-K-1=6. N&u chon a=0.05 ta xac dinh dudgc n,
theo phan bé ¥*(6): n,=12.59. K&t qua so sanh ta c6 n < n, nén gia thiét H, dugc
chap nhan, nghia 14 nhiét d6 trung binh thang 1 tram A tudn theo luat phan bé
chuén.
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Trén hinh 4.2 biéu dién d6 thi ham mat d6 phan bd chuén 1y thuyét (dudng
lién nét) va phan thuc nghiém (dudng gach néi) theo két qua tinh toan trong bang
4.2

Bang 4.2 Két qua tinh trung gian

Nh6ém a b, m, P, np; (op;=m)”
p
1 12 13 3 0.0255 1.6328 1.1448
2 13 14 3 0.0584 3.7404 0.1466
3 14 15 8 0.1260 8.0631 0.0005
4 15 16 10 0.1974 12.636 0.5498
5 16 17 13 0.2250 14.397 0.1355
6 17 18 17 0.1864 11.9266 2.1582
7 18 19 6 0.1122 7.1832 0.1949
8 19 20 3 0.0491 3.1450 0.0067
9 20 21 1 0.0156 1.0007 0.0000
Téng 64 0.9956 n=4.337
Borfo
16 | Do
14 2
o AN
10 /
| S
D% s
1A b,

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Hinh 4.2 K&t qua xap xi phan bd nhiét d6 thang 1 tram A bdi phan bd chuan
1) Phan bé ly thuyét; 2) Phan bé thuc nghiém

4.7. Kiém nghiém U phi tham sé

Kiém nghiém U phi tham s8 con dudc goi 1a kiém nghiém Wilcoxon, hay kiém
nghiém Mann—Whiteney, vi né6 dugc Wilcoxon phat minh vao nam 1945, sau d6
dugec Mann-Whitney trién khai tng dung. P4y 14 mét trong nhiing kiém nghiém
phi tham s8, dude tng dung phd bién trong trudng hgp dung luong mau n bé, hon
niia khong yéu cau biét truéc dang phan bo cia chudi. Théng thudng trong khi
tugng, khi hau kiém nghiém U phi tham s& dung dé xac minh tinh déng nh4t tuong
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doi vé do 16n gitia cac thanh phan trong hai chudi so liéu khi hau ddc 1ap hoac hai

thoi doan khac nhau cta cing mdot chudi.

Bai todn: Xét bién khi quyén X. Gia st {X;,Xs..,X;} VA {V1,¥s,...v,) 14 hai chudi
s6 liéu quan tric cua X (c6 thé 1a hai chudi cta hai tram khéac nhau hoic hai thai
doan quan tric cta cing mot tram). Hay xac minh sy dong nhét tuong doi vé do
16n gitia m thanh phan caa chudi {x,, t=1..m} va n thanh phan cta chudi {y,, t=1..n}.

Gidi:

Truée hét ta danh d&u s6 liéu cia mot trong hai chudi, chdng han chubi {y},
roi gop hai chudi lai thanh mot va 1ap chudi trinh tuy {z, t=1..m + n}, v6i zg, < 7, <
ee £ Zmany. TU chudi nay ta 1ap hai chudi méi {u;} va {v;} theo nguyén tic sau day:

u;= S6 thanh phén cta chudi {y} ding trudc x; trong chudi {z},i=1..m

v;= S6 thanh phan cua chubi {x,} dting trudc y; trong chubi {z},i=1..n

Sau d6 lap cac bién méi:

m n
U=>u,V=>v; (4.7.1)
i=1 i=1

Vi c6 m thanh phan ctaa chubi {x,}, n thanh phan cta chudi {y,} nén:

U +V =mn = Téng sb 1an so sanh.

Céc bién U va V c¢6 thé nhan gia tri tit 0 (t4t ca cac x, déu nho hon hoic 16n
hon y,) dén mn (tat ca cac x, déu 16n hon hodc nhd hon y,). Hai chudi dugc goi 1a
dong nhat néu gia thiét Hy:U=V dudc chdp nhan.

D& rd hon ta xét vi du sau day. Gia st ta ¢c6 m=6, n=4 va sau khi sdp xép theo
thi tu tidng dan ta duge chudi sau:

{Z(t)} =V 1,X1,X2, Y2, Y3 Y 4,X3, Y5 Y6, Xaf
Tw d&6: {u,}={1,1,4,6} va {v;}={0,2,2,2,3,3}.
Vay: U=1+1+4+6=12 va V=0+2+2+2+3+3=12.

Phuong phap trén day thuong chi 4p dung cho nhiing truéng hgp dung lugng
mAau kha bé. Viéc kiém nghiém gia thiét néu trén duge thuc hién bing cach so sanh
gia tri nhé nhat trong hai gia tri U va V véi bang gia tri sin ting véi tiing mtic xac

suit cho truée.

Khi dung lugng mau tuong d6i 16n ngudi ta tién hanh tinh toan theo phuong
thic sau day. Tu chudi trinh tu {z,} ta lap cac bién mdi:
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+ m(m+1)

U=mn T (4.7.2)
m-+n
trong dé T= Dt
t=1 2 Elyed
(1)
va V=mn+ 20D (4.7.3)
m+n
vl T'= >t
t=1 Z(t)e{xt}

Ngusi ta da chiing minh dugc rang, khi m, n>8 thi U, VeN(u,0), trong d6:

i :M[U]:M[V]:% vao = 1/%(mmu) (4.7.4)

Trong moi truéng hgp sau khi tinh U va V ta sé chon gia tri nhé nhat trong
chung. Gia st U<V, khi d6 su b4t ddng nhat gitia hai chubi ¢6 thé duge danh gia
béng hiéu |[U-M[U]. Hiéu [U-M[U]=0 tng véi trusng hgp hai chudi déng nhat
thuc su. Hiéu nay cang 16n thi su bat déng nhat giia hai chudi cang 16n.

Do d6 ta dat gia thiét kiém nghiém la Hy: [U-M[U]=0. Néu H, ding ta két
luan hai chufi déng nhat va nguge lai. Thuyc chat diéu kién [U-M[U]=0 tucng
duong v6i viée chon gi6i han tin cay d sao cho khi H, duing, v6i xac suit
P(|U-M[U]|2d)=a, thi:

|U-M[U]>d: gia thiét H, bi bac b (hai ddy khong dong nht).

[U-M[U]|<d: gia thi&t H, dugc chdp nhan (hai ddy dong nhat)

[U-M[U]_ d
JD[U]  4/D[U]

w=UMIUL oy 2 d (4.7.5)

JD[U] Ve Ho D[U]

khi d6 néu H, dung thi P(|u| >u,)=a.

Ta c6: P(JU-M[U]>d) = P(

)=a

Dit

Vi UeN(u,0) nén ueN(0,1). Tu day ta dé dang xac dinh dugc u,,.
Tém lai, ta c6 cac budce thuc hién sau:
1) Tu hai chudi s6 liéu ban dau, gop lai va 1ap chudi trinh ty {z,,t=1..m+n}

2) Tinh U, V theo (4.7.2) va (4.7.3). Gia st U <V, tinh M[U] = p = 22 3

2
o=4/D[U] :1/%(m+n+l) , sau d6 tinh u theo (4.7.5).
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3) Chon o thich hop rdi xac dinh u, tit phan b chuén chau héa.
4) So sanh ‘u‘ va u, dé phan doan vé su dong nhit ctia hai chudi.
Vi du 4.7 Téng lugng mua nim trude va sau khi doi tram caa tram A duge cho

trong bang 4.3. Hay xac minh tinh déng nhat ctia s6 liéu hai thdi doan d6. Cho xac

sudt pham sai 1am loai I 14 a=0.05.

Bang 4.3 S6 liéu lugng mua ndm tram A truéc va sau khi doi tram (mm)

Truéc khi doi tram (x) Sau khi dgi tram (y)

1076.0 1373.9 14351 1583.1 1838.8 | 1256.8 1568.8 1736.8 1829.8 2040.3
1120.2 13754 1464.1 1605.9 1847.9 [ 1297.3 1653.0 1738.8 1862.8 2141.2
1200.4 1376.6 1493.0 1622.0 1860.8 | 1544.4 1684.5 1758.9 1931.9 2153.9
13421 1390.9 15404 1637.5 1864.8 | 1554.3 1725.7 1800.0 1943.4 2528.2
1346.4 1394.6 1542.0 1690.8 1983.8

2063.6 2071.0 2149.8 2200.5 2617.0

Né&u goi chubi s6 liéu trude khi doi tram 12 {x,, t=1..m}, va sau khi doi tram 1a
{y., t=1..n} thi m=30 va n=20. T hai chudi nay ta lap chudi trinh tu {z, t=1..m+n}
trong d6 ta danh ddu cac thanh phan cua chudi {y,}. K&t qua cua budc nay dudgc
trinh bay trong bang 4.4.

Bang 4.4 Chubi lugng mua da sip xép

t z t z t z t z t z

1 1076.0 11 1390.9 21 1583.1 31 1758.9 41 1983.8
2 1120.2 12 1394.6 22 1605.9 32 1800.0 42 2040.3
3 1200.4 13 1435.1 23 1622.0 33 1829.8 43 2063.6

4 1256.8 14 1464 .1 24 1637.5 34 1838.8 44 2071.0
5 1297.3 15 1493.0 25 1653.0 35 1847.9 45 2141.2
6 1342.1 16 1540.4 26 1684.5 36 1860.8 46 2149.8

7 1346.4 17 1542.0 27 1690.8 37 1862.8 47 2153.9
8 1373.9 18 1544 .4 28 1725.7 38 1864.8 48 2200.5

9 1375.4 19 1554.3 29 1736.8 39 1931.9 49 2528.2

10 1376.6 20 1568.8 30 1738.8 40 1943.4 50 2617.0
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T bang 4.4 ta nhan dudgc:

t(z,€y) t(z,ex)
4 20 29 33 42 1 9 15 24 41
5 25 30 37 45 2 10 16 27 43
18 26 31 39 47 3 11 17 34 44
19 28 32 40 49 6 12 21 35 46
7 13 22 36 48
8 14 23 38 50
T= >t =599 T=>t =676
2y €t} 2y €5t}

Vay, theo (4.7.2) va (4.7.3) ta c6: U = 446, V = 134. Vi U>V nén dé tién hanh

kiém nghiém ta sé& st dung V.

30.20

Theo (4.7.4), p =M[V]= 30.20/2 = 300; ¢ = \/T

(30+20+1) =50.5. D6i vai tro

cua U trong (4.7.5) thanh V ta tinh dugc:
u = (V-p)/o =(134-300)/50.5 = —3.29
Véi a=0.05 ta ¢6 u, =1.96. Vay, [u|=3.29 > u,= 1.96. Do d6 ta két luan hai
chudi khong déng nhat.
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CHUONG 5
PHAN TICH TUONG QUAN VA HOI QUI

5.1 Nhirng khai niém mé dau

Trong thuc t& nghién ctiu khi tugng, khi hau c6 khong it nhiing van dé dugc
dit ra trong d6 cdn phai xac dinh dude qui luat bién d6i cta cac hién tuong khi
quyén. Tuy nhién, hién tuong khi quyén lai duge phan 4nh théng qua cac dic trung
yé&u t6 khi quyén ma chung, d&n lugt minh, lai phu thuéc vao su bién d6i cta cac
nhan t6 bén ngoai. Mudn nidm dugc qui luat bién d8i cta cac hién tugng khi quyén
can thiét phai x4c dinh su lién hé gitia cac dic trung yéu t6 khi quyén (dudc xem 1a
bién phu thuoc) véi tap hop cac nhan t6 Anh hudéng ma ngudi ta goi 1a cac bién doc
lap. Diéu d6 cling c6 nghia 13, vé phuong dién théng ké, thong thudng ta cAn phai

gidi quyét mot sd van dé sau day:

1) Xac dinh su phan b6 khoéng gian cuia cac dic trung yéu té khi tugng, khi hau,
tic 1a nghién ctu qui luat phu thudc vao toa d6 khong gian ctia cac bién khi
quyén.

2) Xac dinh qui luat, tinh chat dién bién theo thoi gian cua cac déc trung yéu to
khi quyén.

3) X&c dinh m6i quan hé rang budc dé tir d6 tim qui luat lién hé gitia cic dic trung
yé&u t6 khi quyén v6i nhau theo khong gian va thoi gian.

Mot trong nhiing phuong phap giai quyét cac van dé d6 la phuong phap phan
tich tuong quan va héi qui ma noéi dung ctia né c6 thé dude chia thanh:

1) Tuong quan va héi qui theo khéng gian: La xét méi quan hé gitia hai hay nhiéu
bién khi quyén véi nhau cta cing mot yéu t8, cang thdi gian (dong thoi) nhung
khac nhau vé vi tri khong gian.

2) Tuong quan va hoi qui theo thoi gian: La xét méi quan hé gitia hai hay nhiéu
bién khi quyén v6i nhau clia cung mot yéu td, cung mot dia diém nhung khac
nhau vé thdi gian.

3) Tuong quan va hoéi qui phd bién: La xét méi quan hé gitta hay nhiéu bién khi
quyén ctua mét hodc nhiéu yé&u t8, c6 thé khac nhau vé khéng gian, thoi gian

hodc ca khéong-thai gian.
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Vé phuong dién toan hoc, cin ct vao dang thic caa biéu thic biéu dién, ngusi

ta chia su quan hé tuong quan lam bén dang:

1

2)

3)

4)

Tuong quan va héi qui tuyén tinh mot bién: Xét méi quan hé tuong quan va hoi
qui tuyén tinh gitia mot bén 1a bién phu thudc v6i mot bén 14 mot bién doc lap.
Tuong quan va hoi qui phi tuyén mot bién: Xét mdi quan hé tuong quan va hoi
qui phi tuyén gitia mot bén 1a bién phu thudc véi mot bén 14 mot bién doc 1ap.
Tuong quan va hoi qui tuyén tinh nhiéu bién: Xét moi quan hé tuong quan va
héi qui tuyén tinh gitia mot bén 14 bién phu thudc véi mot bén 14 tap hop nhiéu
bién doc 1ap.

Tuong quan va hoi qui phi tuyén nhiéu bién: Xét méi quan hé tuong quan va
hoi qui phi tuyén gitia mot bén 1a bién phu thudc véi mot bén 1a tap hgp nhiéu
bién doc lap.

Thong thudng dé gidi quyét cac bai toan tuong quan va hoi qui trong khi

tugng, khi hau can phai tién hanh cac buéc sau:

1)

2)

3)

4)

Xac lap dudc dang thiic cia moi lién hé tuong quan, tic 1a tim ra dang héi qui
thich hgp: Tuyén tinh hay phi tuyén, néu la phi tuyén thi cu thé 1a dang nao.
Danh gia dugec mtc do chit ché cia cic méi lién hé theo nghia quan hé tuong
quan.

Bing phuong phap nao d6, xac lap biéu thic giai tich ctia phuong trinh héi qui
x4p x1 moi lién hé tuong quan, ttc 1a xay dung ham héi qui. Trong khi tugng,
khi hau phuong phap phé bién dé xay dung ham héi qui 14 phuong phap binh
phuong t6i thiéu.

Panh gia @6 chinh xac va kha nang st dung ciia phuong trinh hoi qui.

5.2 Tuong quan tuyén tinh

5.2.1 Hé sé tuong quan téng thé

Xét hai bién ngdu nhién X, va X,. Khi d6 phuong sai caa tong (hiéu) hai bién

dugce xac dinh bdi:
DX, £X,] =M[X,; £ X,) - M(X, + Xy)]* = M[(X; - MX))*+ (X; - MX,)]* =

= M[(X, - MX))*] + M[(X, - MX,)’] + 2M[(X; - MX,)(X, - MX,)]=
= D[X,] + D[X,] = 2 M[(X, - MX))(X; - MX;)]=

=yt Ugp 2 21y,

trong d6 pu;, 1a mémen tuong quan gitia X; va X,, ;; va ly, tuong ng la phuong sai

cua X, va X,. Néu X, va X, khong tuong quan véi nhau thi:

DIX, + X,] = D[X,] + D[X,], suy ra p,; = 0.
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Do vay, nguoi ta dung p;, lam thuée do mic dé tuong quan gitta X; va X,. Vi
1, 12 mot dai lugng c6 thi nguyén (bang tich tht nguyén ciua X, va X,) nén dé
thuan tién trong viéc so sanh, phan tich thay cho p;, ngudi ta dung dai lugng vo

thd nguyén:

=_Ho (5.2.1)

P12 =
VH11H22

va dudc goi 12 hé s6 tuong quan gitia hai bién X, va X,. Ngudi ta goi p;, 1a hé s6
tuong quan tong thé hay hé sé tuong quan 1y thuyét va 1a mét hang s6.

Hé s6 tuong quan c6 cac tinh chat sau day:

1) Hé s6 tuong quan nhan gia tri trén doan [-1;1]: -1 < p;, < 1.

That vay, ta co:
D[ﬁ»} ok H[ﬁ;x MMX D[JEX MMX m :
ol ol o e+ ()

1 1 1 M2
= DX, + DX, 22—, =2+2—12_=2(1+p;,)) 20
DX] DX2 1/DX1DX2 vV H11H122

Hay 1 £+ p;, >0 = dpcm

2) Diéu kién can va du dé |p12|=1 1a X; va X, ¢6 quan hé ham tuyén tinh.

Diéu kién du:
Gia st ta c6 quan hé ham tuyén tinh gitia X, va X,: X, =a + bX,, v6i a, b 1a

cac hé s6 hang s6. Khi dé:

iz = M[(X,-MX))(X;-MX,)] = M[(X,-MX)(a + bX,—a-bMX,)]=
= M[b(X, -MX,)’] = by,
Hay = M[(X;-MX,)’]=M[(a + bX;~a-bMX,)’] = b*M[(X,-MX,)*] = b*u;,

p  _ by b {1 khib >0

Vay pi = =
’ \/HIIHZZ \/bzulzl |b|

-1 khib< 0

Diéu kién can:
X, X
JDX; DX,

T hé thtc D{ }2 2(1 + p;y) ta co:
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Né’u(liplz):Othi{ X + X

+ = C = Const
JDX; DX, } one

Tu d6 suy ra X, = + /% X, + C 4/, , tic 1a gitia X, va X, ton tai quan hé ham
11

tuyén tinh.
Do tinh chat nay nén hé s6 tuong quan dugc xem 1a dai luong dac trung cho
mitic do tuong quan tuyén tinh gitia hai bién.

5.2.2 Hé sé tuong quan mau
Cho hai bién khi quyén X,, X, v6i n cép tri s6 quan sat:

Xe1, Xeof = (X1, X12), (K21, X29)50005 (Xn1, Xno)}

Khi d6 mémen tuong quan miu — uée lugng cia mémen tuong quan tong thé
W, — gitia X; va X, duge xac dinh bdi:

1 n R _ — p—
Ry, = HZ(XH X)X —Xp) = (X X)Xy —X3) (5.2.2)
t=1
va hé s tuong quan mau:

1 & — —
*Z(th =X )(Xyp —X3)
0

= _lo (5.2.3)
\/111122

ry, = | o
\/Zml -x))? \/Z(xtz -x,)?
Ny Ny
trong d6:
n - - 2 9 . , A T1A ) N 4
li, = > (xq —X))(X2 —X,) =nRy, 14 tong cua tich cac do 1léch cua X, va X, so véi
t=I

trung binh cua chung.

I, = (th —x_1 = nsl2 — téng binh phuong cac d6 léch cta X, so véi trung binh

M=

t=1
9 P
cua no.

n
Ly, = Z(xt2 -X,) = ns% — tong binh phuong cac d léch ctua X, so véi trung binh

—
—_

cua no.
- 1 n - 1 n R
X] =—D. Xy, Xy =— 2 X, — trung binh cua X, va X,
Ny N
Hé s6 tuong quan mau r,, 1a udc lugng ciia hé s6 tuong quan téng thé p,,. Néu
P12 12 moét hing s thi trai lai r;, 12 mot dai lugng nglu nhién. Nam 1915
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R.A.Fisher [3,5,6] da tim ra biéu thiic chinh x4c cia ham mat d6 xac suét ciia hé s&

tuong quan mau r,, trong trudsng hop phan bé déng thoi cia X, va X, 1a chuén:

n-3 n-1 i
EW=—2 () 2 (1-r?) 2 z(n““ Ly 2e0)

e = (5.2.4)
i=0 :

v6i -1 <r<1.0 day, dé tién biéu dién ta da thay ky hiéu r,, bang ky hiéu r.
Béng phép bién d6i chudi luy thita v& phai cta biéu thiic f,(r) ngudi ta da thu
duge dang khac d61 véi mat do xac suit cua r:

n-1

£,(r) = “—;2(1—;)2)7

741 nf
14 dx (5.2.5)
0

1-prx)" ™ 1= x>

A

Ta thdy réang phan bd cta r chi phu thudc vao dung lugng mau n va hé s6
tuong quan tong thé p. Khi n = 2 thi f,(r) = 0, diéu d6 phu hgp véi su kién hé s&
tuong quan dugc tinh tir tAp mau chi c6 2 quan tric phai bang +1.

Ky vong ctia hé s6 tuong quan mau r: M[r] = p

Phuong sai ciia hé s6 tuong quan mau r:

2 4 4 4
D[r] = P (H40 H04 " [p) n Mzzz I o % Y . O K )
4n Hzo Hoz Haol20 K11 MiiM2o  Hi1lo2

trong d6 W= M|(X, —MXI)i (X, —MXz)j]— cac mOmen trung tam bac i+j.
Pé thuan tién trong tinh toan thuc hanh, nhat 14 viéc udc lugng khoang cho
p, nguoi ta thuong diung phép bién d6i sau day caa Fisher:

1 1+p
z——lo —, = —log— 5.2.6
Slog—, 6= Jlog-— o (5.2.6)

Fisher da chiing minh dugc ring ngay ca véi nhiing gia tri n khong 1én 1am
bién z ciing phan bd x&p xi chuén véi gia tri trung binh va phuong sai duge cho béi
biéu thic gin dung sau:

—rs_ P -
M[z]—(;+2(n_l),D[z] — (5.2.7)

Vi vay khoang tin cay cua ¢ v6i d0 tin cay 1-a la:

r _u 1 s r ‘u 1 )
2n-1) *<n-3" 2m-1) “n-3

trong d6 u, nhan dudc tit phan bd chuén N(0,1) bsi hé thiic: P(|u| >u,) =o. Tu d6 ta

(z— (5.2.8)

nhan dugc khoang tin cay cua p.
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n-2

1-r2

Trong truong hop p = 0 thi biént =r c6 phan b Student v6i n-2 bac

tu do. Hé s tuong quan mau r 1a udc lugng viing nhung chéch ctia hé sé tuong

2
quan téng thé p véi d6 chéch bing % Do d6 khi tinh toan thuc hanh néu
n

nhan dudc r = 0 thi diéu d6 khong cé nghia 1a p bang 0. Va ngudgc lai, néu r=0 thi
ciing khong hén 1a p khac 0. Néu dung lugng mau nhé thi mic du p = 0 nhung gia
tri cta r lai c6 thé c6 y nghia. Vi vay ta cin kiém tra xem d6 16n caa r c6 § nghia
thuc su hay khong, hay néi cach khac can kiém nghiém d6 r6 rét caa r.

Pé kiém nghiém, ta dit gia thiét H,: p = 0. Thay p »~ r, v6i giéi han tin ciy ban
d4u d thi khi H, dung ta ¢6 P(|rf|>d)= a.

= ;, t(x: #
\ll—rz/\/n—2 \ll—rz/\/n—2

Khi d6 néu H, ding thi: P(|t|2ta) =o . Bién ¢ trong (5.2.9) c6 phan b Student

Pt £ (5.2.9)

(t) v6i n—2 bac tu do. Tt d6 ta xac dinh dugce t,. Va chi tiéu kiém nghiém sé la:

Néu |t|2 te thibacbd H, va dua ra két luat r 16n ro rét

Néu ||< to thi ch&p nhan H, va k&t luan r khong 16n rd rét.

Vidy 5.2.1 Tu tap mau {x,, y;, t=1..11} ta tinh dugec hé s6 tuong quan r,,=0.76.
Hay cho biét v6i gia tri nhan duge nhu vay thi hé sé tuong quan cé 16n rd rét khong
néu lay mtc y nghia 0=0.01?

Dé tra 10i cau hdi dat ra ta cAn kiém nghiém gid thiét: H,: r,,=0. Muén vay, ta
0.76

Ty _

Vi-2/dn—2 V1-0762 /411-2

t, ti phan bo Student: t,=St(11-2,0.01) = 3.25.
Vi [t|=3.51> 3.25=t, do d6 ta bac bo gia thiét H, va dua ra két luan r,, 16n rd

tinh dai lugng t= =3.51. Tt a=0.01 ta xac dinh dugc

rét.

Ngoai viéc kiém tra d6 rd rét clia hé sé tuong quan, trong thuc t& ngudi ta con
danh gia su c6 nghia ctia né. D& xac dinh su c6 nghia cia r trude hét ta tinh gia tri
H= |r|\/nT = H(n, r). Tuong tng véi cac gia tri dung lugng mau n khac nhau, khi
cho trudc d6 tin cay p, tra bang ta sé tinh dudc tri s6 t61 han H, cia H: H, = H(p,n).
Trong bang 5.1 da cho cac gia tri t61i han H, ting véi cac dd tin cay p va dung ludng
mau n khac nhau.

T d6 chi tidu kiém nghiém su c6 nghia cta r sé 1a:

Néu H(n,r) > H,(p,n) thi két luan r c6 nghia véi d6 tin cay i

Néu H(n,r) < H,(p,n) thi két luan r khong c6 nghia véi do tin cay p.
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Bang 5.1 Gia tri t6i han Hy(p,n)

p p

n 0.90 0.95 0.99 0.999 n 0.95 0.99 0.999
10 1.65 1.90 2.29 2.62 25 1.941 2.475 3.026
11 1.65 1.90 2.32 2.68 26 1.941 2.479 3.037
12 1.65 1.92 2.35 2.73 27 1.492 2.483 3.047
13 1.65 1.92 2.37 2.77 28 1.943 2.487 3.056
14 1.65 1.92 2.39 2.81 29 1.493 2.490 3.064
15 1.65 1.92 240 2.85 30 1.944 2.492 3.071
16 1.65 1.93 2.41 2.87 35 1.947 2.505 3.102
17 1.65 1.93 242 2.90 40 1.949 2.514 3.126
18 1.65 1.93 2.43 2.92 45 1.950 2.521 3.145
19 1.65 1.93 2.44 2.94 50 1.951 2.527 3.161
20 1.65 1.94 2.45 2.96 60 1.953 2.535 3.830
21 1.65 1.94 2.45 2.98 70 1.954 2.541 3.190
22 1.65 1.94 2.46 2.99 80 1.955 2.546 3.209
23 1.65 1.94 2.47 3.00 90 1.956 2.550 3.219
24 1.65 1.94 2.47 3.02 100 1.956 2.553 3.226

0 1.960 2.576 3.291

5.2.3 Cach tinh hé sé tuong quan mau
Cho hai bién ngau nhién X, X, v6i n cédp tri sd quan sat:

{X15 Xeof = (X115 X12), (Xa15 X29)50005 (Xn1s Xno)}
Tu tap mAu nay cé thé tinh hé s6 tuong quan gitia X,, X, theo cac phuong
phéap sau day.
5.2.3.1 Phuong phdp tinh truc tiép

Phuong phap truc tiép tinh hé s6 tuong quan mau 1a tinh theo cong thtc (5.2.3).
Thé nhung, trong thuc hanh ngudi ta thudng bién d6i va dua né vé dang khac.

Ris = (x; =x)(X3 =X3) = XX = XX + XX = XXy = XjX5 —X(X;

%, 1

—_— 1 n 1 n n
= XXp—X( Xy T — X XX —— 2 Xy — 2 X (5.2.10)
N N Ny

st = (xp=x)7 = (x))7 = 2x;x; +(x1)* = (x))7 = (x,)

n

Z(th)z_(iixﬂ)z (6.2.11)
t=1

1
0
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Tuong tu ta coé:

1 1o
$3 = =2 (xp) — (=Y x,,)* (5.2.12)
n_ ni
K&t hop (5.2.10)—(5.2.12) ta nhan dugc: r,, = 12 (5.2.13)
5187

Hodc c6 thé tinh theo cong thiic:

n
quxtz -
t=1

1 n n
-2 X4 2 X2
_ |

ryy =

(5.2.14)
\/zm)z LSk, szz ~LEx,)?
t=1 n t=1 n

Vi du 5.2.2 Trong bang 5.2 dan ra s6 liéu quan tric tong lugng mua thang 1

cua hai tram ma ta dit ching 1a hai bién X,, X, va két qua cac budc tinh trung

gian theo cong thiic (5.2.14). Cot thi nhat chi s6 thi tu ndm (t). Hai cot tiép theo

ctua bang chiia s liéu hai chudi {x,;} va {x,,}. Cot thi tu 1a tich ting cip (x.,X.s), hai

cot cudl cung chiia binh phuong cac gia tri x,; va x,,. Dong cudi cung cua bang la

téng theo tiing cot.

Bang 5.2 S6 liéu luong mua thang 1 va nhiing két qua tinh trung gian

t Xy Xi2 Xy X2 (xu)?* (Xi2)?
1 10.6 191 202.46 112.36 364.81
2 0.9 11.8 10.62 0.81 139.24
3 9.6 86.9 834.24 92.16 7551.61
4 2.0 16.4 32.80 4.00 268.96
5 38.3 12.4 474.92 1466.89 153.76
6 0.9 9.6 8.64 0.81 92.16
7 46.7 26.8 1251.56 2180.89 718.24
8 142.5 48.7 6939.75 20306.25 2371.69
9 68.2 28.9 1970.98 4651.24 835.21
10 54.1 87.4 4728.34 2926.81 7638.76
11 25.9 66.1 1711.99 670.81 4369.21
12 41.3 42.7 1763.51 1705.69 1823.29
13 11.8 37.7 444 .86 139.24 1421.29
14 5.0 55.1 275.50 25.00 3036.01
15 30.0 104.1 3123.00 900.00 10836.81
16 21.8 33.9 739.02 475.24 1149.21
17 26.0 39.0 1014.00 676.00 1521.00
18 6.0 38.0 228.00 36.00 1444.00
19 15.0 116.0 1740.00 225.00 13456.00
Téng 556.6 880.6 27494.19 36595.20 59191.26




D61 sanh véi ting thanh phan trong (5.2.14) ta c6: n=19

S x Xy =27494.19, L3k S x,, =556.6+880.6/19=25796,
t=1 L |

(x,1)> =36595.20, l( x,)? =16305.45
tl tl
t=1 n

3 (x,,)? =59191.26, (3 x,,)? =40813.49
t=1 n

Sau khi thay vao va tinh ra ta dude r,,=0.087894.

5.2.3.2 Phuong phdp bién doéi tuong duong.

Khi gia tri cua cac thanh phan trong chudi kha 16n viéc tinh toan truc tiép
theo cac cong thiic (5.2.10)—(5.2.14) thudng gép trd ngai, phic tap va dé gay sai sd,
nh4t 14 qua trinh tinh todn dudc tién hanh thu céong. Do d6, trong nhiéu trucng
hop, dé don gian ta st dung phép bién ddi sau day:

a=dixy =G (*)

2 =dax =Gy %)
trong d6 d,, d,, C,, C, 1a nhiing hdng s6 nao d6, ma trong nhiing trudng hop cu thé,
& dudge chon sao cho thich hgp. Chdng han, khi xt 1y chudi s6 liéu nhiét do ta thay
ching thudng dao dong xung quanh tri s6 20 (°C), vay c6 thé chon C=20; cac gia tri
khi 4p thuong 1én xuéng quanh gia tri 1000 (mb) thi chon C=1000,...

V6i phép bién ddi (¥), (**) ta cé:

Y€ .= Voo TGy

X, = , Xy =
tl d1 t d2
Hay Xl :LCI j:LCz
d, d,
y, +C Ly +C, y,+C Ly +C
Suy ra Z( tl 1 ld 1)( t2 2 2d 2)
d 1 d, 2
= T DY) = g
dd Ya =YD Y2 d,d,
Tuong tu ta dudc: 1, = 11—21, 1y, = %
h d;
1 BT
Do dé: re= =i — 1, (5.2.15)

\/111122

\/ Il \/ “122

Nhu vay, qua phép bién d6i (*) va (**) hé s6 tuong quan van khéng bi thay d6i.

127



5.2.4 Ma tran tuong quan

Trong thuc t& ta thuong gip nhiing bai toAn ma 6 d6 doi hoéi phai khao sat
moéi quan hé tuong quan gitia cac bién khac nhau ctia mot tap nhiéu hon hai bién.

Khi d6 ta khong chi c6 mot hé sd tuong quan ma 12 mot ma tran tuong quan.
Xét tap hgp m bién ngau nhién X, X,,..., X,. Hé s6 tuong quan téng thé giiia
cac bién X; va X, dugc xac dinh bdi hé thie:

_ M

Pk = 77—
A Hiitkk

trong d6 p;, 14 mémen tuong quan gita X; va X,, p; la phuodng sai cua X;. Tap hgp

,ik=1..m (5.2.16)

cac hé s6 tuong quan pj, 1ap thanh ma tran tuong quan:

P11 - Pim
PR =] o (5.2.16)

Pmi -+ Pmm

Ma tran tuong quan 14 mot ma tran doi xing cé cac phan ti trén dudng chéo
chinh béng 1.
Néu X,;, j=1..m, t=1..n 1a s6 liéu thuc nghiém cta cac bién X; thi uéc lugng ry

cua py, duge xac dinh bdi:

1 n - N
*Z(th _Xj)(th —Xy)
0

(5.2.17)

rjk =

\/limj X)) \/1i<xﬂ< —x)’
n ni

n
> x,; la trung binh ctia bién X, j=1..m.

— 1
trong d6 x; = —
0

Tap hop cac hé s6 tuong quan rj, cang 1ap thanh mot ma tran doi xtng:

rl] cee rlln
@)= (5.2.17))

ml mm

5.2.5 Khao sat méi quan hé tuong quan giira hai bién

Viéc danh gia méi quan hé tuong quan gitia hai bién c6 thé dugdc tién hanh
thong qua viéc xem xét hé s6 tuong quan gitia ching tinh dude tir tap mau. Gia tri
tuyét doi ciia hé sé tuong quan cang 16n thi méi quan hé tuyén tinh gitia hai bién
cang chat ché. Hé s6 tuong quan duong phan anh moéi quan hé cung chiéu (dong

bién), ngudc lai, hé s6 tuong quan 4m biu thi méi quan hé nguge (nghich bién)
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gitia hai bién. Tuy nhién, nhu da chi ra trong muc 5.2.1, khai niém hé s& tuong
quan dugc trinh bay trén day méi chi cho phép ta danh gia dudc m6i quan hé tuyén
tinh gitia hai tap mau.

Thuc té& trong nhiéu truong hodp, khi khdo sat mo6i quan hé gitia hai bién,
nguoi ta chua can hodc tham chi khong can nhiing két qua tinh toan chinh xac cta
hé s tuong quan, ma trudc hét muoén biét bic tranh khai quat vé quan hé gitia hai
tap mAu dé tir d6 dua ra quyét dinh cho nhiing buée xt 1y ti€p theo. Pa s8 trong
nhiing truong hop nhu vay ngudi ta thudng quan tdm dén kha ning ton tai moi
quan hé tuong quan tuyén tinh gitia cac bién khao sat. Khi d6 thay cho viéc tinh hé
s6 tuong quan trén day, ngudi ta cé thé xay dung cac d6 thi diém biéu dién su phu
thuodc hoac tinh cac hé sd tuong quan gian ludc.

Ngay nay nhd c¢6 phuong tién may tinh, viéc biéu dién d6 thi diém dé khao sat
s6 b su phu thudc tuong quan gitia cac bién da trd nén phd bién va rat cé hiéu
qua. D6 thi diém théng thudng dudc biéu dién trén hé toa do vudng géc trong mit
phez{ng, v61 hai truc toa do biéu thi su bién thién caa hai bién X, Y (hay X,, X,). Mdi
mét cip quan tric {x,, y, dudc biéu dién bdi mét diém trén mat phing. Can ci vao
su phan b6 cta tap hop cac diém nay ta c6 thé danh gia dude quan hé gitia cac bién.

Hinh 5.1 d&n ra mét vi du d6 thi diém biéu dién méi quan hé gitia nhiét do t6i
cao (T,) va nhiét do t6i thap (T,) trong nhiing ngay thang 1 ¢ mot tram. Tu d6 thi
ta c6 thé thdy su phan bd “hdn loan” cta tap hgp cac diém trén méat phing. Co
nhiing chd cac diém qui tu kha day dic nhung ciing c¢6 nhiing chd chi rai rac 1-2
diém. Su phan b6 tan man d6 cia cac diém biéu thi méi quan hé “kém chit ché”
gitta hai y&u t6 T, va T,. Tuy vay, xét mot cach téng thé ta thdy gita hai yéu t&
nay ton tai su phu thuodc 1An nhau: Dudng nhu nhiét d6 t6i thap bé c6 lién quan téi
gia tri cua nhiét do to6i cao bé, va nhiét do to61 thap 16n c6 xu huéng kéo theo nhiét
do toi cao 16n. Ngoai ra, do thi con cho thay trong khoang nhiét @6 T, tu 12-18°C
moi lién hé gitia T, va T, c¢6 vé yéu hon nhiéu so véi truong hop gia tri T, nim
ngoai khoang do.

Viéc chia tap s6 liéu ra lam hai truong hop c6 mua va khong mua sé lam da
dang héa d6 thi, cho phép khao sat ty my hon méi quan hé gitia hai bién. Hién
tugng cac diém tng véi trudng hop c¢6 mua qui tu vao khodng nhiét d6 t6i thap ti
12-18°C gdi cho ta mot nhan dinh rang trong nhiing ngay c6 mua moi quan hé gitia
hai bién trd nén “kém chéit ch&” hon. Mit khéc, diéu d6 1am cho ta lién tudng dén
xac suat c6 dieu kién da xét trude day.

V6i muc dich danh gia mtc do tuong quan tuyén tinh gitia hai bién mot cach
nhanh chéng nhung khong can dd chinh xac cao ngoai viéc stt dung phuong phap

d6 thi diém d6i khi ngudi ta con tinh hé s6 tuong quan hang (range correlation
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coefficient). Khac véi hé s6 tuong quan ma ta da xét, hé sé tuong quan hang dugc
tinh khong phai véi chinh céac gia tri ctia s6 liéu ma véi thit hang lén bé cua ching
trong toan tap mau. Nghia 1a tit t4p mau ban dau {x,, y,, t=1..n} ta bién ddi thanh
tap méi {u,, v,, t=1..n} trong dé u,, v, tuong tng chi cac thanh phan x,, y, duoc xép
th bao nhiéu trong bang xép hang ti nhé nhit dén 16n nhat cua mdi chubi. R
rang, cac tap cac thanh phan cta tap méi phai théa man 1 < u,, v, < n. Hé s6 tuong

quan hang dudc tinh bdi cong thic:

63D}
Frapge = 1 — — 15— (5.2.18)
n(n—1)(n+1)

trong d6 D, = u, — v, 1a hiéu gitia cac thi hang cta x, va y, trong tiing chubi.

35 7 Tx
°
30 T+
o Khong mua
o C6 mua l¢)
25 +
oce °
[ ] [ ]
20 + ° o °
°o o ° e O % )
e ® o
° o o °
15 1
o Tm
4 0 4 8 12 16 20

Hinh 5.1 D6 thi diém biéu dién su phu thudc gitta T,va T,

Vidu 5.2.3 Bang 5.3 dan ra két qua tinh hé sé tuong quan hang cho tap mau
nhiét do t61 thap (T,) va nhiét do t6i cao (T,). Cot thi nhat va cot thi hai chtia s6
liéu ban dau. Cot 3, 4, 5 chiia cac gia tri tuong ting cia T, T, trong tap ban dau va
két qua xép hang ching. Cot 6 va cot 7 chtia gia tri hang ctia tiing thanh phan
tuong dng trong cot 1 va cot 2. Cot cudi cing 1a hiéu gidia cac hang. Chéng han,
u,=4 c6 nghia la tng véi T,,=12.8 & cot 1, khi d6i chiéu gia tri nay 6 két qua xép
hang (cot 3 va cot 5) ta nhan duge hang caa T,,, bang 4. Tuong tu nhu vay véi v,=8
(gia tri T,,=20.6, tim gia tri nay 6 cot 4 roi doi chiéu sang cot 5 ta c6 hang bang 8).
Hiéu D, = 4-8=—4.

St dung két qua tinh trung gian & bang 5.3 két hop véi cong thic (5.2.18) véi
n=10 ta nhan dudc r,,,,. = 0.4546.
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Bang 5.3 Tinh hé s6 tuong quan hang

S4 liéu ban dau Két qua xép hang S6 liéu xép hang

Th T, Th T, Hang Uq Vi D,
(1) (2) (3) (4) (9) (6) (7) (8)
12.8 20.6 1.7 16.1 1 4 8 -4
16.1 20.0 4.4 18.0 2 9 7 2

14.4 18.6 10.0 18.3 3 6 5

1.7 18.0 12.8 18.4 4 1 2 -1
4.4 16.1 13.9 18.6 5 2 1 1

10.0 18.4 14.4 18.9 6 3 4 -1
13.9 22.8 14.8 20.0 7 5 9 -4
14.8 23.0 15.0 20.6 8 7 10 -3
15.0 18.3 16.1 22.8 9 8 3

17.2 18.9 17.2 23.0 10 10 6

5.3 Hoi qui tuyén tinh mét bién

5.3.1 Khai niém vé hdi qui

Xét moi quan hé gitia hai bién ngdu nhién X va Y. Khi d6 c6 thé xay ra hai

truong hgp sau day:

e Gifia ching c6 méi quan hé phu thuéc ham néu ton tai mot ham f nao d6 sao
cho c6 thé biéu dién duge X = £(Y).

e Gifia ching c6 m6i quan hé phu thudc théng ké néu mdi gia tri x cua X tuong
ing v6i mot ham phan bd (hodc ham mat do) c6 diéu kién F(y/x) (hoic f(y/x))
cua Y. Ta goi mé1 quan hé phu thudc nay 1a su phu thudc tuong quan gitia hai
bién ngau nhién.

Pé nghién ctiu méi phu thude tuong quan gita hai bién X va Y trén co sé tap
mau quan tric {(x,y,), t=1..n} ta cAn phai chon dang ly thuyét ctia phan bd déng
thoi F(x,y), hodc dang ham mat d6 déng thdi f(x,y), sau d6 phai uéc lugng cac tham

s6 nay. Tu d6 ta tim dugc mat d6 phan b6 cé diéu kién:

fylx) = L) gy = L) (5.3.1)
f,(x) f,(y)
trong d6 f,(x), f,(y) 12 cAc ham mat do riéng caa X va Y.

(Cht ¥ ring, trong muc nay va mét s6 muc tiép theo ta da thay déi mét cach
tu nhién ky hiéu cac bién ngiu nhién X, Y thay cho ky hiéu truéc day van dung la
X,, X,. Su thay d6i nay hoan toan khong anh hudng t6i ban chit ctia van dé. Tuy
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nhién, do théi quen c& hiiu trong toan hoc, néu ta dung ky hiéu méi nay thi khai
niém ham (Y) va doi s6 (X) té ra dé chap nhan khi trinh bay ?!. Sau nay, ta sé quay
lai ky hiéu truée day).

Nhu vay viéc nghién ctu su phu thudc tuong quan nhu trén 14 hét stic cong
kénh va phic tap. Do d6 trong thuc t& ngudi ta chi giéi han xét méi quan hé phu
thudc gitia X va mot s6 dic trung cé diéu kién cua Y, nhu ky vong, trung vi, mét,...
trong d6 phd bién hon ca 1a nghién cttu méi quan hé gitta X va ky vong c6 diéu kién
M[Y/X]:

my(x) = M[X/Y =x] = T)yf(y/x)dy (6.3.2)

—00

Va ngudi ta goi su phu thudc nay la phu thudc héi qui: Hoi qui cua Y lén X. Hé
thic (5.3.2) thong thudng dugde biéu dién duéi dang:

y = my(x) (5.3.3)

Quan hé (5.3.3) dugdc goi 12 phuong trinh héi qui I hay duong hoéi qui I. Néu
quan hé nay 12 mot ham tuyén tinh thi héi qui dudc goi 14 héi qui tuyén tinh. Tuy
nhién, trong truong hop tong quat (5.3.3) 1a moét ham bat ky.

Mot tinh chit quan trong ctia héi qui I 1a tinh cuc tiéu:
Néu ta tim dugc mdt ham g(X) sao cho M[Y - g(X)]* — min
thi g(X) = M[Y/X], hay g(x) = m,(x). (5.3.4)

Vi quan hé (5.3.3) 1a mot dudng bat ky ma viéc biéu dién giai tich né néi
chung r&t kh6 khan, tham chi khong thé dudc cho nén trong thuc té€ thay cho
(5.3.3) nguoi ta x4p xi né trong mot 16p ham f xac dinh nao d6 da biét:

y ~y = f(x) (5.3.5)
Trong truong hdp nay ham héi qui tim duge goi 14 héi qui II. Néu ham héi qui
IT dudc x4c dinh bing phuong phap binh phuong t6i thiéu thi né dude goi 1a hdi qui

binh phuong trung binh. Trudng hop don gidn nhat ctia héi qui binh phuong trung
binh 14 héi qui binh phuong trung binh tuyén tinh—f(x) 12 ham bac nhAt.

Tu nay tré di, néu khéng néi gi thém, ta sé hiéu héi qui II 1a héi qui binh
phuong trung binh va dugc goi mot cach don gian 1a hoéi qui II.
Né&u héi qui IT (5.3.5) 1a tuyén tinh, khi d6 ta c6 thé viét:

Y =fX) = a + X
Hay 5\1 =f(x) = a + Bx

132



Ta c6 thé ching minh dude rdng dé f(x) x4p xi t6t nhAt theo nghia binh
phuong t6i thiéu ctia hdi qui I thi cac hé s6 o va B sé dude xac dinh bdi:
a = M[Y] - BM[X], B = m/un
trong d6 p,, 12 moémen tuong quan gitia X va Y con p,; = D[X]. Ta sé& quay trd lai
van dé nay khi trinh bay cach xac dinh cac hé s6 hoi qui thuc nghiém ma ching 1a

ude lugng cua o va B trong muc sau.

5.3.2 Xay dung phuong trinh hdi qui tuyén tinh mét bién tir sé liéu thuc
nghiém

Cho hai bién khi quyén X va Y véi n cip tri s6 quan sat {(x,, y,), t=1..n}. Xét
su phu thudc hoi qui II ciia Y 1én X 14 héi qui tuyén tinh, tic la:

y~§y =a,+ax (5.3.6)

trong d6 a, va a, 1a cac hé s6 phai tim. Chung 1a cic gia tri udc lugng cua tham s
1y thuyét o va B trong phuong trinh § = o + Bx.

Véi cac tri s6 quan sat x, ciia X ta cé cac gia tri cia Y tinh dudc theo (5.3.6) la:

Vi = a8, + aix,, (t=1..n) (5.3.6)

Céc tri s6 quan tric thuc nghiém y, va gia tri tinh toan (uéc lugng) ctia Y theo
(5.3.6’) sai khac nhau mot lugng bing 8, =y, — ¥,, chiing dugc goi 14 sai s cia phép
x&p xi y = m,(x) bdi (5.3.6). D& phép x4p xi nay la t6t nhat theo nghia binh phuong
t61 thiéu cac hé s6 a, va a, phai dude xac dinh sao cho téng binh phuong cac sai s&
8, phai dat nho nhat:

no, & 0 ]
e ZZ(Yt_yt) — min
t=1 t=1
Xem rang téng cac binh phuong sai s6 nhu 14 ham ctaa cac hé s6 a,, a,, khi d6
ching phai théa méan diéu kién:
n ) .
R(a,,a,) = 2. (y~¥)" — min (5.3.7)
t=1

Ngudi ta da ching minh dudc ring, dé R(a,,a,) dat cuc tiéu thi cac dao ham

riéng cua R(a,,a,) theo a, va a, phai déng thdi triét tiéu:

OR(ay,a;) _ OR(a,,a;)
oa

0

o aa1

Tt d6 ta nhan dude hé phuong trinh véi cic 4n sb a, va a;:
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n
M:_ZZ(yt_ao—alxt):O

oa, t=1
R@o2) _ 5% (y, —a, —ayx)x, =0
0Oa, t=1

Z(Yt —4a, _alxt) =0
Hay: =l (5.3.8)
Z(Yt —a,—a;x)x, =0

t=1

=

Twu phuong trinh thi nhat trong hé (5.3.8) ta cé:
2 (yi—a,—a;x)=0.
t=1
Suy ra: a,= y—a,x (5.3.9)

Thay (5.3.9) vao phuong trinh thi hai cua (5.3.8) ta nhan dudc:

n n
2 (yi—a,—ax)x = X (y - y+ax—a;x)x, =0
t=1
Hay - VX - AR (X =X)x =0
= t=1
n —
PACTESILY
Do dé: a, = &—
> (X =x)x,

t=1

n - n _
Vi Y (y,—y)x=0 va ) (x,—x)x=0 nén ta co:
t=1 t=1

pCTR I N CTRY MR 3 (A C P B

a, = S— = = — = 1—y (5.3.10)
Z(Xt -X)X; — 2 (X  — X)X > (x4 —X)2
t=1 t=1 t=1

Hay: a; = lﬂ = IXY\/; = xy\/; A (5.3.11)
lxx \/lxx yy\/— \/— Tyy SX

Nhu vay, phuong trinh (5.3.6) v6i cac hé s6 a, va a; dugc tinh theo (5.3.9) va
(5.3.10) hod#c (5.3.11) xac dinh méi quan hé héi qui II ctia Y 1én X. N6 duge goi 1a
phuong trinh hoi qui tuyén tinh mot bién (mot bién ddc 1ap). Ngudi ta goi Y (hay y)

142 bién phu thudc, con X (hay x) 1a bién doc lap.
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Néu khoéng xét truc tiép tap so liéu {(x,,y,),t=1..n} ma thay cho né ta st dung

tap so liéu chudn hoa {( th ,y;), t=1..n}:

DXy =X Y-y
_ 2t _Jt
Xt = s Yi =
Sy Sy

thi, bing cac phép bién ddi tuong tu trén day ta nhan dugc:

ag=0 va a; =r,

Vidu 5.3.1: T s6 liéu nhiét do thang 5 tram A (bién Y — c¢ot 1) va tram B

(bién X - cot 2) cho trong bang 5.4, sau khi tién hanh cac buéc tinh trung gian (6

cac cot tiép theo) ta nhan dugc:

X =25,9; y=22,9;1,, = 7,588; 1,,= 18,624;

a, = 1,/1,= 7,588/18,624 = 0,407;
a,=y —a,. X=22,9-0,407 x 25,9 = 12,361;

Vay phuong trinh hoéi qui tuyén tinh gitia Y va X c6 dang:
y=12,361 + 0,407.X

Bang 5.4 Cac buéc tinh hé s6 hoi qui gitia y va x

y X y-y x— X (y-y)(x-X) (x— X )A2
22,7 27,7 -0,2 1,8 ~0,4048 3,0976
23,8 26,0 0,9 0,1 0,0522 0,0036
23,7 26,5 0,8 0,6 0,4312 0,3136
21,3 24,3 -1,6 -1,6 2,6732 2,6896
22,5 28,0 -0,4 2,1 -0,8858 4,2436
25,1 27,4 2,2 1,5 3,1682 2,1316
23,3 25,9 0,4 0,0 ~0,0148 0,0016
23,8 24,4 0,9 -1,5 ~1,3398 2,3716
21,2 24,3 -1,7 -1,6 2,8372 2,6896
21,9 24,9 -1,0 -1,0 1,0712 1,0816

§=22,9 X 25,9 l,=7,5880 ,=18,6240

5.3.3 Phan tich phuong sai phuong trinh hdi qui tuyén tinh mét bién

Phuong trinh héi qui y=a,+a,;x 1a hé thtc biu thi méi quan hé tuyén tinh

gitta hai bién Y va X. Tuy nhién, do nhiing dao dong nglu nhién ma cac diém thuc
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nghiém (x,, y,) néi chung thudng phan bd xoay quanh dudng thing héi qui, tic 14 ¢6
su sai khac gitia y, va §,. Mat khac, cac gia tri quan tric y, cia Y cling dao dong
bién d6i xung quanh gia tri trung binh ;/ (hinh 5.2). Nhiing dao dong cua y, xung
quanh ;r thuong do nhiéu nguyén nhan giy nén. Phan tich phuong sai 1a xem xét
vai trd ctia cac nguyén nhén tao nén nhiing bién déi caa Y.

Miic d6 bién dong cta Y dude danh gia thong qua téng binh phucng cac do

léch cua y, khoi gia tri trung binh cta né:

56.0

46.0

27 29 31 33 35 37 39

Hinh 5.2 So d6 phan tich phuong sai
Tu hinh 5.2 ta thiy, mdi mo6t thanh phan y, — ; c6 thé dugc tach thanh téng
2 thanh phan: Su sai léch cua y, so v6i dudng hoi qui va su sai léch ctua gia tri hoi
qui ¥, so v6i trung binh y:

Yt _§=(Yt =Y+, _g’)

Do d6: L= Y|y-50+ G- =
t=1

Il
M::

m)+zwr&f+2i@r&m%—%
t=1 t=1

-
1l
—

n _ n —
Vi 2 =I0F YY) =2 (Vi —a, —ax )@, +ax, —y)=
n _ _ _ _ _
ZZ(Yt _y_alx_alxt)(y+alx+alxt _y):
t=1

_ T OTTN 2,02 T2 2.2 _
- n(al(xy_XY)_al (X -X )) - I.xysxsy arsy = 0
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Nén 1y, = Z(Yt_g’t)z"'Z(S’t_;’)z =Q+U (5.3.12)
t=1

t=1

trong d6 Q=Y (y -5, U= Y@ -y’ (5.3.13)

t=1 t=1

Ngudi ta goi U la tdng binh phuong cac bién sai héi qui, con Q 14 téng binh
phuong cac bién sai thing du. Nhu vay téng binh phucng cac do 1éch caa y khéi gia
tri trung binh 1a su déng gép cta téng binh phucng cac bién sai héi qui va tong
binh phuong cac bién sai thing du.

Ta th&y d6i v6i mot tap mau thi y khong d6i, do d6 su bién d6i §, 1a nguyén
nhan gdy nén su bién d6i cia U. Pai lugng U dic trung cho mic déng gép ciia nhan

t6 hoéi qui trong d6 phan tan cia Y. Con Q dic trung cho su déng gép ngoai hdi qui.

Ta cé:
LA T2 e 2 _ 2 -2
U= > -y) =D (a,+ax,—a,—a;x)" =a; » (X, —x) " =
t=1 t=1 t=1
2 1Xy
= lxx =a, _lxx = allxy
Q = 1yy -U= lyy - allxy
U  aly 1)2< 2
Do d6 —=—F =" =, (5.3.14)
1yy 1yy lxxlyy

Nhu vay, U cang 16n khi r,, cang 16n. Tic 1a U cang 16n thi mtc do tuong
quan tuyén tinh gitia X va Y cang chit ché.

l,,—U
Q_lw =1—£=1—r§y (5.3.15)
1}’)’ lyy lyy

« cang 16n thi Q cang bé. Hoi qui dude goi 1a tot nhat (y
tudng) néu téng binh phuong cac bién sai thiang du Q = 0. Khi d6 rfy=1, tat ca cac

Tut d6 suy ra rang, r

diém thuc nghiém déu nidm trén dudng hoi qui. N&éu Q cang bé thi hédi qui cang tét,
diéu d6 ciing c6 nghia 1a néu U cang 16n thi hoi qui cang cé hidéu qua.
5.3.4 Su dao dong clia cac diém thuc nghiém xung quanh duéng héi qui

Tu (5.3.15) ta thay rang khi rfy=1 thi Q = 0. Nhu vay ta c6 thé dung dai lugng

Q dé do mic d6 dao dong cta cac diém thuc nghiém xung quanh dudng héi qui. Tuy
nhién, theo (5.3.13) tht nguyén caa Q bang binh phucng tht nguyén cua Y. Hon
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nita, s0 bac tu do cua 1, 1a n-1, cia U 1a 1 (1 nhan t6), do d6 sd bac tu do cua Q 1a
n-2. Chinh vi vay thay cho Q, trong thuc té ngudi ta st dung dai lugng:

Q
— (5.3.16)

w
I

lam thudc do mitc d6 dao ddng clia cac gia tri thuc nghiém xung quanh tri s6 hoi
qui. Gi4 tri cua s cang nho thi cac diém thuc nghiém cang ndm sat dudng héi qui.
Pai luong s duge goi 1a chuén sai thang du. Vay chuéin sai thing du 1a thuée do
phan déng gép trung binh ctia nhan t6 ngoai héi qui doi véi sai s6 ctia phép héi qui.
Noi cach khac, s 1a chi tiéu phan anh d chinh xac ctia hoi qui.

Khi #1 thi cdc diém thuc nghiém khéng ndm trang hoan toan trén dudng

Ty
héi qui ¥ = a, + a,x va sy tdn man nay c6 thé thiy dudc thong qua s6 liéu thuc t&
(hinh 5.2). Vay mot van dé dat ra la @ing v6i mdi gia tri x, xac dinh, quan hé giiia y,
va §, s& nhu thé nao?

Theo (5.3.16), n6i chung cac tri s6 y, cia Y dao ddong xung quanh y, v6i mtc
trung binh 1a s va ngudi ta da xac dinh dugc rang su phan bé cta y, xung quanh §/t

gan v6i phan bé chuén. Tuc la:

yt € N(S}t ’S)
Hay N =ue N(0,1)
S
Tit d6 ta co: P(lyt—yt|<s)=P(|yt‘9t|<1J= ! _l[e_;tzdtzO.GS
s 1) Vond

Nhu vay, xac suét dé cac gia tri y, dao déng xung quanh ¥, trong khoang 1s
bing 68%. Hay néi cach khéc, c6 khoang 68% sé diém thuc nghiém nidm trong
pham vi +1s ké tit dudng héi qui.

Bang cach tinh tuong tu, ta cé:
Py, —9,|<2s) ~ 0.95 va Py, - §,|<3s) ~ 0.997

Tic 1a c6 khoang 95% s6 diém thuc nghiém roi vao mién ¥, +2s va 99.7% s6
diém roi vao mién ¥, +3s. Vay hau nhu tat ca cac gia tri y, du ndm trong khoang

Vi E3s.

5.3.5 Danh gia chat lugng phuong trinh héi qui

C6 thé nhan thdy ring, viéc danh gia chat lugng phuong trinh héi qui (5.3.6)

la "t6t" hay "khong tot" hodc "x4u" can cd vao hé sd tuong quan r,, hodc theo gia tri
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chuén sai thang du s, du sao vAn mang dang ddp dinh tinh. Trong thuc t& ta cin
khéng dinh rdng phuong trinh héi qui § = a, + a,x ¢6 dung duge hay khong.

Nhu da biét, phuong trinh héi qui ¥ = a, + a;x dude xay dung trén co sé tap
cac s6 lidu thuc nghiém. N6 14 uéc lugng tot nhat cua phuong trinh héi qui ly
thuyét. Tuy nhién chat lugng ctia né lai phu thudc vao miic @ quan hé tuyén tinh
gitta X va Y. P& khéng dinh kha ning dung dugc cia phuong trinh nay ta cin xac
dinh xem Y c¢6 thuc su phu thudc tuyén tinh vao X hay khéng, ttc cAn kiém nghiém
gia thiét:

H:a,=0
Néu H, ding thi phuong trinh héi qui khong dung duge. Mudn vay ta lap bién

_ U(n-2)
Q

f (5.3.17)

2

n B |:Z(Xt =x)(y¢ — Y)}

trong do: U= (3, —vy)? =ajl,, = =
t=1

i(xt _;)2
t=1
Q = 1yy -U
Nguosi ta da ching minh dude rdng néu gia thiét H, ding thi f c6 phan bd
Fisher véi (1, n—-2) bac tu do: f € F(1, n-2). Tu d6, véi xac sudt pham sai lam loai I
(o) cho trude ta coé:

Pf>F,) =a
Va chi tiéu kiém nghiém la:
Néu f > F, thi bac b H,, ttc 1a phuong trinh héi qui ¢6 thé dung dudc.

Néu f < F, thi chdp nhan H,, ttc 1a khong thé st dung phuong trinh hdi
qui @€ mo ta quan hé tuyén tinh gitta X va Y.

Vi du 5.3.2: T hai day sé liéu {x,,y,, t=1..62} ta xay dung dugc phuong trinh
héi qui tuyén tinh dang y = 312.9 — 0.565x (a,=312.9, a,=—0.565). Véi hé s6 tuong
quan r,,=0.1298 ta thiy méi quan hé tuong quan gitta X va Y rat yéu. Vay phucng
trinh héi qui tim dugc c6 ¥ nghia st dung hay khéng, néu ldy mic y nghia a=0.01?

Bai toan duge dua vé viéc kiém nghiém gia thiét H,: a,=0. Muén vay, trudc
hét ta tinh cac dai luong Q va U, sau d6 tinh f theo cong thtc (5.3.17). Két qua
nhan duge f=1.767.
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Mit khac ta ¢6 n=62, a=0.01 khi tra bang ho#c tinh truc ti€p ta nhan dugdc
F,= Fy,,(1,60) = 7.08. So sanh f va F, ta cé6: f=1.767<7.08=F,, ttic la gia thiét H,
dudc chdp nhan (a,=0). Vay ta két luan phuong trinh héi qui tim duge khong co ¥
nghia st dung.

5.3.6 Hdi qui binh phuong trung binh truc giao

Hoi qui ching ta vita xét trén day 14 héi qui binh phuong trung binh, trong dé
nguyén 1y binh phuong t6i thiéu duge 4p dung cho téng binh phuong cac khoang
cach tit cac diém thuc nghiém dén duosng hdi qui theo phucng song song véi truc
toa do (Oy) (hinh 5.2).

Trong nhiéu trudéng hop, thay cho viéc xét dudng héi qui kiéu d6, ngudi ta xay
dung mét duong hdi qui khac dua trén nguyén téc: trung binh binh phuong céc
khodng cach (ngén nhét) tit cac diém thuc nghiém dén dudng thing hdi qui 1a nhd
nh4t. Hay néi cach khac, néu goi d, 1a khoang cach tit diém (x,,y,) dén duong thing
hoéi qui L (Hinh 5.3) thi L phai thoa man diéu kién:

M[d?] ~ L 3d, = min

0

27 29 31 33 35 37 39
Hinh 5.3 Héi qui binh phuong trung binh truc giao

Khi d6 phuong trinh dudng hoi qui sé dugc xac dinh bdi:
(x — mysing — (y — my)cosp =0 (5.3.18)

Véi: m, = M[X], m, = M[Y], ¢ 14 gbc gitia truc Ox va duong L, nhan gia tri
duong khi quay ngudc chiéu kim dong hé.

Khi x = m, thi y = m,, va dudng L di qua tAm phan phéi chung cua X va Y. D6

ciing 1a diém cit nhau cta hai dudng héi qui.
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Pai lugng M[d?] duge xac dinh sao cho dat cuc tiu d6i véi L ¢6 thé duge xem

nhu 14 mémen quan tinh va bang:

M[d?] = M[(x — m,)sing — (y — m,)cos¢]* =

= Gi sin? o+ G?, cos? -y, Sin20
5. 4 Tuong quan phi tuyén. Ty sd tuong quan

5.4.1 Ty s& tuong quan téng thé

Xét hai bién ngau nhién X va Y. Nhu d4a thay trong muc 5.2, hé s6 tuong quan
P12 chi do miic d quan hé tuong quan tuyén tinh gitia ching. Vi vay néu chi dung
|p12| dé danh gia mitc d6 tuong quan néi chung gitta X va Y thi chua diy du, béi c6

thé gitta ching vAn c6 thé tén tai méi quan hé tucng quan khong tuyén tuyén tinh
nao dé ma ta goi la tuong quan phi tuyén. Do d6, bén canh hé s6 tuong quan ta sé
xét mot dai luong khac goi 1a ty s6 tuong quan.

Ta c6 phuong sai cua Y:

DIY] = M [(Y ~M[Y]) |2 M|(Y =m, (x))+ (m, (x) - M[YD))? =
= M|(Y —m, () [+M |(m, (x) - M[Y])? [+2M (Y —m, (x))(m, () - MY ])|
Trong d6 m(x) 1a ky vong c6 diéu kién cua Y véi diéu kién X=x. Hang thit ba
trong vé phai ctia hé thiic nay bang khong, nén:
DIY] = M|(Y —m,, (x))]+ M|, (x) - MY )?] (5.4.1)
Chia hai vé ctia biéu thiic nay cho D[Y] ta dugc:

- My -my0r| |l eo-mrvy?)

D[Y] D[Y]

" M|y =m, 02| M, 0 -MrY))?]
ay 1- =

DY] D[Y]

Dt Q = M|(Y = m, (x)2], U' = M|, (x)-M1YD)?],
2 ,
n?=1- My —my 2] o (5.4.2)
D[Y] D[Y]
2 '

ta co: n? = Ml(my(x)—M[Y]) J - U (5.4.3)

D[Y] D[Y]
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Dai lugng n duge goi 1a ty s6 tuong quan gitia X va Y. Vi n>0 nén thay cho n
ngudi ta thuong dung n

Tu (5.4.1), (5.4.2) va (5.4.3) ro rang 0 < n? < 1. Tri s n? = 1 khi va chi khi
M (Y—my(x))2]= 0 con n? = 0 khi M[(my(x)—M[Y])2]: 0. Nhu vay n? dic trung cho
mitc do quan hé phu thudc ham gitia X va Y. Néu n? cang 16n thi su phu thuéc ham
gitia hai bién cang chit ché.

Theo (5.42) ta c6: Q' = M[(Y—my(x))z]. Néu x4p xI my(x) bdi dudng hoi qui
tuyén tinh my(x) *ry =a +Bx thi Q' = Q" = M[(Y—oc—BX)z].

Vay nén Q"= M[(Y—my(x)+my(x)—(x—BX)2]=

=M [(Y —my(x))” +(my (x)—a—BX)* +2(Y —m, (x))(m, (x) - 0. — BX)]
=M [(Y - my(x))2]+ M [(my(x) —a—BX)? ]+2M (Y = m,, (x))(m, (x) - o0 - BX)

Hang thi ba v& phai bang khong nén:
Q"= M|y - m, () [+ M|m, (x) -0~ px)? |2
=Q+M [(my(x)—oc—BX)z] (5.4.4)

Vi hang thi nhat vé& phai khéng phu thudc vao o, B do d6 Q" dat cuc tiéu khi
cac hé s6 o, B 1am cho hang thi hai dat cuc tiéu. Tic la:

Q"= Q" khia=M[Y]-BM[X], B=p,°2. (5.4.5)
01

trong d6 (c,)* = D[X], (5,)* = D[Y].
Tu d6 ta co:

"oin = M| (Y =(M[Y]-py, %M[X])—Plz%[x])z}
1 1

=M ((Y—M[Y])—plz%(X—M[X]))Z}:
1

' 2
= M|y MY [+ pd, %M[(X ~MIXD?]- 2ppp 22 M[(Y - M[Y])(X - M[X])]=

1 G1

2, 2 2 2 2 _ 2 2
= Gy * P1202 —2P1203 = 02(1 - P12) (5.4.7)

Két hop (5.4.4), (5.4.2) va (5.4.6) ta nhan dudc:
Q = Q" - M(m, (x)- 0 -BX)’J=

= 62(1- ph) - M|m, (x)—a—px)?] (5.4.7)
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1y

2)

3)

4)

5)

Thay (5.4.7) vao (5.4.2) va dé § ring D[Y] = o3 ta dudgc:

G321~ p) —M|(m, (x)— o~ pX)?

o3

T]Z:l_

1
Hay n?= ph +—M [(my(x)—oc—BX)z] (5.4.8)
O3
Tu d6 ta thdy rang:
n? = 0 khi va chi khi m(x)=const, tic 1a khi dudng héi qui 1a dudng thang nidm
ngang, do d6 p;, = B = 0 va hang thi hai triét tiéu.
n* = 1 khi t4t cd cac diém thuc nghiém déu ndm trén dudng y=m,(x), diéu nay
xay ra khi gitia X va Y ton tai quan hé ham thuc su.
Vé6i nhiing gia tri trung gian cua n? hé thic (5.4.2) cho thiy n® dic trung cho
miic d6 tap trung cta cac diém thuc nghiém xung quanh dudng héi qui.
Khi y = m(x) 14 duong thing thi hang tha hai trong (5.4.8) triét tiéu, do d6
n’= 9122-
Vi hang tha hai caua (5.4.8) khéng 4m nén trong truong hop y = m,(x) 14 mét
dudng bat ky nhung khong phai 1a duong thing thi n? luén luén 16n hon p3
mot lugng; lugng d6 dac trung cho do léch cua dudng y = my(x) so véi duong
thingy = a +px (hinh 5.4).

56.0

46.0
y=o+pfx———|
41.0

36.0

31.0 ]

26.0
27 29 31 33 35 37 39

Hinh 5.4 Budng héi qui | va dudng héi qui Il

5.4.2 Ty s6 tuong quan mau

Ciang nhu hé s6 tuong quan, dé phan biét véi ty s6 tuong quan téng thé n? ta

sé ky hiéu ty s6 tuong quan mau la {2 Mic du ky hiéu nay khong phé bién, nhung

du sao né sé gitp ching ta 46 nham 14n trong khi trinh bay.
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Xét hai bién ngiu nhién X va Y véi n cép tri s6 quan sat {(x,, y,), t=1..n}. Tu
cac hé thic (5.3.12), (5.3.13), (5.4.2) va (5.4.3), ty s6 tuong quan mau gitia X va Y
dugce xac dinh bdi:

=

11 (5.4.9)

n
trong doé Z(yt , VO §=my(x).

Ty s6 tuong quan mau la mét uée lugng cla ty s6 tuong quan tong thé. Tu hé
thic (5.4.8) ta ciing c¢6 thé nhan dude mot dang khac clia ty s6 tuong quan mau
bang cach thay cac dai lugng trong dé béi cac udc lugng tuong ting ctiia ching:

%i[(my(xt)—ao —ax)’ (5.4.10)
t=1

=t
Sy

Hé thtc (5.4.10) tu ban than né da phan anh diy dt moi noi dung viia trinh
bay trong muc trudc. Ching ta sé khéng nhéc lai 6 day nita. Sau day ching ta sé
dua ra cach tinh ty s6 tuong quan mau.

C6 thé nhan thdy rang cac biéu thic (5.4.9) va (5.4.10) déu chta dai lugng
m,(x) 1a ky vong c6 diéu kién cua Y theo X ma trén thuc té ching ta khong biét. Do
vay dé tinh ¢? tit s6 liéu thuc nghiém ta sé tién hanh theo cac buée sau day [3]:

1) Can ct vao tap mau ta tién hanh phan nhém cac chudi. Gia st chudi {x,}
dugc phan thanh K nhém, chubi {y,} dudc phan thanh L nhém, ta di xac dinh cac

tan so thuc nghiém nj;:

n; = S6 truong hop thoa man diéu kién x, thudc nhém i va y, thudc nhém j,
(1=1..K, j=1..L))
Y
X Nhém 1 Nhém 2 Nhém L Téng
Ya) Y2) Yy

Nhom 1: x4, Ny Ny, n, n,
Nhom 2: X, Ny, Ny, N, n,
Nhém K: X, Nk4 Nk4 Ny, Ny

Téng n, n, n, n

N , X, Yo 1a tri s gitta cia nhom i (d6i véi x) hodc

Il
—

HII

L
trong d6: n; = > n;, n;
nhém j (d61 véi y).
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2) Tinh cac dai lugng:

L L L
_ _ _ 2
A= Znin(j) , B= Z‘in.jY(j) , C= Z:ln.j(Y(j))
j= =

=1

3) Tinh cac dai lugng:

2 2

A1 K 1 K A2
—L=— X0y | - DEYX— Zny =y
n; (J 11J @ “n, §7(Jj) S,

4) Tinh ty s6 tuong quan theo cong thiic:

K1 (L 2 1L 2 D)
- ;nijy(j) “alZrYo ] p-B

CZ — i=1 1, j= — n

. 2 B2
c_2_
ZnJ(y(J))z [ZHJY(J)J n

i=1

5.4.3 Hoi qui phi tuyén mot bién

Xét hoéi qui II gitia hai bién khi hau X va Y. Khi quan hé giiia ching khong
phai 14 quan hé tuyén tinh ta c6 thé xdy dung phuong trinh héi qui phi tuyén.
Muén vay trudc hét cAn xem xét sy phu thudc tuong quan gitia ching dé tir d6 xac
lap dang ham c6 thé x&p xi.

Sau khi d& quyét dinh chon 16p ham phu thudc biéu thi méi lién hé gitia Y va
X, nguyén tic chung dé xay dung dudng héi qui 14 tuyén tinh hoa cac thanh phéan
phi tuyén bing cach dat bién méi roi dua vé trusng hgp héi qui tuyén tinh da xét &
muc 5.3.

Trong khi tugng, khi hau ching ta thudng gip cac dang héi qui phi tuyén sau
day:

1) Dang hyperbol

a4
y=a,+—
X

Phép tuyén tinh hoa dudgc thuc hién bang cach dit %= x' va phuong trinh da
cho dugdc dua vé dang méi: y = a, + a;x".
2) Dang luy thua
y = agx"

Bang cach légarit hoa hai vé ta dugc: logy=loga,+a,logx va dat logy=y',
logx=x', loga, = a,, khi d6 phuong trinh dugc dua vé dang:
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y'= a, +ax'
3) Dang ham mii
y = a,el*
LAy l6garit tu nhién hai v& roi diat Iny = y', Ina, = a}, ta dugc:
y'=a) +a;x

4) Dang loga
y = a, + a;logx
bat logx = x' ta duge dang méi:
y = ao + alxv
5) Dang da thitc bdc cao
Y= a,+ax+a,x° +a3x° +..+a, x"

Diéu can luu 1y 6 day 1a dé xac dinh cac hé sé a; (i=0..m) thi bac cta da thiic
phai nhé hon sb cap quan trac (x,y,), t=1..n, it nhat mot don vi, tdc la m<n-1.
Trong truong hop d6, cac hé s a; sé dude tim théng qua viéc giai hé phuong trinh
dai s tuyén tinh sau day:
an+a; > x+a,> x> +..+a, > x"=Yy
agY X422 X2+, X +..a, Y x™ =Y xy

apY x?+a Y +a, Y xt o ra, Y x™ =Y xy (5.4.11)

ag> x™+a, Y x™ ra, S x™ 24 S xM™ =Y x"y

trong d6 4n s6 1a cac a; (i=0..m).

Khi m=1 hé (5.4.11) tuong duong véi hé (5.3.8) va phuong trinh héi qui tré vé
dang tuyén tinh quen thudc.

Nhu vay, dé tim m+1 hé s6 a; (i=0..m) ta cAn phai giai hé m+1 phuong trinh
dai s6 tuyén tinh, trong d6 bac cao nhét ctia x bang 2m. Bac da thiic cang cao thi
duong hoéi qui cang di sat cac diém thuc nghiém. Khi bac da thtc bing n-1 thi
dudng cong da thiic s mé ta chinh xac cic diém thuc nghiém. Trong trudng hop
nay phuong trinh héi qui sé khong c6 tac dung moé ta qui luat phu thuoc ctia Y vao
X, vi lic d6 tat cd cac nhiéu loan cua thuc nghiém chta dung trong sé liéu quan
trdc ban dau dugc bao toan. Mat khac khi bac da thic cang cao thi viéc tinh toan
cang trd nén phic tap va sai s6 méc phai do tinh toan cang 16n. Chinh vi vay, trudc
khi tinh toan ching ta cin tién hanh chon bac t&i vu ctiia da thic xap xi.

146



Diéu can luu ¥ 1a trong quan hé héi qui phi tuyén néi chung hiéu qua cua
phuong trinh héi qui gidm di. Mat khac, viéc xac dinh dang ham hoéi qui théng
thuong phai tién hanh bing thuc nghiém. Bsi vay dé chon duge dang ham thich
hogp, khong con cach nao khac 14 phai thu di thi lai nhiéu lan.

5.5 Hoi qui tuyé&n tinh nhiéu bién

5.5.1 Mit héi qui

Trong muc 5.3.1 ching ta d& xét hoi qui I gitia Y 1én X ma phuong trinh hoi
qui dudc mé ta bdi hé thiic (5.3.2) va (5.3.3), trong d6 ta xem Y 1a bién phu thudc
con X 1a bién doc 1ap. Phuong trinh hoi qui I gitia Y 1én X 14 mét dudng cong y =
my(x). Ta cling c6 thé mé rong khai niém nay cho truong hop nhiéu bién.

Ta xét m bién ngiu nhién X,, X,,...,X,, v6i phan bd déng thoi f(x;, X,..., X,).
Khi d6 héi qui I gitia X, lén X,, X,..., X, dudc dinh nghia bdi hé thiic:

X; = ml(X27"'7 Xm) = M[XI/X2:X29"'9Xm:Xm]:

+00
=[x (%) / Xgers Xy ), (5.5.1)

trong dé6 f(x,/x,,..., X,) 12 mat do c6 diéu kién cta X, khi X,=x,,...,X,,=X,,.
Phuong trinh (5.5.1) 1a qui tich ciia nhiing diém (m;, X,,...,X,,) v6i moi gia tri
6 thé cb cha x,,...,X,, va ngudi ta goi né 1a mat hoi qui I:
x; = m;(Xy,..., X,,) (5.5.2)

Trong truong hgp téng quat (5.5.2) 1a mot mat bat ky va trén thuc t& ta kho
c6 thé biét duge dang thic giai tich cta né. Béi vay trong tinh toadn thuc hanh
ngudi ta thuong xap xi n6é vao mot 16p ham f nao d6 da biét:

m;(Xg,..., Xp) & X;=f(Xy,..., Xpn) (5.5.3)

va dugc goi 1a héi qui II ctua X, 1én X,,...,X,.. N&u ham f thuoc 16p ham tuyén tinh
thi méat héi qui duge goi 14 mot siéu phdng. Khi d6 ta c6 phuong trinh héi qui tuyén

tinh nhiéu bién:

)21 = Bl + BZXZ +..t Bmxm (5.5.4)

Hay X, =By + BXy +oot BrXe (5.5.5)

O day B; (i=1..m) 1a cac hé s6 héi qui ma ching dude xac dinh sao cho x4p xi (5.5.3)
14 t6t nh4t theo nghia binh phuong t6i thiéu. Nhu vay vé& phai biéu thic (5.5.4) 1a
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ubc lugng tuyén tinh t6t nhat cla X, theo cac X,,...,X,, v6i nghia cuc tiéu hoa dai

2
lugng M{X1 —([31 + iBiXiﬂ :

i=2
m 2
M |:X1 - [Bl + ZBIXIJ:| — min
i=2

5.5.2 Xay dung phuaong trinh hdi qui tuyén tinh nhiéu bién thuc nghiém

Cho m bién ngiu nhién X,,....X,, v6i n bd tri sd quan sat {X., Xi...,Ximbs
(t=1..n). Xét hoéi qui II 1a héi qui tuyén tinh gitia X, 1én cac X,,...,X,,. Ta can xay
dung phuodng trinh:

)21 = Bl + BZXZ +..+ Bmxm

biéu thi méi phu thudc tuyén tinh ctia bién phu thudc x, vao m—1 bién doc lap x,,...,
X, trén co sd tap s6 lidu thuc nghiém {x,, Xs,...,Xmt. TUc 12 ta di xac dinh céac uéc
lugng cua cac B; (i=1..m). Ky hiéu a; (i=1..m) 1a cac udc lugng do6, bai toan dude dua
vé viéc xac dinh cac gia tri a; (i=1..m) sao cho phuong trinh:
m
X; Ta;+ax, ot agx,=a; + Y ax (5.5.6)
i=2
14 uéc lugng tuyén tinh t6t nhat cua xap xi (5.5.3) trén co sd tap sd lidu cé dudgce.

Diéu d6 tuong duong véi viéc can phai xac dinh cac a; (i=1..m) sao cho:

2
R(al7"'7am) = Z(th _ﬁtl)z = Z(th _[al + zaixijJ —> min
t=1

t=1 i=2
m
trong d6 X,= a,+ . a;x,; 12 cac gia tri hoi qui cua x, 1én x, (i=2..m), R(a,,...,a,,) 1a
i=2
ham cta m bién a,,...,a,,.
Ngudi ta da ching minh duge ring diéu kién can va du dé R(a,,...,a,) dat cuc
tiéu 1a cac dao ham riéng cta R theo cac a; dong thoi phai triét tiéu:

OR(aj,...,a,)
oa.

1

=0, 1=1..m)

Diéu d6 ciling c6 nghia 1a cac a; phai thoa méan hé:

m
[th —a; - Zaixti] =0
i=2

M=

t=1

(5.5.7)

M=

[th —a- Zaixﬁ]xtk =0,(k=2..m)

t=1 i=2
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P4y 1a hé m phuong trinh dai s6 tuyén tinh v6i m &n 14 a,,...,a,. Pang thic
tht nhat trong (5.5.7) cho ta:

m 1 n m 1 n
z Xt1 al_zalxtl = - zxtl_al_z_zalxtl 0
t=1 i=2 n o i=21 =]
P m P
Suy ra X;—a;— ».a{X; =
i=2
R m R
hay al =X1 —Zaixi (5.5.8)

Thay (5.5.8) vao ddng thtc thi hai trong (5.5.7) ta dugc:

n - m N m
Z th_(xl_zaixiJ_zaixti Xg =0
i=2 i=2

t=1

1 n S m — m
Suy ra _Z(thxtk — X Xg 2,8 XXg ~ zaixtixtkj =0
oy i=2 i=2
1 n 1 n ___ 1 n m J— 1 n m
Tu do:  — X xyXg —— XXX +— 2 28X Xy —— 2, 2.aiXXy =0
L o ) N g—1i=2
R m R —
hay (XX —X X ) — 2.8 (XiXx —XjXy) =0 (5.5.9)

i=2
Vi (x,x; —X;X;)=R;, 12 mémen tuong quan gitta X, va X, (k=2..m)
(XX _X_ig):Rik = Ry, 14 mOémen tuong quan gita X; va X, (1,k=2..m)
Do d6 (5.5.9) c6 thé dudc viét lai dusi dang:
i=2

P4y 14 hé m—1 phuong trinh v6i m—1 4n s6 a; (i=2..m). Giai hé nay ta sé dudc
cac a;. C6 nhiéu phuong phap giai hé (5.5.10), nhu phuong phap gan ding, phuong
phap ma tran nghich dao, phuong phap khii Gauss,... 0 day ta dua ra nghiém cuaa
(5.5.10) theo phuong phap Cramer:

a. =%, (i=2..m) (5.5.11)

trong d6 D 1a dinh thtc cua ma tran (Rii), (1, k=2..m), 12 ma tran nhan dugc tt ma

tran (Ry;) bang cach bd di hang 1, cot 1, con D; 1a dinh thiic cia ma tran nhan dude
tit ma tran (R,) bing cach thay cot thi i bdi vecto (Ryy), (k=2..m):
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m
D= R32 R33 R3m
Rm2 Rm3 Rmm
R22 R2,i71 R12 R2,i+1 R2m
D. = R32 R3,i—1 R13 R3,i+1 R3m
Rm2 Rm,i—l le Rm,i+1 Rmm

TU cac hé thic (5.5.8) va (5.5.11) ta hoan toan xac dinh dugc cac hé s6 a;
(i=1..m). Thay ching vao (5.5.6) ta dudc phuong trinh héi qui phai tim.
Thay cho tap s6 liéu ban dau {x,;, Xu,....Xim!, (t=1..n), néu ta xét tap sb liéu

chuén hoa qua phép bién ddi:

xj =i % (=1, m) (5.5.12)
i
18 —
trong d6 s; = —Z(xﬁ —xi)z , thi phuong trinh (5.5.6) sé c6 dang:
Ny
m
X =aj+ Y ajx] (5.5.13)

i=2

J— m J—
Va cac hé s aj, (i=1..m) s& dugc xac dinh béi aj=x]-> ajx}. Nhung, do
i=2

m
nén: a; =0, > Ryaj =Ry, (k=2..m), (5.5.14)
i=2

voi: Ry = (x|x} —x|x}) = ri, (k=2..m), Ry, = (x[x} —x{x})= 1y = ry, (1,k=2..m) trong
dé6 r;, 1a hé s6 tuong quan gitia X; va X,. Do dé:

,_Dj
A=t (5.5.15)
O day D' 1a dinh thic ciia ma tran (1), (,k=2..m), 12 ma tran nhan dugc tit ma
tran (ry) bang cach bé di hang 1 cot 1, con D! 1a dinh thiic cia ma tran dudc tao

nén tit ma tran (r;;) bang cach thay cot thit i bdi vecto (ryy), (k=2..m):

Iy Iz ... Doy

_ |32 Bz ... DBy
D'= ,

Tm2  Tm3 Tm
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2w i N2 Dy - Dy

o e B3 I3 By - B
[A— £} s
D =

L2 I’m,i—l Iim 1‘m,i+1 Lnm

Tu (5.5.14) va (5.5.15) ta c6 phuong trinh héi qui cho céc bién chuén hoa
(5.5.12) la:

m
=Y ax! (5.5.16)
i=2

5.5.3 Thang du va phuong sai thang du
Bay gic ta hay ky hiéu:
A la dinh thiéic ma tran tuong quan (Ry), (i,k=1..m)
M,; la dinh thtc ciia ma tran con cia ma tran (Ry) sau khi da bo di hang
tha k cot tha 1
Ay 1a phan phu dai s6 cia phan ti Ry, cia ma tran (Ry), Ay = (-1)". My
(R}; ;) 12 ma tran (Ry;) sau khi da d6i vi tri ctia cot tht nhat cho cot thi i.
D; la dinh thtc cia ma tran con cia ma tran (R}, ;) sau khi da bé di hang

thi nh4t, cot thi nhat.

Rll R12 cee Rl

m
— R21 R22 R2m
A_ ’
le Rm2 Rmm
Rll Rl,i—l R1,i+1 le
M. = R oo Ry Ry o Ryom
ki —
Rk+1,1 Rk+1,i—1 Rk+1,i+1 Rk+l,m
le Rm,i—l Rm,i+1 Rmm
Rli R12 Rl,i—l Rll R1,i+1 le
! —
(R kl.ll) - ces cee cee cee cee cee
Rmi Rm2 Rm,i—l le Rm,i+1 Rmm
R22 R2,i—1 R21 R2,i+1 R2m
D= ..
Rm2 Rm,i—l le Rm,i+1 Rmm
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Ta thay:

A, =M, =D, D; = (-1)\My;, A;; = (-1)™.M;; nén D; = A (5.5.17)
T (5.5.11) va (5.5.17) c6 thé nhan cach biéu dién khéc ctia cac hé s6 héi qui
a;:
a, = _ i (5.5.18)
Ay

Trd lai cong thite (5.5.6) va gia thiét ring cac x; =0, (i=1..m). Diéu nay hoan
toan c6 thé thuc hién duge, béi vi néu khong nhu vay thi thay cho cic bién x, ta sé
xét cic bién qui tam. Khi d6 hé s& a, = 0 va phuong trinh (5.5.6) tré thanh:

m
5\(1 = 89Xy +...+ anX, = Zaixi (5.519)

Xét dai lugng A=X; — X| =X — 24X (5.5.20)

m
dugc goi la thing du cua x, d61 v6i cac x,,..., Xy, khi d6 g, = x,,— Y a;x; 1& do léch cua

i=2
cic tri s6 quan tric thuc nghiém khoi gia tri hoi qui.
Thay (5.5.18) vao (5.5.20) ta dugc:
q=x, - Y (——x; 1+Z =y Sy, (5.5.21)
iz An X A11 - 2A11 a SAn
. - Ay
Ta thay q=>—x=— ZAth = — ZAth =0
i=1 811 A11 i=1 An i=1
. N 1 M 1 A khik =1

Do do: Xpd = —— 2 AXX; T — Y ARG = 14y

m
(vi khi k=1 thi YA R, = [Ry| = A)
i=1

Nhu vay théng du cua x, d61 véi x,,..., X, khéong tuong quan véi cac X,,...,X,,.
Twu d6 ta c¢6 hé thic:

X|q = — (5.5.22)
Dai lugng sé = q2 dudc goi la phuong sai thing du. Tu (5.5.21) ta cé:
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1 m m -
Sczl 2 ZAh IZAIka = 52 2 AARX X = ZAh[zAlkRklj

11 i=1 11 i=lk=1 111 1

m A khii=1
Vi ARy =
El e {0 khii # 1
1 A —
A AV
P —_— A
Suy ra: Sq¢ = X9 = — (5.5.23)
A

Vi q la dai lugng dac trung cho dd léch ctia cac gia tri x, khéi mat hoéi qui nén
c6 thé xem phuong sai thang du 1a thuée do mtc do x&p xi t6t nh&t thu dude khi
biéu dién x, bing t6 hop tuyén tinh caa cac x,,..., X

Khi m = 2 ta ¢é:

me

R R
Ry) = ( ! ”j nén: A =Ry, Ry, — Ry Ryy, Ay = Ry,
R21 R22

Mit khac Ry, =57, Ry=53, R;y= Ry =ry5s,5,, nén:

22 222

2 5182 =S18o0p _ (1 2 )

8q 5 =5 12
82

Pé y rang ky hiéu x, tuong duong véi bién y, nén $1=8y, I'1s=Ty,. Vay nén:

sfl = s12(1—r122) =% =32 chinh 14 binh phuong ctia chuén sai thang du ma ta da dé

cap dén trong muc (5.3.4).
Khi m>2, tw (5.3.12) ta cé:

n - n - n n —_
Z(th_xl)z ZZ(th_)Ztl'i')ztl_Xl)z Z(th th) Z(ﬁtl_xl

t=1 t=1 t=1 t=1

bit i(xtl —X_l)z = Lo

t=1

(th _fitl)2 =Q,

()A(tl _X_1)2 = U7

M= IDM=

-
Il
—

Ta dudgc:

Xlxl Q + U
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trong d6 l,;,;, Q va U ¢é ¥ nghia tuong tu nhu da néu trong muc (5.3.3). Tu day ta
thdy Q = q® nén Q chinh la tdng binh phuong cac thang du.

Ta c6: S6 bac tu docaal,,,, lan-1
Sé bac tu do cua U 1a m—1 (phu thudc vao m-1 bién)

Do d6: S6 bac tu do cua Q 1a n—m, tiic s6 nhan t6 tao nén sai s6 hoi qui bang

Bdi vay, thay cho phuong sai thing du sé , trong thuc hanh tinh toan nguodi ta

dung dai lugng:

s= |2 (5.5.24)

lam thuéc do sai s6 héi qui. N6 duge goi 1a chuén sai thing du.

5.5.4 Tuong quan riéng

Céc hé s6 tuong quan ry,; dude dung dé do mtic d6 tuong quan tuyén tinh gita
hai bién X, va X; va dudc goi 1a hé s6 tuong quan toan phan. Néu ta xét méi quan
hé gitia X, va X; déng thoi véi viéc xét m—2 bién con lai thi, d mot mice d6 nao d9, c6
thé xem do bién thién cua X, va X; 1a do su bién thién cta cic bién khac gy nén.
Dé loai trit anh hudng cla su bién thién cla cac bién khac dén su bién thién caa X,
va X ta sé& xét mo6i quan hé tuong quan riéng gitia ching.

Gia st c6 m bién X,...,X,,. Xét hai thing du:
m
QG =X~ 3%, Qe=X— )b (5.5.25)
i i=3

T muc (5.5.3) ta thdy g, va g, biéu thi phan con lai cia X, va X, sau khi trit
cac bién doé cho udc lugng tuyén tinh tét nhat cua ching theo cac bién X,,...,X,,. Vay
c6 thé xem hé s6 tuong quan gita hai thing du nay la d6 do mtc d6 tuong quan
gitia X, va X, sau khi da kht di phan cta dd bién thién do anh hudng ctia cac bién
X,,...,X,, gy nén. Ta sé& goi d6 la hé s6 tuong quan riéng cua X; va X, déi véi

Xs,..., X, va ky hiéu la ryy 4, .. Ta co:

__ Migq,] (5.5.26)
Miq; M|q3

Ti934..m

Bay gio ta hay xay dung céng thiic tinh r, 5, .. Muén vay, ta dua vao mot so
ky hiéu qui u6c ngoai nhiing ky hiéu da c6 6 muc (5.5.3):
(M;) 14 ma tran con cta ma tran (Ry) sau khi da b6 di hang thi j, cot tha j
Ajixi 12 phan phu dai s6 ctia phan tu M;;,; (hang k cot 1 cia My).

J
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Luu ¥ réng cic chi s8 i, j, k duge 14y tuong tng theo cac bién X;, X;, X,.

Khi d6, theo (5.5.23) ta c6:

2 _ 2l Ay A 2 _ 2_ A
o2 = Mlg2|= SBo= BB ol = qp= U (5.5.27)
2.11 11.22

—_ m m m
qqy = (Xl_zaixi}lz = Xqy — (Zaixi}lz = X9y — 2.3;X{q
i=3 i=3 i=3

Hang thi hai vé& phai bang 0 khi i#2. Do d6:

- - m
Q42 = X4 = X1(X2—zbixij
i=3

Ao . R
—=L (i=3..m) nén suy ra:

Vi b= -

11.22

Ay = X A% =—— D A0 XX; =

i=2811.22 1122 i=2
1 A
= A Y AR = - (5.5.28)
1122 i=2 11.22
Thay (5.5.27) va (5.5.28) vao (5.5.26) ta dudc:
_Ap
Sup - fp (5.5.29)

Ti934.m =
\/ All A22 \/Al 1A22
Al 1.22 Al 1.22

Mot cach téng quat, hé sd tuong quan riéng cta hai bién X,, X; d6i véi

m-2 bién con lai dudc tinh bdi cong thiic:

A,
Thitg, kol i, ioLitlm = ———— (5.5.30)
Ay Aj;
Truong hgp riéng, khi m = 3 ta cé:
Rii Ryy Ryg
(Riw) = | Ry Ry Ryg
R31 R3 Ry

R21 R23

Ry, Ry|~ —(R21Ry; — RysRy)) = =858, s% (115 —T23T51)

A = (_1)(1+2)

(1+1) R22 R23 2.2 2
Ay = (-1) Ry, Ry~ RyoRg3 — RygRas = s385(1-133)
Rll R13

=R Ry — RisRy = Slzsg (1 —r123)

— (2+2)
Agy = (-1) Ry, Ry
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Do d6:

—(RyR33 -Ry3Ry; _ I —Ty30p3

_ = (5.5.31)
JRR35 —RpR5)(RyR33 — Ry Ry5) \/(1 —153)(1-13)

Iigg =

Khi cac bién khong tuong quan véi nhau thi hé s6 tuong quan riéng biang 0,
con néu gitia cac bién cé tuong quan v6i nhau thi néi chung hé s6 tuong quan riéng
khac hé s tuong quan toan phan: ri5; . # 'y, va tham chi ching con nguge dau
nhau.

Cong thtc (5.5.31) cho thdy c6 thé tinh hé sé tuong quan riéng tit cac hé sd
tuong quan toan phan. Trong trudng hgp m > 3 ta cé cong thiic truy hoi sau:

_h234.m-1 ~lim34..m-12m.34..m-1 (5 5 32)

234.m = 5 >
\/a —m34.m-1) = m34 m-1)

Hay viét duéi dang ma tran:

Pl 2

I; =
12.34..m
\ Pl 1P22

trong d6 ky hiéu P, c6 ¥ nghia nhu A; nhung ma tran xudt phat 1a ma tran tuong

(5.5.33)

quan chuén hoa (r;).

Ciang nhu hé s6 tuong quan toan phén, ta c6 thé kiém nghiém do6 ré rét caa
r

cac hé s tuong quan riéng bing kiém nghiém t, véi t=
\/l—r2 //n—m

, trong d6 t ¢6
phan bd Student véi (n—m) bac tu do.

5.5.5 Tuong quan boi

Bay gid ta hay xét méi quan hé gitia X, va X,1a hdi qui tuyén tinh caa X, 1én
cac bién X,,...,X,. Ta c6 phuong trinh héi qui dugc xac lap trén co sé tap so liéu

quan tric {x,, t=1..n, i=1..m}:

m
X; = agXy tot apX, = D aix;
i-2

G day ta da gia thiét cac x; =0, (i=1..m). Ngudi ta da ching minh dugc ring
trong t&t ca cac t6 hop tuyén tinh ctia X, theo cac X; (i=2..m) thi X, c¢6 tuong quan
t6t nhat véi X,. Nhu vay c6 thé xem hé s6 tuong quan giita X, va X, 1a dic trung
tuong quan gitia mot bén 1a bién phu thudc X, va mot bén 1a tap hgp m—1 bién doc
lap X,,..,X,,. Ta sé& goi d6 1a hé s6 tuong quan boi hay hé s6 tuong quan tap hop va

ky hiéula r; o5 .-
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Hay: Tggm = e (5.5.34)
X%if
Ta co: x %= x;(x;—¢q))= X12 —Xiq1 = X~ X
trong d6 q; 1a thing du cta x; déi véi X,,..., X,,. Theo (5.5.23) thi
X9 = q12
Do d6: X% = xi - ¢} :sf—A:RU—A (5.5.35)
Ay Ay
& =(x—q)’ =xi +q7 -2x,q; = X7 +qi - 2x,q, =
=ge B A A_p A (5.5.36)
Ay A Ay Ay
Thay (5.5.35) va (5.5.36) vao (5.5.34) ta dugc:
A A
Ry AL Ry AL A
io3.m = L = L = .- (5.5.37)
\/R (R A ) R \/(1 A ) RyAp
1Ry ——— 114/ (=
Ay ARy
Hoéc dudi dang khac:
I123.m = 1—1 (5.5.38)
Py

trong d6 P 1a dinh thtc cia ma tran tuong quan chuan hoa, P,, 12 phan phu dai s¢
cta phan ti r;, cia ma tran tuong quan chuén hoa.

Theo [4] thi v6i ma tran doé1 xting va xac dinh duong (R, ta cé:

nén hé thic trong dau can cua (5.5.37) khong Am. Vay r, 55 ,, = 0.

V6i 1,95 » =1 c6 thé néi hdu nhu chic chin bién X, bang mot t6 hgp tuyén
tinh nao d6 caa cac bién X,,...,X,,. Khi d6 toan bd cac diém thuc nghiém déu nidm
trén siéu phing hdi qui. Hé s6 tuong quan béi r, .5 ,, bing 0 khi va chi khi t4t ca
cac ry; (i=2..m) déu bang 0, ttc 1a khi bién X, khong tuong quan véi bat ky mot bién

X,,...,X,, nao ca.
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Vi du 5.5 T nhiing sé liéu quan tric vé san lugng lda vu thu (x, — kg/ha) va
nhiét d6 khong khi trung binh mua déng nam trudec (x, — °C), nhiét d6 khéng khi
trung binh mua hé (thsi gian gieo tréng) (x; — °C), tong lugng mua trong sudt thoi
gian gieo trong (x, — mm) ciia khu vuc A trong 30 niam, ta cAn nghién cu méi lién
hé gitia x; va cac x,, X,, X, dé tit d6 tién hanh xay dung phuong trinh héi qui du bao
san lugng lia. Mudn vay ta tinh cac hé sé tuong quan cip, hé s6 tuong quan riéng,
hé s6 tuong quan boi va cac hé sd hoi qui.

Két qua tinh toan cho ta:

1) Ma tran tuong quan chuén hoa:
1 0.59107 0.41082 0.46120
059107 1 0.67028 0.31838
() = 0.41082 0.67028 1 0.10720

0.46120 0.31838 0.10720 1

trong d6 céc ry 1a cac hé s tuong quan giiia x, va x;. Bang kiém nghiém 6 rd rét
cua hé s tuong quan, ta thay tat ca cac ry, tri ry, va ry,, déu 16n rd rét v6i mic y
nghia 5%. Diéu d6 cho phép ta bac bd gia thiét vé su khong phu thudc cua x, vao
cac X,, X3, X,. Hon niia, t ma tran tuong quan ta cé r;, 16n hon r;; mot cach dang
ké. Nhu vay, hinh nhu nhiét d6 mua déng ndm trude c6 anh hudng dén san lugng
Ida hon la nhiét d6 mua he.

2) Cac hé sb tuong quan riéng:

r155=0.4666 r15,=0.0244 r1,,=0.3570
r1,,=0.5281 r15,=0.4096 r1,5=0.4602

Néu 14y mtc § nghia a=1% dé kiém nghiém db r6 rét cua cac hé s6 tuong
quan riéng trén day thi chi ¢6 r,,, 12 dat tiéu chuéin. Cac hé s ryy5 va 1y, 5 clng rat
gan v6i tiéu chudn nay. So sanh r,; (0.41082) véi cac rys, va Iy, ta thdy néu bd qua
anh hudéng ctia nhiét dd mua déng nam trude (x,) sé lam giam tuong quan gitia san
lugng x, va nhiét d6 mua hé x; xuéng dén mic khéng dang ké (r;;,=0.0244); con
néu bd qua tac dong cua luong mua (x,) thi hdu nhu khéng anh hudng téi tuong
quan nay. Cing bing cach so sanh tuong tu ta thiy tuong quan gitia san lugng va
nhiét d0 mua dong sé khong giam nhiéu 1dm khi bé qua anh hudng ctia nhiét d6
muia hé va lugng mua. TU d6 suy ra rang, nhiét d6 mua dong niam trudc va lugng
mua 1a hai nhan t& quan trong thuc su.

Trén day ta chi tinh hé s6 tuong quan riéng khi xét dén mét nhan t6 anh
hudng. Ta ciing c¢6 thé 1am tuong tu cho cac hé s6 tuong quan riéng ry, ...

3) D61 véi cac hé s6 tuong quan boi:

1y 55=0.5914 vy 5,=0.6575 vy 3,=0.5872 v} 55,=0.6606
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Viéc so sanh r;, va 14 cho ta nhan xét rang, khi da biét x, thi viéc biét thém
x, hau nhu khong c6 ¥ nghia. Hay néi cach khac, nhan t& x; hau nhu khong cung
cidp thém mot lugng théng tin méi nao cho x; khi da c6 nhan t6 x,. Tuong tu nhu

vay, gi tri cia r, ,, cing khéong nhé hon r, 55, bao nhiéu.
5.5.6 Danh gia chat lugng cla phuong trinh hdi qui tuyén tinh nhiéu bién

Phuong trinh (5.5.6) 1a uéc luong tuyén tinh ctia bién X, theo cac bién
X,,...,X,, trong d6 cac hé sé a; (i=1..m) dudc tim trén co s6 tap so liéu ban dau. N6 la
thong tin duy nh4t phan 4nh méi quan hé tuyén tinh gitia X, va cac bién X,,...,.X,,.
Tuy nhién dé st dung né cho muc dich xac dinh gia tri caa bién phu thudc X, thi
can thiét phai danh gia dugc miic do tin cay dén dau. Diéu d6 ciing c6 nghia 1a ta
can phai tra 16i cau hdi méi lién hé phu thudc gitia X, va cac bién X,,...,.X,, 1a c6 y
nghia hay khéong. N6i cach khac, ta can kiém tra gia thiét hé s6 tuong quan boi
I 95 ,=0 (ma thuc chait gia thiét nay tuong duong véi gia thiét a,=a,=...=a,=0).

DPé kiém nghiém gia thiét r, 5, , = 0 ta 1ap bién méi:

g YMm=D) (5.5.39)
Q/(n—m)

n

trongd6 U= (%, -x,J 1a téng binh phuong céc bién sai héi qui,
t=1

n
Q= > (x,-%,) 12 téng binh phuong cac bién sai thang du
t=1

m

Xy =a;+ Y. a;xy; 1a gia tri hoi qui cla x, theo cac x,,...,x,,
i=2

(m-1) va (n—m) theo thu ty 12 bac tu do cua U va Q.

Bién f trong (5.5.39) c¢6 phan bd Fisher v6i (m—1,n—m) bac tu do. Vay, ting véi
xac sudt pham sai 1am loai I (a) ta hoan toan xac dinh dudc gia tri F,, va chi tiéu
kiém nghiém sé 1a:

Néu f>TF, thibac bo gia thiét va dua ra két luan su phu thudc tuyén

tinh gitia X, va cac X,,...,X,, 1a ¢6 ¥ nghia.

Néu f<TF, thich4dp nhan gia thiét, tic 1a chadp nhan su khong ton tai
quan hé tuyén tinh gitia X, va cac X,,...,X,,.
Trong tinh toan thuc hanh, thay cho (5.5.39) ngudi ta thuong tinh f theo cong
thtc:

2

f= 023..m m

n_
m-—1

(5.5.40)
1_r12.23.“m
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5.6 Tuong quan va hdi qui phi tuy&n nhiéu bién

Su phu thudc tuong quan gitia bién phu thudc X, va m—-1 bién doc lap X,,...,.X,,
khong phai khi nao cling tuyén tinh. Va do dé trong nhiéu truong hgp quan hé
(5.5.6) khong phan anh ding thuc chit ciia moéi quan hé gitia X, va cac bién
X,,...,X,.. B6i vi gitia X, va mot s6 bién nao d6 trong cac X; (i=2..m) c6 thé tén tai
quan hé phi tuyén ma viéc xap xi né bang mot ham tuyén tinh la khong chap nhan

duge. Vay van dé dit ra 1a lam thé nao dé xay dung duge mot quan hé ham:

xX; = m;(Xy,...,X,,) ™

c6 thé biéu dién dudc su phu thuédc gita X, va cac X,,...,X,? Giai quyét van dé nay
12 nhiém vu cta bai toan héi qui phi tuyén nhiéu bién. Sau day ta sé xét mot so
phuong phap nghién ctiu su phu thudc phi tuyén nhiéu bién.

Ciing can nhin manh ring, khi s6 bién ddc lap 16n hon hoéc bing 2 néi chung
ta khong hy vong tim dudc mot ham dang (*) theo ding nghia 1a ky vong c6 diéu
kién cua X, véi diéu kién X,=x,,...X,=x,,. Do d6, sau day ta sé xét mot s6 phuong
phap kha di nghién citu su phu thudc phi tuyén nhiéu bién thusng dudc ting dung
trong khi tugng, khi hau.

5.6.1 Lién két cac mdi quan hé riéng ré

Phuong phap nay dudc tién hanh theo cac budc:

1) Nghién ctu méi tuong quan riéng biét (cip) gita X, va ting bién X; dé tim

ra qui luat phu thudc ctia ching. Két qua cta budc nay cho ta m-1 quan hé ham:

x; = f5(x)
x; = f3(x3)
Xl = fm(Xm)

0 day fi(x;) 12 hdi qui IT cla x, 1én x;: m,(x;) ~ fi(x;)

2) Xac lap qui tdc lién két cac fi(x;), (i=2..m), sao cho qui tdc d6 c6 thé biéu
dién dugc su phu thudc ctia X, vao cac X,. Ttc 12 can tim dudec mot toan tu tac dung
L nao dé sao cho:

Xy = ml(x27"'axm) i f(X27~"aXm)

trong dé f(x27---’xm) = L{ fl(X1)7 fQ(X2)7"'7 fm(xm)}
Trong trudng hop L 14 toan ti tuyén tinh ta c6 thé biéu dién:

f(XQ,...,Xm) = iaifi(xi) (561)
i=2
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3) Xay dung phuong trinh hoéi qui )A(I = f(X2 ,X3,...,Xm), tdc 1a tim cac hé

s6 héi qui thuc nghiém, theo nguyén 1y binh phuong téi thiéu:

n
R = 3 (xy —f(X(2,X (30 s Xy ), ——> min
t=

—_

Budc nay c6 thé dude thuc hién bang cach tuyén tinh hoé cac thanh phan phi
tuyén thong qua viéc dat bién méi dé dua ham phi tuyén f(x,,...,x,) vé dang tuyén

tinh. Nguoi ta goi cach 1am nay la tuyén tinh bén trong nhung phi tuyén bén ngoai.

Pé dé& hinh dung ta hay 14y vi du sau lam minh hoa. Gia st cAn x4y dung
phuong trinh héi qui gitia Y véi X, va X,:

Y = (Xy, Xy)

Cac buéc can tién hanh la:

1) Lap ma tran soé liéu ban dau {Y,, X,;, X,;, t=1..n} va x4y dung cac quan hé
Y=f,(X), Y = f,(X,) ti tap s6 liéu thuc nghiém. C6 thé tién hanh budc nay bing
phuong phap dé thi k&t hop tinh toan lién tiép. P& don gian, ta gia thiét ring cac

quan hé nay c6 dang sau:
fi(x) =ax? +bx, +c

fo(x,) = ae 2

2) Chon qui téc lién két 1a t8 hop tuyén tinh:

£(x1,%5) = A fi(x1) + B f3(x5)
Khi d6, khai trién ra ta dugc:

f(x1,X,) = Aax? + Abx; + Ac + Boe ™2

Hay f(x1,x5) = B, + B1 X12 + Box, + PBye 2

3) Xay dung phuong trinh héi qui: Pay 14 budc xac dinh cac hé sb p; (i=0..3)
trong phuong trinh trén day. Muén vay, ta d#it bién méi:

u=x{,vax, vaw= ¢ 2

roi dua phuong trinh vé dang f(x,,x,) = g(u,v,w) = B, + B;u + B,v + B;w. Ro rang day
12 mot phuong trinh tuyén tinh d6i véi u, v, w. Sti dung cic cong thiic da trinh bay

trong cac muc trudc ta dé dang tim dugc:

y=Bot B X12 + Box; + Pye 2 (5.6.2)
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5.6.2 Dang phu thudc bac hai (dang toan phuong)

Trong nhiéu truong hop, thay cho viéc nghién citu ty mi ma tham chi déi khi
kém hiéu qua nhu phuong phap trén day, ngudi ta gia thiét su phu thudc cua X,
vao cac X; dude bidu dién duéi dang da thic bac hai:

m m m
_ 2
Xp=ap+ ax Y bixi+ Y eixX;
i i=2 ii=2.i<]

Nhu vay, vé phai c6 tdt ca M =(m—1)+(m—1)+%2(m_2) hang ti chiia cac x;.

Muén xay dung dudc phuong trinh héi qui ta phai tim dudc tat ca (m-1)+

(m-1) + w+l = (M+1) hé s6 a;, b;, ¢;. Tuy nhién cting c6 thé nhan thady
2

riang, so véi s6 bién doc 1ap ban dau (m-1) thi s6 thanh phan trong phuong trinh
héi qui da tang 1én mot cach dang ké. Ching han, néu m=4, thi phuong trinh héi
qui sé& chtia tat ca 3+3+3=9 hang tl vé phai chtia cac bién va ta phai tim dugc 10 hé
s6 hoi qui.
D& tim céc hé s6 hoi qui théng thudng ta dat bién méi:
Zio, = X, 1=2..m,

— w2 i
Zp-1+i-1 = Xl s 1_2'-m7

Zom—o+k = XiXj, 1,J=2..m, 1<)
M
va chuyén phuong trinh ban dau vé dang: x; = o, + > 07
i=1
R6 rang day la dang phuong trinh héi qui tuyén tinh nhiéu bién quen thudc
ma viéc tim hé s6 o; da dudc trinh bay trong muc 5.5.2.

5.6.3 Dang luy thira
Dang phu thudc lug thita duge biéu dién béi:
m .
X; = a, [ [ x{1 (5.6.3)
i=2
Dé tim céc hé s6 hoi qui trong trudng hgp nay ta 14y 16garit hai vé:
m
logx, = loga, + > a; logx;
i—2

va dat bién méi: z,=logx,, b,=loga,, z;=logx;, i=2..m, ta dudc phuong trinh hoi qui
tuyén tinh véi bién phu thuoc 14 z,, cac bién doc 1ap 1a z;
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m
z, = b, + Y az
i=2
Sau khi xac dinh dugc cac hé s6 b,, a;, thay vao (5.6.3) ta dugc phuong trinh
phai tim.

5.7 Hoi qui tirng budc

5.7.1 Dat van dé

Trong nghién ctu khi tugng thuy van néi chung, ta thudng géip bai toan hoi
qui nhiéu bién, tiic 1a nghién ctu m61 phu thudc gitia mot bén 1a bién phu thuodc X,
v61 mot bén 12 mot loat cac bién doc lap X,,...,X,. Tuy nhién cac yéu t6 khi tugng
thuy van thuong c6 nhiing tac dong qua lai va anh hudng 1an nhau, bdéi vay khai
niém bién ddc lap chi mang nghia hinh thic. Diéu d6 c6 nghia la gifia cac bién doc
lap thuong c6 mdi quan hé tuong quan nao d6. Mat khac, gitia cac bién doc 1lap va
bién phu thudc cling tén tai nhiing méi quan hé rang budc. Do d6 c6 thé xay ra tinh
trang cac bién ddc 1ap dugc chon déu tuong quan t6t v6i nhau va tuong quan tét ca
v61 bién phu thudc, ¥ nghia cung c4p thong tin ctia cac bién doc lap vi thé ma giam
di. Trong nhiéu trudng hop, diéu d6 din d&n hau qua 14 mic du phuong trinh hoi
qui kha phiic tap do su c6 méit cua nhiéu bién doc lap nhung do chinh xac ctia né
lai kém hon do sai s6 quan tric, do dao dong ngiu nhién, sai sd tinh toan,... mang
lai.

Vay van dé dat ra 14 cAn phai xac dinh xem nhiing bién nao trong cac bién
doc 1ap c6 anh huéng dang ké dén bién phu thudce, c6 nhét thiét t4t ca cac bién dudce
chon déu phai c6 mét trong phuong trinh héi qui hay chi 14 mét bd phan nao d6. D6
14 muc tiéu ctia bai toan hoi qui ting buéc.

5.7.2 Cac budc thuc hién

Xét hoi qui tuyén tinh gitta bién phu thudc X, va m-1 bién doc lap X,,..., X,..
Dé giai bai toan nay bang phudng phap héi qui ting buée ta tién hanh theo thi tu
sau:

Budc 1: Tinh cac hé s6 tuong quan toan phan ry; gitia X; va cac X; (i=2..m) va
chon trong chiing hé so c6 gia tri tuyét do1 16n nhat. Gia su:

|r12| = max ﬂru|} (5.7.1)

2<i<m

khi d6, bién X, 1a bién c6 tac dong chinh lén X, va ta xay dung phuong trinh hoi

qui:
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0 a4 aOy (5.7.2)

Tuong tGng v6i phuong trinh (5.7.2) ta tinh duge chuén sai thang du s

Bude 2: Tinh cac hé sé tuong quan riéng r;;, (i=3..m) va chon hé sé c6 gia tri

16n nhat trong ching. Gia su:

|r13.2| = gifn{lrli.z” (56.7.3)

Khi d6 ta chon ti&p bién X, va xay dung phuong trinh héi qui:
x§2) =af2) +a(22)xz +a§2)x3. (5.7.4)

Tuong tng v6i né ta ciing tinh dude chuén sai thing du s®. Két thdc buée nay
ta c6 phuong trinh héi qui hai bién (5.7.4) ma d6 chinh xac cua né dugc danh gia
bdi s@.

Budc 3: Bay gio ta dem so sanh gia tri chuén sai thang du s® véi s®:

(@ _

Néu B

<g (5.7.5)

S

thi bién X, sé bi bd qua va quéa trinh héi qui sé két thuc. O day, ¢ 1a mot s6 duong
tuy y ta dua vao dé danh gia xem néu ting thém bién cho phuong trinh héi qui thi
d6 chinh xéc c6 ting lén dang ké hay khong. Hay néi cach khéc, khi thém vao
phuong trinh hoi qui mot bién méi thi déng gép thong tin cia né lam giam sai s6
dugc bao nhiéu phan tram; néu mutc do gidm khong vugt qua ¢ thi c6 thé bd qua né.
RE

e

Néu >¢thi bién X, sé& dudc chon. Ta lai tinh tiép cac hé s& tuong

quan riéng ry;,; v6i i=4..m va qui trinh dudc lap lai bat dau nhu buée 2. Qua trinh
ct tiép tuc nhu vay cho dén khi hét tat ca cac bién hodc tu két thic nhu da trinh
bay.

Nhu vay & budc thit k ta ¢6 chuéin sai thiang du s® tuong tGing véi phuong trinh
héi qui:

k k k k
X o o s valdx

va diéu kién lya chon:
() _ (k)

) <&

N

Trong thuc t&, nhiéu khi thay cho viéc dung hé sé tuong quan riéng dé lua
chon bién ¢ bude 2 ngudi ta cé thé dung hé sé tuong quan bdi. Chang han, thay cho
(5.7.3) ta c6 thé dung:
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T3 = maxi{r | (5.7.6)

3<i<m

Tuy vay, viéc lua chon bién theo (5.7.3) hoic (5.7.6) ¢6 cho cing mot két qua
hay khong cho dén nay van chua dudc xac minh chinh xac. Théng thudng ta tién
hanh theo ca hai cach va so sanh ching. Két qua gidng nhau hay khac nhau déu
cho ta nhiing théng tin can thiét dé phan tich v& méi quan hé gita bién phu thudc
va cac bién doc lap.

Mot diéu dang luu y niia la chat lugng ciia cac phuong trinh héi qui sau méi
mot 1an tinh. N6i chung bao gid ching ta ciing phai tién hanh kiém nghiém d6 tin

cay cua két qua nhan dudc trong qué trinh tinh toan.
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CHUONG 6
CHINH LY SO LIEU KHI HAU

6.1 D3t van dé

Nhu da biét, s6 liéu 1a bé phan quan trong nhit ma tit d6 ta c6 thé tién hanh
tinh toan, thong ké, thuc hién nhiing vadn dé trong nghién ctu khi hau bang phuong
phap théng ké. Ngoai viéc lya chon ding phuong phap nghién ctiu, chat lugng s6

liéu 1a yéu t6 quyét dinh dén su chinh xac ctia két qua.

Né6i dén chat lugng s6 liéu trude hét cAn xem xét dén dd chinh xac cta ching.
C6 nhiéu nguyén nhan gy nén su thiéu chinh x4c, hay néi ding hon 1a sai sd,
trong ban than cac chudi duge st dung dé tinh toan, nhu sai sét do quan tréc, nham
1an trong quéa trinh xt 1y ban dau hoac khi tién hanh 14y mau, do tac dong ngau
nhién cta nhiing nhan t6 bén ngoai,...Bdi vay, bai toan dit ra & day la can loai bd

sai s6 chtia dung trong chudi sd liéu ban dau truée khi dua vao xu 1y, tinh toan.

Mait khac, trong thuc t&, nhat 14 ¢ nudc ta, vi nhiéu 1y do khac nhau, chudi sé
liéu khi tugng thuy vin néi chung, s6 liéu khi hau néi riéng, it khi ddm bao tinh
lién tuc. Pidu d6 gay khong it khé khan cho viéc trién khai nghién ctiu tGng dung
trong mot loat bai toan. Ching han, do diéu kién chién tranh, chudi s liéu cuaa
tram A bi khuyét di mot s6 thang clia cac ndm nao dé; hodc do diéu kién luu trit
khong t6t, s6 liéu cta tram B bi phai md hoic mat 18 t& mét s6 diém,... Van dé dat
ra 14 bing cach nao d6 hay phuc héi lai nhiing s6 liéu khuyét thi€u dé chubi trd

thanh lién tuc.

Mot van dé khac ciing duge dit ra khi tién hanh xi 1y s6 liéu. D6 1a sy duy tri,
thanh lap cac tram phu thudc vao nhiéu diéu kién khach quan cting nhu cht quan
ma két qua 1a chudi thoi gian quan tric clia cac tram dai ngén khac nhau. Diéu nay
lam nay sinh hai vdn dé&: Khi d6 dai ctia chudi ngin thi s6 liéu cta tram khong
mang diy du tinh tiéu biéu; va khi d6 dai cac chudi khac nhau thi s6 liéu caa toan
mang luéi tram sé khong bao ddm tinh so sanh. Vay van dé can giai quyét & day la
b6 khuyét sé liéu cho nhiing tram c6 dé dai chudi ngén, tao cd sé dé tinh toan cac

dac trung théng ké trén nhiing chudi nay.
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6.2 Khir sai so trong s6 liéu ban dau

Thuc t& khing dinh ring, trong cac chudi s6 liéu quan tric ludén ludn chua
dung nhiing sai s6 tiém 4n nao d6 va ngudi ta chia nhiing sai s6 nay ra lam 3 loai:
Sai s6 tho, sai s6 hé thong va sai s6 ngiu nhién.

Sai s6 tho sinh ra cht yéu bdi nhiing thao tac nham lan, so sudt trong qua
trinh do dac hodc 14y mau. Chéng han, trong qui uéc ban dau, s6 liéu nhiét do duge
18y chinh xac dén phan musi d6 va khéng ghi ddu phédy thap phan, nhung khi tién
hanh thu thap s6 liéu tit cac bao biéu quan tric, do théi quen ngudi ta ghi 14n 16n
mot vai s6 nao d6 c6 ddu phay thap phan (tdch phan nguyén va phan mudi do — vi
du, tri s6 240 bi ghi sai thanh 24). Nhu vay, v6 tinh nhiing gia tri nay da bi giam di
mudi 1an so véi tri s6 thuc. Trong nhiéu truong hdp nhiing gia tri cé chta sai sd
kiéu nay rat khoé phat hién do ching bi 4n ddu trén nén chudi s6 liéu. Vi du, ciing
véi kiu x4y ra sai s6t néi trén nhung khéng phai d6i véi nhiét 6 ma 1a lugng mua,
thi hau nhu khéng thé chi ra dudc s6 liéu nghi ngo.

Sai s6 hé théng gdy nén bdi rat nhiéu nguyén nhan khac nhau, mdi nguyén
nhan mang mo6t dang vé. Day 1a loai sai s6 rat khé phat hién néu khong c6 su khao
sat ty my. Vi du, khi xem xét cic bao biéu quan tric ngudi ta nhan thay rang do
hiéu dinh dung cu khong ding nén sé liéu nhiét do6 da bi léch di mot lugng nao do,
hodc do théi quen, khi doc nhiét biéu quan tric vién thuong doc gia tri nhiét do
trén nhiét ké& thap hon so véi qui dinh chung. v.v.

Sai s6 ngau nhién 1a sai s6 con lai sau khi da kht bd sai s6 thé va sai s6 hé
thong. Sai s& ngau nhién gay nén bdi mot lugng véd cung 16n cac nguyén nhan ma
anh hudng ciia méi moét trong ching bé dén mic ta khong thé phan dinh ndi mic
déng goép cua tiing nguyén nhan, ching luén luén tén tai trong moi chudi so lidu
quan tréc.

Trong ba loai sai s6 néu trén, sai s6 nglu nhién khong thé khi bd duge trong
ting thanh phan ctia chudi quan tric. Tuy vay, bing cac phucng phap cta ly thuyét
xéc suét ta c6 thé tinh dude anh hudng ctia ching dén viéc xac dinh cac uée lugng
thong ké. Doi véi sai s6 hé thong, néu phat hién dude va biét nguyén nhan gay nén
sai s0 ta hoan toan c6 thé loai trit ching. Song, néi chung viéc phat hién sai s6 hé
thong doi hdi phai khao sat hét stic cong phu. Sau day ta sé dé cap dén phuong
phap phat hién va loai bd sai s6 thé.

1) Cdch phdt hién sai s6 tho

Gia st ta c¢6 chubdi quan tric {x,)={x,,X,,...,X,} cua dai lugng khi hau X. Khi d6
sai s0 thé (néu cb) thuong 4n chia trong nhiing gia tri ndm & cac vi tri ddu hoic

cudi chudi trinh tu {xq}={Xq)--»X@s ( X1)<--.<X@y). Do d6 muén phat hién ching, ta
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sip xép chudi ban dau thanh chudi trinh tu va xem xét cac gia tri ddu va cudi cua
chudi nay. Cac gia tri bi nghi ngd c6 chta sai sd thudng 1a qua 16n hodc qua bé so
v6i tri s6 nén cua chudi. Khai niém qua 16n hoéc qua bé dugc danh gia dinh lugng

theo qui tdc “ba xinma™ (30): X (1) >>x+3s hodc X (1) <<x-3s, trong d6 x va s la

trung binh d6 léch chuén cta X — uéc lugng ctia p va o. Nhu vay, trude hét ta tinh
gia tri trung binh X va d6 léch chuén s ctia chudi. Sau d6 xac dinh nhiing gia tri X0
quéa 16n hoac qua bé va danh d4u ching, xem d6 1a nhiing gia tri nghi ngs c6 chia
sai s6 thé, hay goi mét cach ngin gon hon 1a gia tri dot xuét. Diéu dang chd y & day
13, nhiing gia tri dudc xem 1a cé chtia sai s6 thoé hay gia tri dot xuat nhiéu khi 1a
nhiing gia tri s6 liéu ding, né 4n chia nhiing théng tin 1y thd vé su bién déi bat
thuong ctua tu nhién va ta cAn quan tAm dén ching.

2) Cdch khi bo sai s6 tho

Ky hiéu gia tri dot xuat 1a x* va tach ching ra khéi chudi ban dau. Gia su

chudi con lai m thanh phan {x,,...,x,}, ta tinh trung binh ctia chudi nay:
N 1 m
Xx =— ) X,
n o

— Truong hop da biét dd léch binh phuong trung binh o ctia X, ta tinh dai

lugng:
=% (6.2.1)
m+1
P i
m

Pai lugng u trong (6.2.1) c6 phan b6 chuén chuin hoa: ueN(0,1). Véi 6 va m
c6 dinh, ro rang tri tuyét doéi cua hiéu X —x" cang 16n thi |u| cang 16n. Két qua
danh gia x* ¢6 chia sai s6 hay khong tuy thudc vao do 16n caa |u|. Pat gia thidt “x”
khong chiia sai s8”, khi d6 v6i x4c suét sai pham sai lam loai I (o) cho trudc ta cé:

P( |u| >Ug)=0 (6.2.2)

T d6 tinh dude u,. Va chi tiéu dé kiém nghiém gia thiét 1a:
1) Néu |u|>u, thi x" c6 chtia sai s§ tho va ta loai b6 né véi xac suét pham sai
lam loai I bang a.
2) Néu |u|<u, thi x" khong chiia sai s6 tho, c6 nghia la ta chédp nhan x" v6i do
tin cay 1-a.
— Truong hgp chua biét do léch binh phuong trung binh o ctia X, ta tinh dai
lugng:
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(6.2.3)

* 1 & —)?
trong do s = —Z(xt—x)

Tri s6 ¢t trong (6.2.3) sé dugc so sdnh véi mot gia tri t61 han t(p,m):
Néu |f|>t(p,m) thi x" ¢6 chita sai s§ tho va né s& bi kht bo
Néu |t|< t(p,m) thi x" khong chtia sai s6 tho, ttic 12 ta chdp nhan né véi do tin

cay p.

Bang 6.1 dan ra cic gia tri t6i han t(p,n) Ging véi cac gia tri ciia dd tin cay p va
dung lugng mau m khac nhau. Pé quyét dinh xem c6 nén khii bo gia tri dot xudt x”
hay khong ta tinh t theo (6.2.3), sau d6 chon dd tin cay p rdi cin ci vao dung lugng
mau m, tra bang 6.1 ta tim dugc t(p,m); k&t luan cudi cung duge dua trén co sé so

sanh |t| va t(p,n).

Bang 6.1 Gia tri t6i han t(p,m) dé loai b sai s6 thé

p p
0.950 | 0.980 | 0.990 | 0.999 m 0.950 | 0.980 | 0.990 | 0.999

m

5 3.04 4.11 5.04 9.430 20 2145 | 2,602 | 2.932 | 3.979
6 2.78 3.64 4.36 7.41 25 2.105 | 2.541 2.852 | 3.819
7 2.62 3.36 3.96 6.37 30 2.079 | 2.503 | 2.802 | 3.719
8 2.51 3.18 3.71 5.73 35 2.061 2476 | 2.768 | 3.652

9 2.43 3.05 3.54 5.31 40 2.048 | 2.456 | 2.742 3.602
10 2.37 2.96 3.41 5.01 45 2.038 | 2.441 2.722 3.565
11 2.33 2.89 3.31 4.79 50 2.030 | 2.429 | 2.707 | 3.532

12 2.29 2.83 3.23 4.62 60 2.018 | 2.411 2.683 | 3.492
13 2.26 2.78 3.17 4.48 70 2.009 | 2.399 | 2.667 | 3.462
14 2.24 2.74 3.12 4.37 80 2.003 | 2.389 | 2.655 | 3.439
15 2.22 2.7 3.08 4.28 90 1.998 | 2.382 | 2.646 | 3.423
16 2.20 2.68 3.04 4.20 100 1.994 | 2377 | 2.639 | 3.409
17 2.18 2.66 3.01 4.13
18 217 2.64 2.98 4.07 0 1.960 | 2.326 | 2.576 | 3.291

Ghi chu: Nhiing trudng hap 20<m<100 khéng cé trong bang tinh trén day ta cé thé st dung
phép nodi suy tuyén tinh. Khi n>100 gia tri t(p,m) dudc xac dinh theo cong thiic::
t(p,100) — t(p, ) 100
m

t(p,m) = t(p,) +

Vi du 6.2 Gia st s6 liéu nhiét do trung binh thang 2 tram A (ghi dén phan
mudi do) dude cho trong bang 6.2. Sau khi xem xét ta thdy gia tri 275 dang nghi

ngo, rat c6 thé méc sai s6 tho. Vay c6 nén loai bd gia tri nay khong?
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Muén xac dinh diéu nay, ta danh d4u va dé riéng gia tri 275 ra, sau d6 tinh

2 z . . _* *
trung binh va d6 léch chuan tap so liéu con lai. Ta c6, m=18, X =171, s =12, do d6,
theo (6.2.3) ta tinh dugdc t=8.95. Mit khac, néu chon p=0.999 thi t(0.999,18)=4.07.
Ta thay |t| =8.59>4.07=t(0.999,18). Do d6, véi o tin cay 99.9% ta khing dinh s& 275
c6 chiia sai s6 thd va ta loai bd né ra khoéi chudi ban dau.

Bang 6.2 S6 liéu nhiét do trung binh thang 2 tram A

161 182 170 172 176
161 181 145 191 190
151 173 171 178 275
162 164 176 166

Ghi chu: Nhu da néi 6 trén, viéc phat hién va loai bo sai s& thé khéng phai
lic nao ciing thuc hién duge. Mit khac, khi xem xét chudi s6 lidu ciia mot sé dic
trung yéu t6 khi hau ta c6 thé chi ra dudc nhiing gia tri dot xuét va bing phuong
phéap néu trén ta c6 du co sé dé loai b ching. Tuy vay, thuc t& chung khéng chia
sai s6 tho. Trong truong hop nay néu ta loai bd nhiing gia tri dot xudt dudc phat
hién sé vAp phai sai l1am. Béi vay truée khi quyét dinh loai bé nhiing gia tri dot
xudt dude xem 14 c6 chiia sai s6 tho phai cAn nhic, suy xét mot cach k§ ludng.

6.3. BS khuyét sé liéu va kéo dai chudi

6.3.1 Dat bai toan

Gia st trén mot khu vuc nao d6 ¢6 M tram quan tric. Khi tién hanh xt 1y s6
liéu cho muc dich nghién ctu, ngudi ta thay rang chi ¢6 K trong s6 M tram d6 c6 d6
dai chudi dua 16n, con M-K tram khac do dai chudi kha bé. Diéu nay dan dén viéc
cac dic trung tinh toan duge trén M-K chudi dung lugng bé khong bao dam tinh 6n
dinh théng ké cua diéu kién khi hau, va do d6 ching khong c6 ¥ nghia st dung
trong viéc so sanh, phén tich.

Vay, van dé dat ra 1a, ti lugng thong tin cta K tram dai nam, hay bd sung s6
litu cho M-K tram ngin nam dé nhiing dic trung théng ké cta ching trd nén cé §
nghia.

Giai quyét vAn dé nay 1a noi dung cia bai toan bé khuyét s6 lieu. O day ching
ta s& hiéu khai niém bé khuyét bao ham ca viéc kéo dai chubi s6 liéu. Co sé 1y luan
cua viéc giai bai toan nay nhu sau:

Déi v6i cac truong khi tugng gia thiét co ban ma trén thuc t& thuong dugc
ch&p nhan 1a tinh déng nh&t va ddng hudéng dia phuong. Tic 12 trong cing mot khu

vuc ¢6 nhiéu tram phan bé tai nhitng dia diém khac nhau, nhung nhin chung cac
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tram déu nam trong ciing mot pham vi tac dong ctia cac nhan t& khi hau. Nhu vay
hai tram ké& can trong khu vuc sé ciing chiu nhiing tac déong déng thoi cia cac nhan
t6 khi hau. Va do d6 tit nhiing thong tin c6 duge vé mic do tac dong cia tram nay
ta c6 thé suy ra dugc miic do tac dong cta tram kia.

Mait khac, xét cac chudi s liéu ctia hai tram ké can A va B, gia st rang tram
A c6 chudi dai hon, khi d6 du s6 liéu ctia cd hai tram c6 tdn man (cac chudi dtt
quing) di ching niia ta vin c6 thé qui ching vao ba nhém: Nhém n nam bao gém
nhiing khoang thoi gian ma ca hai tram dong thdi c6 s6 liéu; nhém m nam trong dé
chi c6 tram A c6 s6 liéu con tram B khong c6; nhém p ndm trong d6 tram B c6 s6
liéu con tram A khéng c6. Nhu vay dd dai thuc ctia chudi tram A 14 N=n+m, tram B
12 n+p. Tuy vay, vi muc dich ctia bai toan ching ta sé khong dé cap dén p nam c6 s6
liéu cia tram B. Trén co s6 qui luat phu thudc théng ké gitia hai chudi dugc xay
dung tit nhém 7 ndm ma ca hai tram cung c6 s6 liéu, ta sé b6 khuyét cho tram B.

Phép suy dién sé dudc tién hanh tuong tu khi st dung sd liéu ctia nhiéu tram

dé b6 khuyét cho mot tram.
6.3.2 Cac phuong phap b khuyét sé liéu

Xét cac chudi s liéu ctia hai tram A va B, trong d6 chudi tram A c6 N thanh
phan {x}={X,,Xs,...,Xp,Xps1,...,Xn), chudi tram B c6é n thanh phan {y}={y.,Vs...,¥.}, hon
niia n thanh phan {y,, t=1..n} ctia chudi tram B tuong tng cung thoi gian véi n
thanh phan {x,, t=1..n} cia chudi tram A. Ttc la ta c6 n nadm ca hai chudi dong thoi
c6 s0 lidu. Tu tap {(x,y,), t=1..n} ta tién hanh xay dung phuong trinh héi qui tuyén

tinh (xem muc 5.3.2):

y =a,tax

Hay ¥ =a,+ ax, t=1..n (6.3.1)

trong do: a,= y™-ax", a, = rxys_y

Sx

n —_— n n
x™ :lzxt , y(n) -1 D Ves SX:\/lz(Xt —x™
t=1

2
1 V.
Doy n L

12 A% 12 o) @
Sy: _Z(yt _y j > er: _Z(Xt -X j(Yt _y j /(Sx'sy)
n n -

(Trong chuong nay, ky hiéu chi s6 phia trén nam trong ngoac don chi do dai

chudi duge st dung dé tinh toan. Vi du, dai lugng y™ 1a gia tri trung binh cta

chudi {y,t=1..n}, con y™ 1a trung binh cta chudi {y,, t=1..N}.
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Hé thtc (6.3.1) ¢6 thé duge viét thanh:

Vo = Yo FTy¥ (%, - X, ), (t=1..0) (6.3.2)

Sx

Phuong trinh (6.3.2) m6 ta qui luat phu thudc tuyén tinh ctia chudi {y;} vao
chudi {x,} trong thdi gian n nam. N&u gia thiét rang qui luat nay van phu hdp véi

thoi doan N-n nam ma tram B bi khuyét, ta c6 céng thiic b6 khuyét sau:

)

Yo = Y™ 142 (% = x™), ((=1..N-n) (6.3.3)

Sx

Cong thitc (6.3.3) dudc goi 1a phuong phap hédi qui b6 khuyét s6 lidu. Néu ca
hai tram A va B c6 chung nhip diéu dao dong vé tri s6 khi hau, khi d6 mot cach gan
dting c6 thé xem r,=1 va (6.3.2) tré thanh:

5o =y + 2 (x, - x™), (t=1..n) (6.3.4)
S

X

Ngudi ta goi ddy 1la phuong phap Wild. Tuong ting véi (6.3.3) va (6.3.4) ta ¢6
cong thic bd khuyét cho tram B 1a:

Vo = v + % (x,. - x™), (i=1..N-n) (6.3.5)
S

X

Néu gia thiét s6 liéu hai chudi dong thdi c6 cung nhip diéu dao ddng va miic
do dao dong, ttc la xem r,,=1 va s,=s, thi cong thiic b6 khuyét dude goi 1a cong thic
hiéu s6 (hay phuong phap hiéu sé)

Vori= ¥+ (Xpii — x™), (i=1..N-n) (6.3.6)

Trong trudng hop cac chudi so liéu ctia hai tram A va B quan hé véi nhau theo
qui luat ty 1é thuan:
ve = kx,, (t=1..n) (6.3.7)

X(, hay: k = Y (6.3.8)

1 X

M=
M=

Ta co6: y. =k

t

Il
—_
-

Il

Véi gia thiét qui luat nay van ding cho N-n nim con lai, ta c¢6 céng thic bd
khuyét:

(n)

<

Yo+ =

X;, (i=1..N-n) (6.3.9)

ey

Ngudi ta goi cong thiic b6 khuyét nay 1a phuong phap ty sé.
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Ta nhan thdy ring, cic cong thic b6 khuyét theo phuong phap Wild va
phuong phap hiéu sé chi 14 nhiing trudsng hop riéng ciia phuong phap hoi qui tuyén
tinh. Trong truong hgp hai chudi quan hé véi nhau theo qui luat phi tuyén tinh ta
ciing c¢6 thé tién hanh tuong tu.

Dic biét, néu lan can tram can b khuyét (tram B) c6 nhiéu hon mot tram cé
chudi s6 liéu dai (chdng han ¢6 K tram) ta ciing c6 thé phan cac chudi s6 liéu thanh
hai nhém: Nhém 7 nam trong d6 tat ca cac tram dong thoi cé s6 liéu va nhém N-n
nam trong dé cac tram khac cé s6 lidu, trit tram can bd khuyét:

Tram A, Tram A, Tram A, Tram B
X11 X12 Xik Y1
X21 X22 Xok Y2
Xn1 Xn2 Xnk yn

Xn+1,1 Xn+1,2 Xn+1,k
Xn1 Xn2 XNk

Tu bod s6 lidu {y,,X.1,Xi9,... Xt (t=1..1n) ta tién hanh xay dung phuong trinh héi

qui tuyén tinh (xem muc 5.5.2):

¥ =apta;x;+a,x,t.. Fax, (6.3.10)

Hay Vi =aota X tasXet.. . FagX, (t=1..n) (6.3.11)

trong d6 a;, i=0..K 1a cac hé s6 hoi qui.
Phuong trinh (6.310) biéu thi su phu thudc ham tuyén tinh cta s6 liéu tram B
vao s6 liéu cia K tram A,,...A,. V6i gia thiét ring qui luat nay van phu hop d6i véi

thoi gian N—-n nam ma tram B khong c6 s6 liéu ta c6 cong thic bs khuyét 1a:
Vn+i =80+ a1 X1+ 85X 01 FAKX 4k, (1=1..N-n) (6.3.12)
Pay la cong thic bo khuyét biang hdi qui tuyén tinh nhiéu bién (hay con goi la
héi qui nhiéu tram).

6.4 Qui sd liéu trung binh vé cung thdgi ky dai

Trong {ing dung thuc hanh ngudsi ta thuong quan tAm dén cac dic trung cé
tinh 6n dinh cta diéu kién khi hau. Mot trong nhiing dac trung hét stic quan trong
thuong dudgc chd y dén la tri s6 trung binh.

D6i v6i nhitng tram cé chudi sé liéu ngén tri s6 trung binh tinh dude nhiéu

khi khéng dam bao d6 6n dinh va vi thé né khong cé tac dung so sanh. Bsi vay, van
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dé dat ra 1a cAn phai qui tri s6 trung binh ctia nhiing tram ngén nam vé thoi ky dai
trén cd s6 nhiing méi quan hé théng ké gifia n6 va cac tram dai nam.

Gia st can qui sd liéu trung binh ctia tram ngin nam B vé thoi ky dai can ci
vao moi quan hé tuong quan gitia né véi tram dai A. Ta nhan thdy rang trong thoi
ky n ndm (ma ca hai tram dong thdi c6 s6 liéu), ta c6 thé xac dinh dude cac dic
trung théng ké nhu trung binh, hé sé tuong quan, d6 léch chuédn. Mat khac d6i véi
tram A ta tinh dugc gia tri trung binh trong thoi ky N nam (thoi ky dai). Van dé é
day 12 cin xac dinh dudc gia tri trung binh ctia chudi B ciing trong thoi ky N nam
dé6. Viéc tinh trung binh ctia chudi B nhu vay duge goi 1a qui s6 liéu trung binh vé
thoi ky dai.

Néu chudi s6 liéu tram A dua dai va dudc coi 1 tram chuén thi phép qui trung
binh ctia tram B vé thoi ky dai theo tram A dudge goi 1a phép qui vé chuén.

Trong qué trinh tién hanh phép qui ta c6 thé st dung phép qui nhiéu budec.
Chang han, néu s6 liéu tram B c¢6 thé qui duge vé thai ky dai theo tram A nhung ta
khong thé thuc hién dude phép qui tit tram C vé thoi ky dai theo tram A do phép
qui khéong dat tiéu chuén, khi d6 ta c6 thé tién hanh qui s6 liéu cta tram C vé thoi
ky dai theo tram B 1a tram da qui theo A, v6i diéu kién phép qui dat tiéu chuén.

Sau day ta sé xét mot s6 phuong phap qui dua trén co sé cac phuong phap bd
khuyét s6 liéu da trinh bay & trén.

Ky hiéu y™ 1a gia tri trung binh da qui cia tram B (trung binh thai ky dai),

y™ 14 trung binh cta B tinh trén s6 liéu thuc c6, x™ va x™ tuong tng 1a trung

binh tram A trong thoi ky dai (N niam) va thdi ky ngdn (n nam). Tt cac cong thiic
(6.3.2) va (6.3.3) ta co:

v g ax M =y g 0 g xS0 ()

_ A
Hay N SN ) (6.4.1)
N

X

Cong thiic (6.4.1) dugc goi 14 phép qui theo phuong phap héi qui. Bing cach
tuong tu ta c6 thé nhan dudc:

.

— Phép qui theo phuong phap Wild: y™ = y® 4 2 (xN) _x @) (6.4.2)
X

— Phép qui theo phuong phap hiéu sé: y(N) = y(") + (X(N) - x(“)) (6.4.3)

(n)

— Phép qui theo phuong phap ty s6: y™ = xM (6.4.4)

e

— Phép qui theo hoi qui nhiéu tram:
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K —_—
YN _y® +Zai(XfN) _Xi<n>) (6.4.5)

i=1

trong d6 xV

i

va xi(n) 14 trung binh thoi ky N ndm va n nam cuta tram A, con a; 1a
cac hé s6 hoi qui (i=1..K).

Mot s6 nhan xét

Viéc b6 khuyét sd liéu ciing nhu qui s6 liéu trung binh vé thoi ky dai dugc
trinh bay trén diy noi chung kha thuan tién cho qua trinh tinh toan thu céng hodic
tinh toan bang nhiing céng cu thé so. Khi xi 1y véi nhiing tap s6 liéu dai hoic can
xt ly v6i nhiéu tap s6 liéu ma khoi lugng tinh toan 16n thi cic phuong phap trén
day cho phép lam giam thoi gian tinh toan mot cach dang ké.

Tuy nhién, cang v6i su phat trién manh mé cta céng nghé tin hoc va may
tinh, thoi gian tinh toan cling nhu khéi lugng tinh toan nhiéu khi khéng con 1a van
dé lo ngai. Do d6 c4i ma ngudi ta quan tAm hién nay 14 do chinh xac ctia phuong
phép. Béi vay trong cac phudng phap bd khuyét s6 liéu va qui s6 liéu trung binh vé
thoi ky dai dugc xét trén day thi phuong phap héi qui dude 4p dung nhiéu nhat.

6.5 Lién tuc hoa chudi sé liéu

6.5.1 Dat bai toan

Lién tuc hoa (hay con goi 1a 14p day) chudi sd liéu la thuc hién viéc bd sung
vao nhiing vi tri khuyét s6 liéu ctia chudi dé bién chudi ban dau thanh chudi c6
budc thoi gian déu nhau. Hinh 6.1 dua ra so d6 vi du minh hoa vé yéu cau cua bai
toan lién tuc hoa chudi so lidu.

Ta c6 thé thuc hién viéc lién tuc hoa bing cac phuong phap bd khuyét duge
trinh bay trén day. Ngudi ta goi d6 1a phuong phap st dung tram tua. N6 14 mot
trong nhiing phuong phap cé hiéu qua vi né dude dua trén gia thiét vé tinh déng
nhét, ding huéng dia phuong cta cac trudng khi tugng. Tuy nhién trong mot vai
truong hop phuong phap nay té ra khong hiéu luc bdi cac chudi déu bi gian doan
vao cung mot thoi diém hodc cac tram cach nhau qué xa, lam cho gia thiét vé tinh
dong nh&t ddng huéng dia phuong bi vi pham; méi lién hé tuong quan gitia cac
chudi vi thé€ ma qua yéu, khong dam bao dd chinh xic. Trong trudng hop nay

phuong phap noi suy trén chinh chudi cAn b6 khuyét té ra c6 wu thé hon.
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t, o b Bty b

Diém c¢6 s6 licu Gi4 tri can b6 khuyét

Hinh 6.1 So d6 chudi sé liéu can lién tuc hoa

Vé cd ban bai toan lién tuc hoa chudi s6 liéu dudge dat ra nhu sau:

Cho chudi thdi gian x(t), (i=1,2,...,n) ti t; dén t,, trong dé t; chi thdi diém cé s6
liéu. V& nguyén téc cac thoi diém t; cach déu nhau. Nhung trén thuc t& chudi bi
khuyét di moét s6 gia tri x(t,) nao dé (t;, < t, < t,— hinh 6.1). Yéu cAu can tinh dugc
gia tri x(t,) bi khuyét thiéu nay.

6.5.2 Phuong phap ndi suy tuyén tinh tdi uu 1ap diy chudi

Phuong phap ndi suy tuyén tinh téi uu dugc ap dung trén co sé gia thiét rang
chudi x(t), (i=1,2,...,n) 1a cac gia tri cia mot thé hién cta qua trinh ngdu nhién
diing X(t) tai n 1at cit t;. Gia tri cAn noi suy x(t,) dudec xem nhu 1a két qua cta viéce
tac dung toan tl tuyén tinh lén tap hop cac gia tri x(t,), véi t, # t, va k=1,2,...,m 1a
cac lat cit duge st dung dé noi suy gia tri x(t,):

m
x(t) = D ogx(ty) (6.5.1)
k=1
trong d6 o, (k=1..m) dudc goi la clc trong sé ndi suy, d6 la nhiing hé s6 phai tim.

Bai toan din dén viéc xac dinh cac hing s o, (k=1..m) dé cho sai s6 binh phuong
trung binh ctia phép néi suy dat cuc tiéu:

2
62, (Ol Oy yenny Oy ) = (X(to)—ZakX(tk)J — > min (6.5.2)
k=1

BN PN N < R ~ N A 2 N A
Diéu kién can va du dé thoa man (6.5.2) 1a tat ca cac dao ham riéng cua
620y, 0y,es 0 ) theo clc ay déu phai triét tidu:

2
0655, (04,009 ,5.c., 0Ly )

=0, (k=1..m) (6.5.3)
a(lk

Khéng lam mé&t tinh téng quat, ta gia thiét ring ky vong toan hoc M[X(t)] = 0,
diéu nay ciing c6 nghia 1a chudi ban dau da dugc qui tam, khi do, tit (6.5.2) ta cé:

62 (A ) = X2(19) -2 X(t)X(t) + 3 3 et X (6 )X(t) =
k=1 k=1j=1

m m

=R(0) = 2 X oy R (t, —ty) + D> o0 R (t5—ty) (6.5.4)
k=1 k=1j=1

183



Trong d6 R,(tj—t) va R,(t,—t;) 1a cac gia tri cua ham tudng quan cia qua trinh
ngau nhién X(t). Thay (6.5.4) vao (6.5.3) ta nhan dudc:

6an(a1,..,(xm) _ _9R

(to =t )+ 2> aR (t;—t,)=0, (k=1..m)
a(xk j=1

Hay Z(’“JRX(t]_tk): RX(tO_tk)7 (k:]_.m) (65.5)
j=1

Pay 1a mét hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh c6 m phucng trinh va m an so.

Trong d6 ham tuong quan R, (1) dudc xac dinh theo cong thiic sau:

n-k
R.(1,) = R.(kAT) = ﬁ 3 x(t)x(ti ) (6.5.6)
&=

v6i At 1a buée thoi gian ctia chudi. Théng thudng trong khi hau At khong d6i va
bang 1 nam.

Giai hé (6.5.5) ta nhan dugc cic trong s6 nodi suy o, phai tim. Sau khi da c6
dudc cac ay, thay vao cong thic (6.5.1) ta tinh dudc gia tri cAn ndi suy x(t,).

Thay (6.5.5) vao (6.5.4) ta c6 biéu thiic dé danh gia sai s6 ciia phép néi suy:

o2 (atysns 0y ) = Ry(0) — D2 o 0R (= ty) (6.5.7)
k=1j=1

Vi ham tuong quan la xac dinh duong nén hang thi hai vé phai khéng am:

m m
ZZOLkOLJRX(tJ —tk)Z 0
k=1j=1

T d6 ta co: 62 (a0 ) < R (0) = D

Ttc 14 sai sd ciia phép ndi suy khdng vugt qua phuong sai ciia qua trinh ngau
nhién X(t).

Ta hay xét mot s6 truong hop dac biét:

1) Gid st R (t,—t,) = 0, ttic 1a gia tri cAn ndi suy khong tuong quan véi cac
diém duge chon dé noi suy, khi d6:

m
ZCX‘_IRX(tJ _tk): O, (kzl..m) (6.5.8)
j=1

Tut d6 suy ra o,=a,=...=0,=0, tdc la gia tri ndi suy chinh bang ky vong (trung

binh) ctia chudi. Pay 14 mot tinh chit quan trong nhung dugc ap dung trong thuc
t&: nhiéu khi dé don gidn ngudi ta gan gia tri khuyét thiéu (gi4 tri cAn néi suy)
bang chinh trung binh ctia chudi. Sai s6 ndi suy trong truéng hgp nay bang phuong

. 9 X
sal cua chuoi.

184



2) Gia st R,(ti-t,) = 0 khi j=k, tic 1a cac gia tri duge chon lam ndi suy khong
tuong quan v6i nhau nhung cé tuong quan véi gia tri can ndi suy, khi dé ta cé:

aka(O) = Rx(to_tk)7 (kzlm)

Suy ra: oy = Rylto =t _ r(t,—ty) (6.5.9)
R, (0)

Trong truong hgp nay, cic trong sd ndi suy a, bang gia tri ctia hé s¢ tuong

quan gitia diém cin ndi suy va cac diém duge chon dé noi suy.

6.5.3 NOi suy parabol

Noi suy parabol dua trén cd sé xem chudi ban ddu nhu 1a mét ham cta thoi gian:
x(t) = f(t) (6.5.10)

con x(t,), to£t;, 12 diém can néi suy.

ta sé goi cac diém t;i=1..n, 1 cc nit ndi suy. Pa thic P(t) duge x4c dinh duy nhat
bang cac nut va bang gia tri cla chudi tai cac nit dé. Yéu cau cta phép ndi suy la
gii nguyén gia tri cla chudi cac nit noi suy, nén sai s6 quan tric, néu cé, van duge
bao toan.

Da thtc néi suy P(t) dugc thiét 1ap theo cong thiic Lagrange:

P(t) = zLi(t)Xi (6.5.11)
i=1
trong d6 x; = x(t;) 1a cac gia tri ctia chudi. Pa thtc L;(t) dude xac dinh bdi cac niut ndi
suy:
Ll(t) — (t— tl)--'(t — ti—l)(t — ti+1)'--(t — tn) , (1:111) (6512)
(t; =t (t = i) — i) (8 — ty)
.. .. 1 khii = j
va lay gia tri tai cac nat dé: Li(t;) = §;; = H J (6.513)
0 khii # j
Nhu vay ta dé dang xac dinh dudc gia tri ndi suy x(t,):
x(t,) = P(to) = 2 Li(to)x(t)) (6.5.14)
i=1
véi Li(to) — (to _tl)"'(to _tifl)(to _ti+1)"'(t0 _tn) , (1=1n)

(t =) (G — o) — ). (8 — ty)
Khi n=2 ta c6 cdng thiic ndi suy tuyén tinh quen thudc:

X(to)_x(tl) — th—4 hay X(t ) — t,—t) X(tl)-i- t, —t
X(t)—x(t) t -t ti—t th =1

X(tz) .

185



CHUONG 7
PHAN TICH CHUOI THOI GIAN

7.1 Cau tric chudi thdi gian

Chubdi thoi gian 1a chudi s6 liéu dude sdp xép theo trinh tu thoi gian. Phan
tich chudi thoi gian 14 nghién ctiu cdu tric bén trong cua chudi véi muc dich tim
ki€m va phat hién nhiing qui luat bién d6i theo thoi gian. N6i chung cac chudi thoi
gian thudng an chtta nhiéu thanh phan khac nhau. Déi véi cac qué trinh khi tudng,
khi hau chudi thoi gian thudng chtia dung cac thanh phan sau day:

e Dao ddng ngau nhién: La nhiing bién déi thang gidng khong phu thude vao thai
gian cua cac thanh phan trong chudi

e Nhiéu déng: La nhiing bién d6i b4t thudng mang tinh ngdu nhién, tuy vay gitia
ching van ton tai nhiing méi quan hé nao d6 va ching c6é thé xuédt hién sau
nhiing khoang thoi gian nhat dinh

e Dao dong tudn hoan: La nhiing bién ddi biéu hién tinh ch4t thing giang c6 nhip
diéu déu dan, vi vay nguoi ta con goi d6 1a thanh phan dao dong nhip diéu

e Dao déng c6 chu ky: La nhiing dao déng bién d6i c6 tinh lap lai tuong dsi
thuong xuyén sau nhiing khoang thoi gian kha déu dan

e Thanh phan xu thé: Biéu hién xu huéng ting hodc giam theo thdi gian cta céc
thanh phan trong chudi

Trong thuc t& nghién ctiu ngudi ta thudng dong nhat thanh phan dao dong
ngiu nhién véi thanh phan nhidu dong va thanh phin tuin hoan véi thanh phan
dao dong c6 chu ky, mac du sy dong nh&t nay chic chin khong thoa dang. Tuy
nhién, c6 su phan biét dang ké gitia khai niém chudi thsi gian trong khi tudng va
chudi thoi gian trong khi hau. Theo quan diém khi tuong, hai tri s6 k& can trong
chudi thoi gian c6 thé cdch nhau mét gis, mét ky quan tric (3 hodc 6 gid), mot
ngay, mot thang va tham chi duéi mot gio, nhung khong nhat thiét phai 14 mot

nam. Vi vay, c6 thé xem chudi thdi gian trong khi tudng bao gbm cac thanh phan:

e Dao déng tuan hoan ngay, ttc 1a nhiing bién d6i theo chu ky ngay
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1)

2)

Dao dong tuan hoan nam, ttc 1a nhiing bién ddi theo chu ky nam
Xu thé& dai ndm
Chu ky dai nam
Dao dong ngiu nhién

Con co cau chudi thoi gian trong khi hau chi cha 3 thanh phan co ban:
Xu thé& dai ndm
Chu ky dai nam
Thanh phan ngau nhién
Xu thé& dai ndm: Minh hoa vé xu thé& dai ndm dudc din ra trén hinh 7.1. D6 1a
nhitng bién ddi cua chudi s6 liéu cé tinh chit don diéu va tuong d6i thudng
xuyén. T6c d6 bién d8i ctia chudi gAn nhu ddng déu. Cac tri s6 cta chudi c¢6 xu
thé& ting dan hodc giam dan dén gia tri 16n nhat hodc nhé nhat. Tuy vay khong
nhat thiét d6 1a xu thé tuyén tinh.
Chu ky dai ndam: Chu ky dai ndm 1a nhiing bién d6i ctia chudi mang tinh chét
lap lai gia tri sau nhiing khoang thoi gian nhat dinh nao d6 (hinh 7.2). Méi1
tuong quan gifia cac thanh phan trong chudi thuong dat tri s6 16n nhat khi xét
t6i hai thanh phan cach nhau mét s6 nam xap xi v6i do dai chu ky.

X X

b) i

1 1 1 1 | t

3)

Hinh 7.1 Bién d6i xu thé€ dai nam
a) Xu thé tang; b) Xu th& giam Hinh 7.2 Bién d6i chu ky dai nam
Dao ddng ngau nhién: Hinh 7.3 minh hoa vé tinh dao dong ngiu nhién cua
chudi. D6 1a nhiing bién d6i thudng xuyén khéng 6n dinh. D&u chuén sai caa
mot vai thanh phan ké& can thuong khac nhau. Bién do déng thuong khong qua
16n va noéi chung xoay quanh gia tri trung binh. B6i vay gia tri trung binh dugc

L BN A v Y 2 A x A
coi 12 chuan muc thiang bang cua cac dao dong ngau nhién.
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Hinh 7.3 Dao dong ngu nhién Hinh 7.4 K&t hgp xu th& va ngéu nhién
Trong thuc t& cac chudi thuong ton tai két hgp hai (hinh 7.4, 7.5) ho#c ba

(hinh 7.6) thanh phan néi trén, trong d6 thanh phan ngiu nhién ludn xuit hién.

X X

Hinh 7.5 K&t hop chu ky va ngéu nhién Hinh 7.6 K&t hop ca 3 thanh phéan

No6i dung bai toan phan tich chudi thoi gian bao gdm hai van dé chinh 14 phan
tich xu thé& va phan tich chu ky. D6 cling 14 nhiing ndi dung co ban ctia bai toan
nghién ctu bién d6i khi hau ma ta c6 thé néu lén dudi dang bai toan sau:

Cho chubdi thoi gian {x,,t=1..n} ctia déc trung yéu t6 khi hau nao d6. Trén co sé
phén tich c4u truc thong ké ctua chudi hay xac ding xu thé bién d6i dai ndm va tinh
dao ddng c6 chu ky cta dic trung yéu to do.

Tuy nhién, nhu da thay, chudi thoi gian luén ludn chiia dung thanh phan dao
dong ngdu nhién. D& c¢6 thé phat hién duge xu thé bién d6i va céc chu ky dao dong,
can thiét phai loc bd nhiing dao dong ngiu nhién trong chudi. Va nhu vay, xuat
hién mét nhiém vu quan trong trong bai toan phan tich chudi thdoi gian 14 loc chubi
hay lam tron chubdi.

7.2 Vai nét vé phan tich chubi thsi gian trong khi tudng, khi hau

Viéc phan tich chudi thdi gian bang céng cu théng ké budc phai chdp nhan
mét gia thiét hét stc co ban 1a tinh ding cda cac qua trinh khi quyén. Tinh ding &
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day c6 nghia 12 moi tinh chat théng ké ctia qua trinh trong qua kht van dude bao
toan cho ca trong tuong lai. Khai niém nay dugc Ging dung kha phd bién trong cac
mo hinh théng ké du bao thdi tiét, khi hau. Puong nhién riang ta khong nén tin
tudng tuyét doi vao nhiing tri s6 du bao dude trong tuong lai thong qua chudi s6
liéu quan tric hién c6 clia qua trinh dang xét. Chéng han, tit viéc phan tich chudi
s6 liéu nhiét d6 (va chi c6 nhiét d6 ma théi!) ta c6 thé dua ra dudc gia tri du bao
cua né trong tuong lai, nhung hay canh gidc véi dd chinh xac cta du bao. Tuy
nhién, trong rat nhiéu truong hop gia thiét vé tinh diung lai té ra rat hop 1y.

Co6 hai phuong phap tiép can co ban khi phan tich chudi thoi gian, 14 phan
tich chudi trén mién thoi gian va phan tich chudi trén mién tan s6. Vé ban chat,
xuét phat diém cta cac phuong phap nay rat khac nhau, nhung ching khéng hoan
toan doc lap v6i nhau ma bu trit cho nhau vé mit biéu dién toan hoc.

Phuong phap phan tich trén mién thoi gian tim céac dic trung ctia chudi so
litu dua vao céong cu cd ban la ham tu tuong quan (autocorrelation function).
Phuong phap phén tich trén mién tn s6 biéu dién su bién d6i ctia chudi s6 liéu
nhu 12 ham cta nhiing tin s6 dao dong, qua d6 lam xuat hién su déng gép hay tich
luy nang lugng ctia qua trinh tai nhiing quy md thoi gian hodc nhiing tan s6 dic
trung khac nhau.

D61 véi nhiing chudi s6 liéu ma ¢6 thé xem ching nhu tap cac gia tri c6 thé
cta bién ngau nhién roi rac, phan tich mién thoi gian dudce thuc hién trén co sé
khai niém xich Markov. Cé thé hinh dung xich Markov nhu 14 hé théng cac trang
thai xay ra lién tié€p theo thoi gian. Chudi cac trang thai nay cidn phai thoa méan
nhiing thudc tinh nao dé, duge goi 1a thudc tinh Markov. Chéng han, thudc tinh

caa xich Markov bac nh4t c6 thé dude biéu dién béi:

PXii/ X, Koy, Xy) = PXin/Xy) (7.2.1)

trong d6 X;, i=1, 2,... 1a c4c trang thai cia hé théng tai cac thoi diém i=1, i=2,..., i=t,
con t 14 thoi diém hién tai.

Biéu thiic (7.2.1) ham ¥ ring xac sudt dé hé nhan trang thai X,,, tai thoi diém
t+1 chi phu thudc vao trang thai cia hé tai thoi diém ¢ (X,). Hay néi cach khac, xac
suat cua trang thai tuong lai chi phu thudc vao trang thai hién tai ma khéng phu
thudc vao qua khi. Vi du, gia tri du bao nhiét do t6i thap ngay mai chi phu thudc
vao sb liéu quan tric ngay hém nay, con nhiing s6 liéu caa cac quan tric trude dé
khéng c6 ¥ nghia cung c4p théng tin thém cho viéec du bao nay. Ngudi ta goi xac
sudt biéu dién béi (7.2.1) 1a x4c sudt chuyén trang thai cta xich Markov, né 1a xéac
suat c6 diéu kién.
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M5 hinh xich Markov cho cac bién roi rac c¢6 thé duge xét trén nhiéu phuong
dién khac nhau, nhu xich Markov bac nhat hay bac cao, xich Markov hai hay nhiéu
trang thai. Vi du, c6 thé tng dung xich Markov bac nh4t hai trang thai &é khao sat
chubi cac su kién “c6 mua” hay “khéng mua”. Cac su kién nay dién ra lién tiép theo
thoi gian va ching c6 thé dude ma hoé bdi cac tri s6 0 (khéng c6 mua xudt hién) va
1 (c6 mua xuét hién). Bién trang thai cia hé trong truong hdp nay 1a mot bién nhi
phan X={0, 1}. Nhu vay, theo tién trinh thoi gian gia tri cia X 14 mét chudi cac s6 0
hodc 1. Tdc 1a ta ¢6, chdng han, x,=0, x,=0, x,=1, x,=1, x,=0,...,x,=1. V6i mé hinh
bac nhit ta cAn quan tAm dén xac sudt dé hé nhan trang thai tai thoi diém t+1
trong tuong lai khi da biét trang thai hién tai ctia hé (xac sudt chuyén trang thai):
P(X,,,/X,). Cac xac sudt chuyén trang thai dé la:

Poo = PXiy = 0/ X, = 0)
po1 = PXiyy = 1/ X, = 0)
P10 = PXpy =0/ X, = 1)
P = PX =1/ X, =1)

Déi v6i nhiing bién lién tuc, nhu nhiét d9, ap suit, lugng mua,... m6 hinh xich
Markov trén day khéong phut hgp, bdi ta khong thé liét ké tat ca cac gia tri c6 thé
cua chung. Trong truong hdp nay, thay cho xich Markov ngudi ta st dung khai
niém moé hinh tu hoi qui, hay moé hinh Box-Jenkins. M6 hinh don gian nhét loai
nay 14 mé hinh tu héi qui bac nhat (First order Autoregression — AR(1)). Déi khi
ngudi ta con goi moé hinh AR(1) 1a qua trinh Markov hay so d6 Markov. Thuoc tinh
Markov (7.2.1) trong truong hgp nay cé thé duge bidu didn duéi dang:

P(Xisy € X1 1 X £ X, X £ Xggpenny Xy £ X9)= Py € x40 / X %) (7.2.2)
trong d6 x, 1a gia tri cua X tai thoi diém t.

M6 hinh tu héi qui bac nhat d6i véi chudi thoi gian {x,} cua bién lién tuc X c6
thé dugc biéu dién duéi dang:

X1 = B = 0K — W) + &g
trong d6 x, va x,,, tuong tng la gia tri cua chudi tai thoi diém t va t+1, p 1a trung
binh ctia chubi, ¢ 1a tham s6 tu héi qui va & 1a phan du hay sai s6.

C6 thé hiéu mé hinh AR(1) nhu 14 phuong trinh héi qui tuyén tinh du bao gia
tri cia bién nglu nhién X véi yéu t6 du bao 1a gia tri trong tuong lai (thoi diém
t+1) va nhan t6 du bao 1a gia tri hién tai cia X. Gia tri tai thoi diém tuong lai x,.,
cua X dudc xac dinh bdi hai thanh phan: thanh phan thd nhat 1a ham cta x,, thanh
phan tht hai, €.,, 12 mot bién ngdu nhién ma thuong dudc gid thiét 1a c6 phan bo
chuén véi ky vong bing 0 va phuong sai bing o-. Trong thuc t&, do gia thiét tinh
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ditng ctia chudi thoi gian, trung binh p duge 14y bang trung binh s6 hoc ctia chubi
va xem n6 khong ddi theo thoi gian. Use lugng thong ké ctia tham s6 tu hdi qui ¢ 1a
tri s6 ciia ham tu tuong quan tai d6i s6 bing khoang thdi gian gitia hai thoi diém.

7.3 Cac phép bién déi va loc chudi

Trong nhiéu trudng hop viéc bién d6i chudi s§ liéu ban dau vé chudi méi dé tur
d6 tién hanh tinh toan, phan tich sé mang lai hiéu qua hét stc ly thd. Ching han,
khi gitt nguyén s6 liéu ban dau thi bién dang xét cé tinh bat d6i xtng 16n, nhung
néu ta 14y logarit tat ca cac gia tri s6 liéu dé nhan duge chubi sd liéu méi thi chudi
nay khong nhiing thoa nidm tinh d8i xtGing ma con tuan theo luat chuédn. Thong

thuong trong khi tugng, khi hau ngudi ta st dung cac phép bién ddi sau day.
7.3.1 Phép bi&n ddi luy thira

Phép bién d6i luy thira thudng dude ap dung cho nhiing chubi s6 liéu bat doi
xting, nhan gia tri duong. Ky hiéu sé liéu ban dau 1a x, chudi sé duge bién ddi theo
mot trong cac dang thic:

x* A>0
y =1In(x) A=0 (7.3.1)
—x* A <0
A
x" -1
A0
y=< A (7.3.2)
In(x) A=0

trong d6 A 14 mét tham s dude chon tuy ¥ sao cho chudi da bién d6i tré nén phi
hgp hon theo nghia nao dé.

Vi du 7.3 Tu chudi s6 liéu lugng mua thang 1 trong thoi gian 50 nam cua
tram A, st dung phép bién d6i (7.3.2) véi cac gia tri A khac nhau ta nhan dugc két
qua trinh bay trong bang 7.1. Tt d6 ta tinh dugc dd bat ddi xting tGng véi tung

chubi:

SL géc

A=1

A=0.5

A=0

A=-0.5

Do bat dsi xing

1.83

1.83

0.84

-0.18

-1.20

R6 rang sau khi thuc hién phép bién d6i tinh bat d6i xtng cta chudi thay ddi
rat dang ké. V6i gia tri A=1, chudi méi chi khac chudi ban ddu mét hing sé cong
(y=x-1), do d6 tinh bat d6i xtng van dudc bao toan. Khi A==0.5, so véi chudi ban
dau tinh bat do6i xting da giam di nhung van con léch phai. Néu A gidm xudéng dén

0, bat d8i xting ctia chudi da bién d6i tu léch phai sang léch trai. Néu A cang gidm
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tinh léch trai cang tang. Trong trucong hgp trén, dd bat doi xting nho nhat khi A=0.
Diéu nay con duge thé hién r6 trén hinh 7.7.

. 1 [T, _ | —’_\H

a) SL géc b) A=0.5

A sHal===

c) A=0 d) 2.=-0.5

Hinh 7.7 Phan bé tan suat chudi lugng mua tram A qua cac phép bién ddi
7.3.2 Bi&n déi qui tam va chudn hoa sé liéu

Nhu da néi trén day, gia thiét vé tinh ding ctua chudi c6 ¥ nghia rat quan
trong khi st dung cong cu thong ké nghién ciiu chudi thoi gian. Tuy nhién, hau hét
cac qué trinh khi quyén hosc khéng thoa man tinh ding hoic thod méan véi mic do
yéu 6t. V61 muc dich lam “tdng” tinh ding clia qué trinh ngudi ta thuong thuc hién
phép bién d6i qui tAm va chudn hoa chudi. Qua phép bién d6i qui tdm chudi trd
thanh c6 trung binh bang 0, con phép chuén hoa lam cho chudi vita ¢é trung binh
bing 0 vita c6 phuong sai bang don vi. Ky hiéu chudi qui tAm bdi x’ con chubdi chuén

ho4 béi z, ta cé:

X' =xXx- X (7.3.3)

(7.3.4)

trong d6 X vas, tuong tng 1a trung binh va d6 léch chuén cta chubi.
Nhu vay, phép bién d6i qui tAm khong lam thay d6i tht nguyén cta chudi
trong khi phép chuéin ho4 bién chudi tré thanh vo thi nguyén.
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7.3.3 Loc chudi biing phuong phap trung binh trugt

Phuong phap trung binh trugt 1a mot trong nhiing phuong phap dude tng
dung phd bién trong khi hau. Muc dich ctia phuong phap 1a loai trit vai tro cta tinh
ngiu nhién trong chudi, loai trit anh hudéng ctia nhiing chu ky ngén va tao co sé dé
phan tich xu thé va dao dong c6 chu ky dai.

C6 thé hiéu phuong phap trung binh trugt nhu 14 mét phép bién ddi tuyén
tinh, bién chudi s6 liéu ban dau {x,, t=1..n} thanh chudi méi, trong dé cac dao dong
ngau nhién va chu ky ngén da dude khii bd. Béi vay ciing c6 thé xem phuong phéap
trung binh trugt nhu 14 mot toan ti loc ma sau khi tadc dung né 1én chudi ban dau
ta dugc mdt chudi méi.

Gia st c6 chudi sb liéu ban dau {x,, t=1..n}. V6i mot tri s6 m nguyén duong xac
dinh (théng thudng m 1é) ta c6 cong thic bién d6i sau, duge goi 1a trung binh trugt
v61 buéde trugt m:

1 m+i-1 .
vi= — 2%, (1=1,2,...n-m+1) (7.3.5)
m ¢
1 m+l 1 m+2 1 n
Hay: vy, = —th,yzz _zxt,Y{’): —_ th"”’ Yn-m+1 = — zxt
m m_p m _3 m—p_m+1

Nhu vay mdi thanh phan cua chudi méi {y;} 1a trung binh cong cia m thanh
phéan x,,...,X,,;_; cua chudi ban dau {x,}. Thanh phan thi i cia chudi méi {y;} khong
tiéu biéu cho thdi gian t=i ma tiéu biéu cho ca khoang thoi gian ti t=i dén
t=i+m—-1. Hay néi cach khéc, thanh phan tht i caa chudi {y;} tiéu biéu cho thdsi gian
t=(m+1)/2—-1+1:

{x;, t=1.n} — {y, t=(m+1)/2..(n—(m+1)/2-1)}

Ching han, vy, tuong tng véi Vim+1)/2)
Ye tuong tng véi Y(m+1)y/2+1)
Yn-m+1 tuong tng véi Y n-(m+1)/2-1)

Ttc 1a so véi chudi {x,} s6 thanh phan cta chudi {y;} bi giam di (m-1)/2 thanh
phan diu va (m-1)/2 thanh phan cudéi. Néu chubi {x,} ¢6 n thanh phan thi chudi {y;}
c6 (n-m+1) thanh phan. Trén hinh 7.8 minh hoa so d6 cac thanh phan cta hai
chudi trudec va sau khi thuc hién phép trugt. R6 rang, khi chon m=5 thi s6 thanh
phan bi mat di sau khi trugt 1a m—-1=4.

x} @ ® @

@ o o

@ e o
o O O
Hinh 7.8 So dé trung binh truot
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Bang 7.1 S6 liéu lugng mua tram A trude va sau khi bién déi

TT | SL gbc A=1 A=0.5 A=0 2=-0.5 | TT | SL géc A=1 2=0.5 A=0 A=—0.5
1 11.2 10.20 4.69 2.42 1.40 26 43.7 42.70 11.22 3.78 1.70
2 13.2 12.20 5.27 2.58 1.45 27 445 43.50 11.34 3.80 1.70
3 13.7 12.70 5.40 2.62 1.46 28 447 43.70 11.37 3.80 1.70
4 18.3 17.30 6.56 2.91 1.53 29 46.7 45.70 11.67 3.84 1.71
5 221 21.10 7.40 3.10 1.57 30 47.8 46.80 11.83 3.87 1.71
6 26.2 25.20 8.24 3.27 1.61 31 50.3 49.30 12.18 3.92 1.72
7 28.2 27.20 8.62 3.34 1.62 32 50.8 49.80 12.25 3.93 1.72
8 28.4 27.40 8.66 3.35 1.62 33 52.8 51.80 12.53 3.97 1.72
9 28.7 27.70 8.71 3.36 1.63 34 54.1 53.10 12.71 3.99 1.73
10 29.5 28.50 8.86 3.38 1.63 35 55.1 54.10 12.85 4.01 1.73
11 30.0 29.00 8.95 3.40 1.63 36 57.7 56.70 13.19 4.06 1.74
12 33.0 32.00 9.49 3.50 1.65 37 60.5 59.50 13.56 4.10 1.74
13 33.3 32.30 9.54 3.51 1.65 38 62.0 61.00 13.75 4.13 1.75
14 34.3 33.30 9.71 3.54 1.66 39 63.5 62.50 13.94 4.15 1.75
15 343 33.30 9.71 3.54 1.66 40 64.3 63.30 14.04 4.16 1.75
16 345 33.50 9.75 3.54 1.66 41 68.3 67.30 14.53 4.22 1.76
17 34.5 33.50 9.75 3.54 1.66 42 69.6 68.60 14.69 4.24 1.76
18 34.5 33.50 9.75 3.54 1.66 43 71.6 70.60 14.92 4.27 1.76
19 35.3 34.30 9.88 3.56 1.66 44 71.6 70.60 14.92 4.27 1.76
20 36.6 35.60 10.10 3.60 1.67 45 74.7 73.70 15.29 4.31 1.77
21 371 36.10 10.18 3.61 1.67 46 76.2 75.20 15.46 4.33 1.77
22 38.4 37.40 10.39 3.65 1.68 47 93.0 92.00 17.29 4.53 1.79
23 42.9 41.90 11.10 3.76 1.69 48 [ 1156 114.60 19.50 4.75 1.81
24 42.9 41.90 11.10 3.76 1.69 49 [ 1245 123.50 20.32 4.82 1.82
25 43.7 42.70 11.22 3.78 1.70 50 | 161.8 160.80 23.44 5.09 1.84
Tinh chdt cia trung binh truot:
Gia st chudi {x,} ¢6 chu ky 1a p, khi d6 ta c6 thé viét:
X, = x = x(t) = Acos 2 ¢ (7.3.6)

trong d6 A 1a bién do dao ddong ngau nhién tng véi chu ky p. Tu (7.3.6) cac thanh

phan cta chubi {x,} ¢6 thé dudc biéu dién bdi:

X; = Acosz—n 1, x,= Acosz—Tc ey Xy = Acosﬁ m

p

p

(7.8.7)
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Mat khac, d6i véi chudi da trudt {y,} ta cling cé:

m m
v = iZXt: LZACOSEt (738)
m_; mi_; p
.. m m+1
m sin— @cos ¢
St dung cong thic Euler ) cosot= 2 cho (7.3.8) ta nhan dudgc:
t=1 sin -+

Am e A sin?—cos S
Vi = V(e = — Q€08 ——t=— P 3 P =
mZ p m sin =™
2p
. T
Asm—m - .
=2 P osE(m+1)= A, cos = (m+1) (7.3.9)
. T p p
Sin —
p
. T
Sin—m
véi A, = & pn 1a bién d6 dao dong ngiu nhién.
M sin—
p

Tu (7.3.7) ta c6 thanh phan thi (m+1)/2 caa chudi {x,}:

X(m+1)2 = Acosz?7T (mTHj: Acos% (m+1) (7.3.10)

So sanh (7.3.9) va (7.3.10) ta thdy sau khi thuyc hién phép trugt, bién do cua

.9 . 9 N M A A LN A 2
Ym+1y2) glam di chi con bang k = Kl lan bién do cua X1yt

. T
sin—m
Qo p
A m smE sin—m
k="l= P —p P (7.3.11)
A A sin —
p

Nhu vay, néu p=m, m/2, m/3,... thi Tm= n, 2m, 3m,... va sinEmZO, hay k=0.
p p

Tt d6 suy ra riang véi bude trugt m, bién d6 cta nhiing dao dong c6 chu ky bang m,
m/2, m/3,... cia chudi ban dau sé giam dén 0. Diéu d6 c6 nghia 14 néu thuc hién
phép trugt bubc m ta sé bién chudi ban dau thanh chudi méi trong d6 cac dao dong
c6 chu ky bang m, m/2, m/3,... (cAc chu ky nhan m lam boi s6) da dugc khi bo,
chudi da trugt trd nén tron tru, dé phan tich hon.
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Trong tinh toan thuc hanh viéc chon m hoan toan tuy thudc vao muc dich ctaa
bai toan. Tuy vay ta c¢d ging chon nhiéu tri s6 m khac nhau va so sanh cac két qua
nhéan duge dé rat ra két luan. Mat khac ciing can luu ¥ ring, sau khi trugt, do dai
ctia chudi méi bi mat di (m-1) thanh phan so véi chudi ban dau. Do vay néu chon m
qué 16n sé& lam cho s6 thanh phan bi mat di qua nhiéu.

Ching han, dé phan tich nhiing bién d6i ¢6 chu ky caa chudi s6 liéu lugng
mua thang, néu can quan tdm dén nhing chu ky trén moét nam ta c6 thé chon
m=13. Trong truong hop nay nhiing dao dong ngau nhién cé cac chu ky 13 thang,
13/2=6.5 thang,... sé dugc khti bd. Sau khi thuc hién phép trugt ta duge chudi méi
thé hién nhiing dao dong rd nét hon.

Hinh 7.9 din ra vi du vé lam tron chudi lugng mua nidm ctia mét tram bang
trung binh trugt v6i buée trudt m=5. Tu hinh vé c¢6 thé nhan th4y sau khi loc chudi
da duge 1am tron mot cach dang ké. Nhiing dao dong ngiu nhién da duge loai bd
bét va qui luat dao dong dai nam dudc thé hién khé ré nét.

7.3.4 Loc chudi bing phép loc ¢é trong lugng

Loc c6 trong lugng 1a thuc hién phép bién ddi chudi ban dau {x;} vé chudi méi
{y} bang cach tac dung mot toan ti tuyén tinh — téng cé trong lugng, 1én chudi da
cho:

m
Yi = 20Xy, (i=12,.n—m+1) (7.3.12)
k=1
m m
Hay yi= Zwkxk=Y2 = zkaHk
k=1 k=1

m m
Y3 = zka2+k s Yn—m+l = z(’)kxn—m+k
k=1 k=1

trong d6 w,, k=1..m, 12 cac trong sé clia toan tii loc. Cac trong s6 nay phai thod man

hé thtc:

Mz

o, =1 (7.3.13)

k=1

Ta thdy mdi thanh phan cta chudi méi {y,} bang trung binh c6 trong lugng
cua m thanh phan x;,...,.X,._; cua chudi ban diu {x}. Tuong tu nhu trung binh
trugt, thanh phan tht i cta chudi méi {y;} khong tiéu biéu cho thdi gian t=i ma tiéu
biéu cho ca khoang thoi gian tit t=i dén t=i+m-1. Hay néi cach khac, thanh phin

thi i cua chudi {y;} tiéu biéu cho thdi gian t=(m+1)/2—-1+i.
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X, t=1.n} — {y), t=(m+1)/2...(n—(m+1)/2-1)}
So sanh (7.3.5) va (7.3.12) ta thay trung binh trugt 12 mot truong hgp riéng

9 2 2 . . n N N N 1
cua phép loc ¢6 trong lugng khi cho cac trong sé6 o, bang nhau va bang — . Nhu
m

vay, su khac nhau gitia phuong phap loc chudi theo cong thtc (7.3.12) va phuong
phap trung binh trugt 1a 6 chd, néu trong (7.3.12) nhiing thanh phan cang cach xa
tri s6 loc (i) sé c6 trong luong cang nho, thi ¢ phuong phap trung binh trugt cac
trong lugng loc dugc 14y bang nhau d6i véi moi thanh phan tham gia loc.

Diéu quan trong & day 1a cac trong sb loc w,, k=1..m, can dudc chon sao cho
thich hgp véi ban chat ctia qua trinh dang xét. Thong thudng ngudi ta chon s6
trong s6 m 1é va gia tri cua chuing d6i xting nhau qua ®g:ye. Vi du, mot trong
nhiing toan ti loc dang nay da dudc t6 chiic Khi tugng thé giéi (WMO) céng bé va
né da dudc st dung dé khao sat céc chudi lugng mua la:

©,={0.06, 0.25, 0.38, 0.25, 0.06} (7.3.14)

Hinh 7.9 minh hoa két qua ap dung toan ti loc (7.3.14) cho chudi lugng mua
da néu ¢ muc trén.

Tu d6 ta thay, vé co ban két qua cua hai phuong phap loc tuong tu nhau,
nhiing dao déng dai nam déu dudc thé hién & ca hai chudi da loc. Tuy vay, néu xem
xét chi tiét ciing c¢6 thé phan biét dugc bién d6 dao dong ctiia chudi loc bang phép loc

c6 trong lugng nhé hon chit it so v6i chudi loc bang trung binh trugt.

------- SL goc
! SL loc ¢6 trong luong
2400 | ; - SL loc bing trung binh trugt
1900 F
1400 ki 5
900

1885 1895 1905 1915 1925 1935 1945 1955 1965 1975 1985 1995

Hinh 7.9 Chudi lugng mua nam trudc va sau khi loc
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7.4 S dung ham tu tuong quan xac dinh chu ky dao déng

Nghién ctu tinh dao dong c6 chu ky ctia chudi bang ham tu tuong quan — ttic
ham tuong quan chuéin hoa — dua trén gia thiét cho rang, cac thanh phin caa chudi
thoi gian {x,, t=1..n} 1a nhiing tri sd quan tréc cta thé hién x(t) tai n 1at cit t,, t,,...,
t, cia qua trinh ngau nhién ding X(t). Thuc chit cia phuong phap la xem xét su
bién thién cia ham tuong quan chuén hoa tinh dudc tit chudi d& cho. Néu chudi c6
chu ky bing % (don vi thdi gian) thi gia tri cia hé s6 tuong quan gitia hai 14t cét t;
va t, s& gdn bing 1 hodc kha 16n (Chu y ring ddi véi cac chudi s liéu khi hau
khoang thdoi gian gitia hai 14t cit lién tiép thudng 1a mot nam).

Gia st xét chudi {x,, t=1..n}. Khi d6 ham tudng quan chuén hoa (hay ham tu
tuong quan) r,(k)=r(t;,—t;) dudc xac dinh béi:

AL TN R R S (7.4.1)
n-k 5 SoSk n-k 5 SoSk
trong do: X, th , g— ZXt (7.4.2)
n- kt 1 n-k S

S

k =1,2,....m (don vi thoi gian).

Dé d& dang nhan biét duge cac chu ky, théng thudng sau khi tinh, ngudi ta
biéu dién ham tu tuong quan lén hé truc toa d6 véi truc tung la r (k) con truc
hoanh 1a k. Cac gia tri k ting véi r, (k) kha 16n hodc gan bang 1 sé& duge xem 1a cac

g( %) sk=\/ Dl (7.4.3)

N—=K =g

chu ky dao dong ctia chudi.

Hinh 7.10 din ra d6 thi ham tu tuong quan cua chudi s6 liéu nhiét d6 trung
binh ndm cta moét tram nhu moét vi du vé khdo sat tinh dao déng cta chudi. Ta
thdy tri s6 ham tu tuong quan bién d6i theo & kha rd. Xu thé r,(k) giam khi % tang
thé hién tinh dao dong tit dan ctia ham tu tuong quan. Véi tri s6 r.(k)>0.6 c6 thé
xem cac gia tri k=7 va k=13 tuong ting véi nhiing chu ky dao déng cta chubdi.

T (7.4.1) ¢6 thé thay ring, néu k cang 16n thi n-k cang gidm, ttc dung lugng
mau trong cong thiic tinh cac hé s6 tuong quan cang bé. Khi k qua 16n so véi dung
lugng méu n, gia tri tinh dude r (k) sé khéng dam bao d6 6n dinh théng ké. Béi vay,
s6 lugng gia tri cia ham tu tuong quan r,(k) khéng thé vugt qua mét tri s6 k..
nao d6 ma ngudi ta goi 1a diém cit (hay do dich chuyén cuc dai) cia ham tu tuong
quan. Néi chung k... phu thudc vao dung lugng mau n. Thong thudng déi véi cac
qua trinh khi tugng thuy vian k,,,. dudc chon trong khoang n/10 dén n/4.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Hinh 7.10 Ham tu tuong quan chudi sé liéu nhiét d trung binh nam

7.5 Phuong phap phan tich diéu hoa biéu dién chudi thai gian

7.5.1 Khai niém

Mbt trong nhiing phuong phap phé bién duge ap dung dé phan tich su bién
d6i chu ky cta cac chudi s liéu khi tugng, khi hau 1a phuong phap phéan tich diéu
hoa. Phéan tich diéu hoa la biéu dién nhiing dao doéng bién déi ctia chudi thoi gian
dudi dang téng cac thanh phan dao déng diéu hoa (dao déng hinh sin). Viéc phan
tich nhu vay cho phép hiéu dudc ban chat vat 1y cia nhiing dao déng bién d6i thong
thudng. Nguyén 1y co ban ctia phuong phap nay dua trén cd sé xem bién khi quyén
dang xét bién d6i lién tuc theo thdi gian, va chudi sé liéu chinh 1a gia tri ctia bién
do dugc tai n diém hiiu han, roi rac. Gia thiét ring khoang cach thdi gian gita hai
thanh phin ké& can ctia chudi khong d6i, bang don vi thdi gian, thi d6 dai chubi n sé
14 chu ky dao dong co ban cta chudi.

Tuy nhién, viéc thuc hién bai toan nay dan d&én mot sd van dé nay sinh. D6 14,
doi s6 ciia cac ham lugng giac (sin va cosin) 1a géc (dd hodc radian), trong khi chudi
s6 liéu c6 thé duge xem nhu 14 ham cta thoi gian. Mat khac, cac ham sin va cosin
chi nhan gia tri trén doan [-1; 1], trong khi chudi thoi gian thudng dao dong véi
nhiing bién d0 rat khac nhau.

Dé giai quyét van dé thi nhat ta xem d6 dai chudi n pht ddy mét chu ky co
ban ctia ham sin, ttc 14 ta sé thuc hién phép bién d6i d6i s6 thoi gian thanh d8i s6

gbc theo cong thiic sau:

21

t — It (7.5.1)
n
o
Hay gy 390, (7.5.1)
n

202



Nhu vay, khi ¢ bign ddi tit 0 dén n thi goc (2—nt) bign ddi tit 0 dén 2n (hay
n

360°). Dai lugng
o, = 8 (7.5.2)

dudc goi 14 tdn s6 co ban, c6 thi nguyén bang Radian/don vi thoi gian. N6 1a ty s6
gifia chu ky co ban cia ham sin va dé dai chudi n. Chi s “1” trong (7.5.2) ciling c6
nghia 14 séng c6 tan s o, thuc hién mdt chu ky dao dong mat mot khoang thoi gian
bang n don vi.

Van dé tha hai dude giai quyét mot cach don gian bang viéc nhan thém mot
hé s6 ty 1é C, vao thanh phin dao ddng va cong thém moét hing sd cong 1a gia tri

trung binh ctia chudi sao cho c¢6 thé bién dién chudi duéi dang:
- 2n
X, = x+C, cos(—t—(plj (7.5.3)
n

trong d6, hé s6 C, dudc goi 1a bién d6 ciia dao dong diéu hoa co ban va ¢, duge goi la
gbéc pha hay pha dao dong.

Tt (7.5.3) suy ra rang x, dat cuc dai khi cos [Et—(pl)Z 1 hay 2—nt =Q,.
n n

7.5.2 Uéc lugng bién do va pha ctia dao dong diéu hoa don

D& biéu dién chubi sd liéu theo (7.5.3) ta caAn phai xac dinh duge hai tham s6&
C, va ¢,. Hang tht hai trong (7.5.3) c6 thé dugc viét lai dusi dang:

Clcos(ﬁt—(m): A;cos Et + B;sin Et (7.5.4)
n n n

trong d6 A, = Cicos(9,), B, = C;sin(o,) (7.5.5)

Tt d6 c6 thé xac dinh duge hé s6 C, va goéc pha ¢,:

C,=yA? +B} (7.5.6)

arctg[%j néuA, >0
1
B, .
¢, = Jarctg ™ tn néuA,; <0 (7.5.7)
1
g néuA, =0

Van dé con lai 1a phai xac dinh dugde A, va B,. K&t hop (7.5.3) va (7.5.4) ta cé:
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X, = x + A cos 2—nt + B;sin ﬂt (7.5.8)

n n

Néu tuyén tinh hoa cadc thanh phan sin va cos trong (7.5.8) bang cach dat

A s. 2 . 2 ” 2 ~ < A .
bién méi u=cos—nt, v=sin "t ta c6 thé dua (7.5.8) vé dang phuong trinh hoi qui
n n

tuyén tinh quen thudc x=a, + a,u + a,v. Va ti d6 dé dang xac dinh dudgc: A,=a,,
B,=a,, con hé s6 tu do a, chinh 1a gi4 tri trung binh X. Tuy theo gia tri nhan dudc
cua A, va B; ma khi tinh ¢, theo (7.5.7), truéng hop tht hai (A;<0) sé& chon dau (+)
hay d&u (-) sao cho thoa mén diéu kién 0<¢,<2r.

Trong thuc té&, néu khoang cach thoi gian gifia cAc thanh phan ké& can cua

X A P A z 7 A ~ N 7 A .
chu6i déu nhau ta c6 thé tinh cac hé s6 A; va B, theo cac cong thic sau:

A= 23x cos2%t; B, = 23 x, sin 2t (7.5.9)

LA n g n

Vi du 7.5.1 Bang 7.2 dan ra s6 liéu nhiét dd trung binh thang nhiéu nam cta
mét tram va nhiing két qua tinh trung gian dé xac dinh céc hé s8 theo cac cong
thic trong (7.5.9).

Ti bang 7.2 ta nhan duge n=12 (thang), x =23.37 (°C), A= —~31.485/6 = —5.25,
B,=-21.225/6=-3.54. Do d6 C,=6.329 va ¢,=3.735. Ta ciing c6 thé nhan dugc két
qua tuong tu bang phuong phap hdi qui tuyén tinh khi xem co6t thi hai 1a bién phu
thudc va hai cot ti€p theo 1a cac bién doc lap. St dung két qua tinh nay dé biéu
dién lai chudi sé liéu ban dau theo (7.5.3) ta nhan dudc cdt cudi cung cua bang.

Bang 7.2 Két qua tinh trung gian cho nhiét do trung binh thang nhiéu nam

t Xy cosﬁt sinz—nt xtcos—nt xtsin—nt
n n n n %,
1 16.0 0.866 0.500 13.856 8.000 171
2 17.0 0.500 0.866 8.500 14.722 17.7
3 20.0 0.000 1.000 0.000 20.000 19.8
4 23.3 -0.500 0.866 -11.650 20.178 22.9
5 27.2 -0.866 0.500 -23.556 13.600 26.1
6 28.8 -1.000 0.000 -28.800 0.000 28.6
7 28.5 —-0.866 -0.500 -24.682 -14.250 29.7
8 284 —-0.500 -0.866 -14.200 —24.595 29.1
9 271 0.000 -1.000 0.000 -27.100 26.9
10 24 4 0.500 -0.866 12.200 -21.131 23.8
11 21.3 0.866 -0.500 18.446 -10.650 20.6
12 18.4 1.000 0.000 18.400 0.000 18.1
Téng 0.000 0.000 -31.485 -21.225
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Hinh 7.11 K&t qua biéu di&n chubi s6 liéu trung binh thang

b&ng ham diéu hoa don

Hinh 7.11 d&n ra d6 thi cta s6 liéu géc (cot 2) va s6 liéu tinh toan xap xi theo
(7.5.3). T4 &6 nhan thdy réng, mic du c6 su khac biét gitia s liéu thuc va s6 liéu

tinh toan, song miic d6 sai léch khong dang ké.

7.5.3 Phan tich diéu hoa xac dinh chu ky dao déng

Phan tich diéu hoa don trén diy cho phép biéu dién chudi sé liéu chi c6 mét
chu ky dao dong. Nhung nhiéu bai toan trong thuc t& yéu cau xac dinh dudc nhiing
chu ky dao dong khac con tiém 4&n trong chudi ma bing phuong phap khao sat
thong thudng ta khéng thé phat hién dude. Trong truong hgp nay thay cho (7.5.3)
ta sé biéu dién chudi duéi dang téng ctia nhiéu dao dong diéu hoa véi cac bién do va
pha khac nhau:

— n/2 — n/2
X, = X+ Z{Ck cos(%t—(pkﬂ =x+ Z[Ak COS(%tJ+Bk sin(z—nktﬂ (7.5.10)
n n n

k=1 k=1

. 2nk oL s R S nr N A
trong d6 o, = —— 1a cac tan s6 dao ddng, bang bdi s6 nguyén cua tan sd cd ban ;.
n

Nhu vay, chudi x, dudc xem 1a su chong chit cia n/2 dao doéng véi cac tan s6
khac nhau. Dao dong ting véi k=1 1a tdn s6 ©,=2n/n c¢6 chu ky bang d6 dai chudi,
ting véi k=2 1a tan s6 w,=4n/n c6 chu ky bang 1/2 chudi,...

Tuong tu nhu trén, cac hé s6 A, va B, trong (7.5.10) c6 thé nhan dudc bang

, A . I ) N . n . . 2
phuong phap hoéi qui tuyén tinh thong qua viéc dat bién phu u1=cos—nt,
n
.2 2n2 . 2m2 < . N A 5
ufsm—nt, ufcosit, ufsmit, v.v. Trong truong hdp cac thanh phan cua
n n n
chudi cach déu nhau (khoang cach théi gian déu nhau) ta c6 thé st dung cac cong
thic sau day dé tinh:
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n n
Ak = ngt cos(%tj , Bk = gzxt Sln(%tj (7.511)
n n nig n

t=1

(k=1,2,...,(n/2)-1)

n n
. l.Ethcos 2nn/2)t =letcos(nt) khi n chin
Va App =92 nig n n
0 khi n 1é
B,, =0 (7.5.11))

T dé ta nhan dudgce cac bién d6 va pha dao dong:

Cp = A} +B} (7.5.12)

B .
arctg[A—kJ néuA, >0
k
B, )
¢, = Jarctg N tn néuA, <0 (7.5.13)
k
g néuA, =0

Biéu dién chudi thsi gian x, theo (7.5.10) dudge goi 1a phép bién déi Fourier roi
rac. Nhu vay, n thanh phan ban dau cta chudi c¢6 thé dugc biéu dién bdi cac hé s&
C, va ¢. Vi cac hé s6 A, va B, déu 1a nhiing ham cta tan s6 o, nén Cy va ¢, cling 1a
ham cta tan sd o,. Ttc 14, thay cho viéc xét chudi trén mién thoi gian, phan tich
diéu hoa cho phép biéu dién chudi trén mién tan s6. Diéu d6 gidp ta tach duge
nhiing déng gép cua céic loai dao déng khac nhau 1én su bién déi cua chudi.

Véi @6 dai chudi bang n ta sé c6 n/2 (néu n chén) hoic (n-1)/2 (néu n 18) bo cac
gia tri Cy, ¢; v o,. Thong thuong sau khi tinh toan ngudi ta biéu dién ching lén d6
thi v6i truc hoanh la o, con truc tung la Cﬁ hodc ¢,. N6i chung trong thuc t& nguoi
ta quan tAm nhiéu dén sy bién déi cia Ci theo m, va dé thi cia ching dudc goi 1a
d6 thi phé ning lugng hay don gian 1a phé. Gia tri nhd nhat cta o, (tAn sé thip
nhat) 12 ©,=2n/n (tan s6 cd ban) ting véi séng hinh sin thuc hién mét chu ky bang
do dai chudi n, va tan s6 cao nhat 14 o,,=n, dudc goi 1a tan s6 Nyquist, Ging v6i séng
hinh sin thuc hién mot chu ky bang hai khoang thdi gian gitia cac thanh phan cta
chubi va thuc hién n/2 chu ky bang d6 dai chudi. TAn s6 Nyquist phu thudc vao do
phan giai thoi gian cia chudi ban dau x,.

Tan sb6 goc o, c6 thi nguyén la radian/thdi gian, nhung trong tng dung thuc
hanh ngudi ta thuong st dung khai niém tan sé dai:

_k_op

f,=— (7.5.14)
n 2n
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Tan s6 f, c¢6 thi nguyén la 1/thoi gian. Tuong ting v6i khoang bién thién cua

A A N A ~ 2 1 ~ A A . 1 . A . °
Oy, i bién do1 tir tan sd cd ban f; = — dén tan s6 Nyquist £, = 5 Tri s6 nghich dao
n

cua f,, dudc goi la chu ky diéu hoa:

= —=R_ZT (7.5.15)

Chu ky 1, 12 khoang thoi cin thiét dé séng c6 tan s6 o, thuc hién tron ven mét
chu ky dao dong.

Vi du 7.5.2 Bang 7.3 din ra chudi s6 liéu nhiét do trung binh thang hai ndm
lién tuc ctia mot tram va nhiing két qua tinh toan theo (7.5.12) va (7.5.15). Sé liéu
ban dau ctua chudi x, 6 cot thi hai va tht ba. Hai cot ti€p theo chiia chi s6 (k) va
tan so (t,) diéu hoa. Cot cudi cung 14 binh phuong bién dd cta cac dao dong diéu
hoa ma ta sé goi 1a phd.

Bang 7.3 Phan tich diéu hoa chudi nhiét dd trung binh thang

Thang 1995 1996 k T Ci
1 17.0 17.9 1 24.00 0.241
2 16.1 15.1 2 12.00 38.533
3 17.5 20.6 3 8.00 0.029
4 225 23.9 4 6.00 1.003
5 27.7 27.5 5 4.80 0.380
6 29.2 27.7 6 4.00 0.781
7 28.4 28.2 7 3.43 0.040
8 28.5 27.9 8 3.00 0.111
9 27.0 28.0 9 2.67 0.087
10 24.0 23.0 10 2.40 0.009
11 22.1 20.0 11 2.18 0.169
12 19.7 19.2 12 2.00 0.181

Di nhién, khong cin phan tich ta ciing c¢6 thé khing dinh ring chubi sé gbm
cac chu ky nam (12 thang), ntia nam (6 thang), v.v. V6i d6 dai chudin =12x 2 =24
ta c6 k=24/2=12 va 1, nhan gia tri 16n nhat bang 1,,=24/1=24 (thang), nho nhat
bing 1,=24/12=2 (thang). Gia tri phd dat cuc dai tai cac chu ky 1,=12 (thang) va
7,=6 (thang),... néi lén ring, déng gbp vao su dao dong bién d8i cta chudi 1a nhiing
song c6 chu ky 12 thang, 6 thang,... trong d6 muiic dong gbép cua soéng c6 chu ky 12
thang chi€ém mot ty trong 16n gap nhiéu lan so véi cac song khac. Két qua phan tich
nay ciing dugc minh hoa trén hinh 7.12, trong dé truc hoanh biéu thi cac chu ky
diéu hoa 1, con truc tung biéu thi gia tri phé da dugc bién ddi thanh thang do do
logarit theo cong thic: (Clz(), = Ln(Clz( + 1)
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0
24 12 8 6 4.8 4 343 3 2,67 24 218 2
Chu ky diéu hoa Tk (théng)

Hinh 7.12 Biéu di&n phd chudi s6 liéu nhiét d6 trung binh thang

7.5.4 Vai nét vé phuong phap FFT (Fast Fourier Transforms)

Méc du viée tinh toan cac hé s bién d6i Fourier roi rac chudi thoi gian theo
(7.5.11) hét stc rd rang, cu thé, ching vAn c6 nhiing ton tai nhit dinh, trong d6 tén
tai 16n nhat 1a thuat toan lam giam téc do tinh mét cach dang ké. Cho mai dén
gitia nhiing ndm sau mudi ngudi ta méi tim dugec mot thuat toan cho phép ddy
nhanh téc d6 tinh 1én rat nhiéu lan. D6 1a thuat toan hay phuong phap bién déi
Fourier nhanh (FFT). Ngay nay phuong phap nay da dugc tng dung rong rai trong
moi linh vuc va né da dudc chuong trinh hoa trong nhiéu phan mém khac nhau.
Tuy thudc vao do dai chudi, so véi phuong phap tinh da trinh bay ¢ muc trén,
phuong phap FFT lam téng t6c do tinh 1én nlog,n 1an. Ching han, véi n=100 téc do
tinh caa FFT nhanh hon 100log,(100)~15 14n, v6i n=10000, s6 1an nhanh hon sé& 1a
1000010g,(10000)~752 14n.

Phuong phap FFT tinh cic hé s§ Fourier trén co sé biéu dién chubi thoi gian
dudi dang:

_ n/2 .
X, = x+ Y Hye'm/mt (7.5.16)
k=1

trong d6 H, 1a cac hé sd Fourier phtc:
H, = A, +1B, (7.5.17)

v6i A, va B, 12 phan thuc va phan do cia H, vai=+-1.
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7.6 Phé cla cac qua trinh lién tuc

7.6.1 Mat dé phé cha qua trinh ngiu nhién

Nhu da biét, ta c6 thé st dung ham tuong quan chuén hoa dé phén tich tinh
dao d6éng c6 chu ky cta chudi trén mién thoi gian. Ta ciing c¢6 thé st dung phuong
phap phéan tich diéu hoa biéu dién chudi thsi gian trén mién tan s6. Tuy vay, trén
thuc t&€ bang cac phuong phap nay nhiéu khi mét s6 chu ky dao dong khong thé
hién ré va do d6 ta khéng thé phat hién dude. Sau day ta sé khao sat mot phuong
phap khac, d6 1a phé phuong sai. Phuong phap nay dua trén cd sé thita nhan tinh
diing cia qua trinh ngiu nhién X(t) ma nodi dung cta né cé thé trinh bay tém tit

nhu sau.

Gia st X(t) 12 mot qua trinh ngau nhién ding xac dinh trén doan [-T,T] c6 ky
vong toan hoc m,=0. Hién nhién diéu nay c6 thé thuc hién dudc, bdi néu m,#0 ta cé

thé xét qué trinh qui tAm cta né. Va gia st ring ta c6 thé biéu dién X(t) duéi dang

2 A P A N NPT N ~ nk NP A x N
tong vb6 han cac dao dong diéu hoa vé6i cac tan sb meF va bién d0 ngau nhién X,

khac nhau:

X(t)= Y X, ekt (7.6.1)
k=—0

Do gia thiét ky vong m,=0 suy ra M[X,]=0, va ham tuong quan ctia qua trinh
ngau nhién X(t) dugc viét dudi dang:

R, (t+1,t) = M[X(t+1)X ()] (7.6.2)
trong d6 X(t+1) = ¥ X ek (D (7.6.3)
k
X'(£)=Y Xje 1 (7.6.4)
1
T d6: R, (t+1,t) = {z X, 'k “*ﬂzx}‘eiw“} =
k 1
- M{ZZXkXTei[wk(HT)—wlt]} _ ZZM[XkXT]ei[‘”““”)_””] (7.6.5)
k 1 k 1

T diéu kién ding ctia X(t) suy ra ham tuong quan chi phu thudc vao mot doi
s6'1a hiéu gitia hai 14t cit, nén biéu thiic (7.6.5) tré thanh:

R, (1)= 3 M[X, X} ko (7.6.6)
k
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R6 rang, M[X,, X:]ZDk 14 phuong sai cua cac bién do ngau nhién X,. Tu d6 ta

nhéan dudc:

R.(1) = Y. Dk (7.6.7)
k=—w

Biéu thtc nay dudc goi 1a biéu dién ham tuong quan duéi dang chubi Fourier.
Cén chi y riang, do X(t) xac dinh trén doan [-T,T] nén ddi s6 © = t,—t, cia Ry (1) sé
nhan gia tri trén doan [-2T,2T], va do d6 cac hé s6 D, dugc xac dinh béi:

D, =L 2jT R, (t)e *k'dr, 0 _ Tk (7.6.8)
KA 30" TR ToT e
Néu dit t=0 vao (7.6.7) ta duge: D,=R,(0) = > D (7.6.9)
k=-0

Nhu vay, khi khai trién qua trinh nglu nhién dimg X(t) thanh téng v6 han
cac dao dong diéu hoa véi cac bién d6 ngau nhién X, thi phuong sai D, ctia qua
trinh X(t) sé dugc biéu dién dudi dang téng v6 han cac phuong sai ctia nhiing bién
do ngau nhién X, tuong dng.

So sanh (7.6.1) va (7.6.7) ta thdy ring, viéc xét bai toan khai trién qua trinh

ngiu nhién tuong duong véi viée xét bai toan khai trién ham tuong quan cia noé.

Bay gid thay cho (7.6.1) ta xét biéu thiic:

X(t) = Tei“’tdcb(m) (7.6.10)

duge goi 1a khai trién phd qua trinh nglu nhién X(t), trong d6 ®(») 12 moét ham
ngau nhién ctua d6i s6 . Tich phan & v& phai (7.6.10) 1a tich phan Fourier —
Stiltex.

Néu dat:

1 2T .

Sy (@) == [R (1)e " 'dr (7.6.11)
2n_2T
nk wnk-1) =

A® =0 — O = m = 7.6.12
k k k-1 T T T ( )
thi tit (7.6.8) ta ¢6: ST (@) =2k (7.6.13)

Wy

Tic Sz(wk) 14 mat dd trung binh ctia phuong sai trén doan tan sd Aw.

Két hop (7.6.7) va (7.6.13) ta nhan dugc:
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R.(1) = ZSI(cok)ei“’ktAmk (7.6.14)
k=—
Chuyén qua giéi han biéu thtc (7.6.14) khi T — o, con Aw, — 0 téng tich
phan sé trd thanh tich phan:

R, (1) = TSx(mk)eimdm (7.6.15)
Nhu vay, ham S (w) 1a giéi han ciia mat d6 phuong sai trung binh SI (o) khi
Ao, dan dén 0, né biéu thi mat d6 phuong sai cia ham ngiu nhién X(t) tng véi tan
s0 o va dude goi 1a mat d6 pho ctia qua trinh ngiu nhién ding X(t).
Gitta ham mat d6 phd S,(») va ham tuong quan R, (1) cia qua trinh nglu
nhién ding X(t) lién hé v6i nhau qua phép bién ddi Fourier:

+00

S.(0) = i [R, ()e ™ dr (7.6.16)

trong d6 ® 1a tan sd géc cua dao dong.

Ham méat d6 phd S, (w) 12 mot ham khéng am. Khi dat t=0 vao (7.6.15) ta
dugc:

R.(0)=D, = TSX((D)d(x) (7.6.17)

Nhu vay téng dién tich giéi han bdéi dudng cong mat d6 phé S.(®) va truc
hoanh bing phuong sai ctia qué trinh ngau nhién. Do thi nguyén caa D, bang binh
phuong thii nguyén cua X(t) nén ngudi ta xem D, nhu 14 nang lugng trung binh
trong mot don vi thoi gian ctia qua trinh hay con goi 1a c¢dng sudt. Chinh vi vay
S.(®) mang nhiéu tén goi khac nhau: Phé phuong sai, phé nang lugng hay phd cong
sudt.

Néu qua trinh ngau nhién X(t) c6 phuong sai D, hitu han, thi theo (7.6.17)
ham S, (») kha tich. Khi d6 ham

F. () = TSX(m)dm (7.6.18)

dugc goi 12 ham phé hay phé tich phan cta qua trinh ngdu nhién diung X(t).
T day c6 thé noéi vé § nghia vat 1y cia ham phd va mat &6 phé nhu sau:
Ham phé la ham phédn b6 mé td phdn b6 ndng luong cia dao déng ngéu nhién

theo cdc tan sé khdc nhau; mdt dé phé la mdt dé phdn bé cia ndng luong theo tin

so.
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Ham s, (o) xac dinh béi: 5. (0) =¥ (7.6.19)

X

dugc goi 1a mat @6 phé chuédn hoa.
Gitta ham mat d6 phd chudn hoa s (®) va ham tuong quan chudn hoa r.(t)
ciing lién hé v6i nhau qua phép bién d6i Fourier:

~+00

_ L —ioT
s (@) = - _{o 1, (t)e " "de (7.6.20)

+00 .
r.(1) = J'sx((o)e‘mdoo (7.6.21)
D61 v6i qua trinh ngau nhién thuc, do tinh chin cia ham tuong quan suy ra

s < A A 2 A 2 R N
tinh chin ctia mat do pho, nén c6 thé viét:

+00
S, (w) = 1 [R, (1) coswrdr (7.6.22)
T
+00
R.(1) = 2 [S, (0)cos otdo (7.6.23)
0
1 400
s(w) = — _[rx(r)cosmdr (7.6.24)
T
+0o0
ry(t) = 2 jsx(w)coswdw (7.6.25)
0

Trong thuc t&, viéc nghién ctiu chudi thsi gian {x,, t=1..n} c6 thé dudc coi nhu
xét qué trinh ngdu nhién X(t) trén moét thé hién quan sat duge x(t) ctia né tai n lat
ciat khac nhau. Ham tuong quan thuc nghiém ﬁx(r) tinh dugc tu chudi {x,;} la uéc
lugng cia ham tuong quan thuc R.(x), trong d6 t nhan gia tri trong mot khoang
hitu han [t< 1., V6i T, dude goi la do dich chuyén cuc dai (hay con goi la diém

cit) cia ham tuong quan. Béi vay dé tranh sai s§ khi st dung R, (1) thay cho Ry(1),

ngudi ta dua vao khai niém ham ctia s A(t) trong biéu thic tinh phd:

- Tmax -
S, () = 1 jk(r)Rx(r)coscotdt (7.6.26)
T oo
1 Tmax
va 5, (@) = = [MDT (1) cosordt (7.6.27)
T

Y nghia cta ham A(t) 14 & chd né c¢é chiic nang lam tron ham tucng quan thuc
nghiém va hdp 1y hoa tich phan trén khoang hiiu han thay cho tich phan trén
khoang v6 han trong céac biéu thiic tinh phé.
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D6 chinh xac ctia ham mat do phd thuc nghiém phu thudc nhiéu vao viéc chon
ham ctia s6. Nhung dang ham cta s6 lai phu thuéc vao dang ham tuong quan thuc
nghiém, tic 1a khong c6 mot dang ham ctia s6 nao chung cho tit ca cac dang ham
tuong quan. Vi thé da c6 nhiéu tac gia khac nhau dua ra cac dang ham ctia s6 riéng
biét khong gidng nhau. Mot trong nhiing ham dugc tng dung nhiéu trong khi
tugng, khi hau la ham Hamming:

0.54+0.46c0s——  khilt| < Ty
M) = Tmax (7.6.28)

0 khilt > 1

max

Trong tinh toan thuc hanh thay cho (7.6.26) va (7.6.27) ta st dung cac cong
thic sau:

~ o1& 5. ik .
Sy (@) = — > A(AT)R, (1AT) cos iAT (7.6.29)
i=0 Tmax
~ ik .
s, (o) = — ZX(lAr)g(lAr) cos iAT (7.6.30)
T

i=0 Tmax

O day m = t,, /AT, At 1a bude thoi gian caa chudi {x,}, o, 12 tin s6 goéc cua dao

dong, o, = = k=1.2...m 14 cac gia tri mat do phé.

‘Cmax
Néu buéc thoi gian gitia hai thanh phan ké can cta chudi bang don vi (At=1)
ta c6 cac cong thiic tinh sau day (v6i gia thiét trung binh cta chudi bing 0):

1) Ham tuong quan va ham tuong quan chuén hoa:

- n-k

R, () =—— S xxuy, k=0,1,..,m (7.6.31)
n-k {5

T (k)= Rl Rl 4m01,.m (7.6.31")
R,(0) Dy

2) Ham mat d6 phé va mat do phd chuén hoa:

5, (o) = LYU0R, (I)COS—kl k=0,1,....m (7.6.32)
Ti=0
~ et
S (@) = =X AT, (1)cos—1 k=0,1,. (7.6.32"
iy
p nk
Trong d6: o, = —,k=1,2,..,m
m
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nk
0.54+0.46 cos— khik <m
AMk) = m

0 khik >m

Khi da tinh dudc ham méat d6 phd, thong thuong dé nhan biét cac dinh phé
ma tuong tng véi noé 1a cac chu ky dao dong cua chudi, ngudsi ta biéu didn né trén

d6 thi vé6i truc hoanh 14 o, con truc tung 1a S, (w,) hoic s, (o).
7.6.2 Danh gia do tin cay cua dic trung phé.

Ta biét ring, mat do phé duge xac dinh ti chudi s6 liéu {x,} v6i dung lugng
mau n nhit dinh. Do d6, méi quan hé gitta dung lugng mau n, d6 dich chuyén cuc
dai 1,,, va buéc thoi gian At 12 mét trong nhiing van dé can dugc xem xét. Thong
thudng, cac chudi thoi gian trong khi tuong thuy vian déu c6 At nhan gia tri bang 1
nam, 1 thang,... ttc 1a ta c6 thé xem At =1 (don vi thoi gian). Véi dung lugng méu n
¢6 dinh, néu ta chon 1, 16n sé lam ting d6 phan giai cia mat d6 phd, tic 1a cho
phép tach dudc nhiéu dinh phd. Nhung khi d6 d6 én dinh théng ké ciia ham tuong
quan R (1) sé khong dam bao, dan dén sai s6 tiém &n trong mat do phé nhan dugc.
Néu chon t,,,, bé dé dam bao d6 tin cay cta ham tuong quan thi d6 phéan giai caa
méat do phd tinh duge giam di, tham chi qua nhd, 1am cho cac dinh phé bi md chim
va ta sé khong thé phat hién dugc ching.

P& giai quyét mAu thuln néi trén ngudi ta dua ra cac cong thic xac dinh 1,

ing v6i cac mic sai s6 cho phép khi tinh mat d6 phé sau day:

Mic sai s6 2% 5% 10%

T ae 27n/50 27n/20 27n/10

trong d6 n d6 dai chubdi.

T d6 thdy ring, mudn cé két qua nhan dude vita bdo dam do én dinh théng
ké vita phan anh ding nhiing chu ky dao dong ctia chudi thi dung lugng maiu n
phai di 16n. Di nhién n cang 16n thi do tin cay cua két qua cang cao.

Mzt khac, vi chudi thoi gian dude xem 1a nhiing gia tri quan tric thuc nghiém
ctia moét thé hién ctia qua trinh ngu nhién, nén khi khao sat qué trinh X(t) trén co
s6 chudi {x,, t=1..n} sé c6 su khac biét giita mat d6 phé thuc nghiem S, (o) va mat
d6 phé ly thuyét S.(»). Va do d6 nhiing dao dong nhan dudc qua mat d6 phé thuc
nghiém c6 thé chta dung ca cac thanh phan “nhidu” ma ngusi ta goi 1a “6n”. Dol
véi cac qua trinh khi tugng thuy vian ngudi ta phan biét hai loai 6n 14 én trédng va
6n mau (hay on d3). Qua trinh duge goi 1a én tring néu mat do phd ctia né khong
ddi trén toan khoang bién thién ctia tdn s6. Qua trinh dude goi 1a én mau néu mat

d6 phd ctia n6 giam theo qui luat ham mi khi tan s6 tang.
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Vay, vAn dé dit ra 12 cAn kiém tra xem cac dinh phé nhan dudc cé thuc su
phan anh ding nhiing chu ky dao dong tuong ting ciia chudi khéng, hay néi cach
khac, mtic do tin cAy caa cac dinh phé bang bao nhiéu. Diéu d6 c6 nghia 14 can phai
kiém nghiém gia thiét “trong phé ctia qué trinh dang xét khong ton tai dao doéng
diéu hoa”. Gia thiét dugc kiém nghiém bing viéc so sanh mat do phd tinh toan
gx(co) v61 mot gidi han tin cay I,(S,) nao d6. Mot cach gan ding, néu thia nhan
rang mat dd pho thuc nghiém tuan theo luat phan bd y,/L, trong do L 1a s6 bac tu
do dudgc xac dinh béi:

_2n-0.5m

L (7.6.33)
m
thi, d6i véi on trang, 1,(S,) dude tinh theo cong thiic:
1,8 =5, % (7.6.34)

vl glé miic trung binh ctia m gia tri mat d6 phé thuc nghiém.

T d6 ta c6 cac bude kiém nghiém sau day:

1) Tinh gia tri trung binh ctia mat d6 phé thuc nghiém g

2) Chon mtc xac suét o (thuong la 0.05, 0.10, 0.20) sau d6 xac dinh gia tri
1 /L=x*(a,1)/L

3) Tinh I,(S,) theo (7.6.32)

4) So sanh S (o) tinh duge v6i I,(S,):

— Né&u S, () < I4(S,) thi trong phé khéng chita dao dong diéu hoa tng véi tin
s6 oy, gia thiét dat ra ding va ta chap nhan né.

~ Néu S, (o) = I4(S,) thi trong chudi tén tai dao dong diéu hoa véi tan s§ dao
dong la o,.

Vi du 7.6 Tt chudi s6 liéu téng lugng mua 3 thang chinh mua mua caa 78
nam & mot tram, ta tinh mat dé phd thuc nghiém §X (0) v6i @6 dich chuyén cuc dai ciaa
ham tuong quan dude chon m=19. Két qua tinh duge biéu dién 1én d6 thi (hinh 7.13),
trong d6 thay cho tan sd o trén truc hoanh 1a cac chu ky T tuong tGng. Nhan xét so bd
ta thdy ton tai 5 dinh phd, trong dé c6 hai dinh kha md. Vay cau héi dit ra 6 day la
nhiing dinh phé nao trong s§ d6 phan 4nh dung cac chu ky dao dong cta chubi.

Dé giai quyét viAn dé nay ta tinh I,(S,) v6i cdc mic o khac nhau. Két qua
nhan dudgc: I, ,1(S,)=2.53, 1)05(S0)=1.93, 1,,0(Ss)=1.65, I)4,(Sx)=1.34, I;,(S,)=1.15.
So sanh cac I,(S,) tinh dudc véi tri s6 mat do phd tai cac dinh ta thay:

Néu chon 0=0.01 thi chi ¢6 hai dinh phé tGng véi cac chu ky T=2.5 nam va
T=3.4 nim thoa méan diéu kién S_(0,)>1,(S,); néu o dugc chon bing 0.05, 0.10,
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0.20 ta nhan dugc ba dinh T=2.5, T=3.4 va T=5.7; nhung khi a ting lén béng 0.30
(ttc chdp nhin x4c sudt pham sai 1dam t6i 30%) thi ngoai ciac dinh phé trén ta con
nhan duge thém mot dinh tng véi chu ky T=3.1 nam.

7.7 Uéc luogng ph6° niang lugng bang phuong phap entropy cuc dai

Nhu da dé cap 4 trén, khai niém phd phuong sai ciing ¢6 thé hiéu 1a phd nang
luong hay phé céng suédt. O day ta sé xét khai niém phd niang lugng dudi mot géc do
hoi khac mot chut, mac da, nhu sau nay sé thdy, vé ban chét c6 thé xem chung la
mot.

Xét thé hién x(t) cia qua trinh X(t). Khi d6 tdng nang lugng ctia qua trinh
dugc xac dinh bdi:

Power = T|x(t)|2dt (7.7.1)

Mat khac, theo dinh 1y Parseval, ning lugng nay cing c6 thé dude x4c dinh

béi:
Power = T|x(t)|2dt= T|H(f)|2df (7.7.1)
Trong d6 H(f) = Tx(t)esztdt (7.7.1")

x(t) = TH(f)e‘zmﬁdf

—00

Hinh 7.13 D6 thi ham mat d6 phé téng lugng mua 3 thang mua mua
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C6 thé hinh dung H(f) nhu 1a bién d6 dao déng diéu hoa tng véi tn s dai f.
Gifia tan s6 goéc va tan sd dai lién hé véi nhau bdi hé thiic =2xnf. Hé thtc (7.7.1")
biéu dién su phan bd ning lugng cla qua trinh phan bé theo tdn s6. Su phan bd
nay phan anh c4u tric bén trong ctia qua trinh. Van dé & chd ta cin xac dinh dugc
"c6 bao nhiéu ning lugng ctia qué trinh chiia trong khoang tan sé tu f dén f+df".

Trong thuc t& ngudi ta thudng chi xét mién bién ddi ctia tan s f 1a nhiing gia
tri duong, mat khac gia tri caa H(f) trén mién tan sd 4m va tan s6 duong thuong
khéng khac nhau, nén thay cho H(f), ngudi ta st dung ham:

S = HE +H(-D)*, 0< f <o

va dudc goi 1a phd nang luong ctia qua trinh.
Néu thé hién x(t) dugc cho tai n diém t;, i=1..n: x;=x(t,) véi t;=iAt, khi dé tai

cac diém tan s6 roi rac f, 2%, k=0,1,2,... biéu thtc (7.7.1") sé c6 dang:
nAt

27'tiE

®© . n . n
H(fk) — J‘X(t)e2n1fktdt ~ ZXteszktArA’t — ATZXte n (772)
—00 t=1 t=1
Néu At=1 (don vi thoi gian), ti (7.7.2) ta c6 cong thic bién d6i nguge Fourier

roi rac dé nhén céc gia tri ciia chudi ban dau:
n :
D> H(f)e (7.7.3)

Va dinh 1y Parseval c6 thé dudc viét lai duéi dang:
n 2 1 n 2
2 [xf" == 2 [H () (7.7.4)
t=1 Ny

Néu X(t) diing c6 ky vong bang 0 thi khi chia v& trai ctia (7.7.4) cho n ta nhan
duge wée lugng phuong sai cua qua trinh. Nhu vay c6 thé hiéu phd phuong sai nhu
12 ham biéu thi su phan b nang lugng trung binh ciia qué trinh theo tan s6, trong
khi phd ning lugng xét su phan bd cia téng ning lugng ctia qua trinh. Trén co sé
biéu thic (7.7.4) ta c6 thé st dung phuong phap FFT dé tinh mat d6 phd caa qua
trinh. Tuy nhién, méc du phuong phap FFT cho phép tinh todn nhanh, né van chta
dung nhiing han ché& nh4it dinh. Sau day ta sé xét mot phuong phap khéc la phuong
phap entropy cuc dai (MEM — Maximum Entropy Method).

Ky hiéu tan s6 Nyquist 1a f,, ta cé:

= vaf,=2£5 k=0,1,2,...n/2 (7.7.5)
2AT n
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Céc tan s6 f, chi nhan gia tri trén doan [-f,; f.]. Néu ta thuc hién phép bién ddi:
z = ikt (7.7.6)

khi @6 c6 thé biéu dién phd ning luong duéi dang:

n/2-1 2

Z Xka

k=-n/2

S(f) = (7.7.7)

Néu x(t) x4c dinh trén toan mién vé han thi biéu thic (7.7.7) sé c¢6 dang:
2

S = (7.7.8)

>8]
3 x, 2
k=-00

C6 thé biéu dién hé thtc (7.7.7) duéi dang gan ding sau:

1 a

S(f) ~ = > = — (7.7.9)
m m
Y by z" 1+ >az"
k=—1

k=-m/2

Ngudi ta goi phép xap xi (7.7.9) 12 phuong phap entropy cuc dai (MEM) hay
mo hinh tat ca cac cuc (all-poles model) hodc md hinh tu héi qui (auto-regressive
model — AR). Két hop (7.7.7) va (7.7.9) ta nhan dudgc:

n2 2 a
S =1| > xzt| » P — (7.7.10)
k=-n/2 m
1+ >az"
k=1

Diéu d6 c6 nghia 1a dé xac dinh mat d6 phd S(f) cAn phai tinh dudc m+1 hé s&
a,, ai,...,a,,. Nguoi ta da ching minh duge rang, dé nhan dude cac hé sé a, (k=0..m)
can phai gidi phuong trinh sau:

a m .
1+ > az" "
k=—1
trong d6 cac R; duge xac dinh bai:
n—j
R~ —— > xxu, §=0,1,2.n-1 (7.7.12)
nN—]i=
va R =R, (7.7.12))

S6 m dudge goi 1a bac x&p xi hay s6 cuc x&p xi. V& nguyén tdc m c6 thé nhan bat ky

mot s6 nguyén duong nao cho dén n—I 1a téng s6 cac mémen tu tuong quan R; co
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thé c6. Tham chi m c6 thé nhan gia tri 16n hon dung lugng mau n, nhung trong
truong hop nay can phai ngoai suy ham tu tuong quan. Trén thuc t&€ thuong nguoi

ta chon m nhd hon n nhiéu.

C6 nhiéu thu thuat dé giai phuong trinh (7.7.11) ma mét trong nhiing phuong
phap d6 1a dua phuong trinh vé dang ma tran:

R, R, .. RogY 1 a
Ry Ry o Ry |a| |0 (7.7.13)
Rm-%—l Rm Rl am 0

Sau khi tinh dugc cac hé sé a,, k=0..m, ting v6i cac gia tri tan sd cho trudce fy,
thay vao (7.7.10) ta sé xac dinh dugc mat @6 phd. Chud ¥ riang cac gia tri tan sé phai
thod man diéu kién:

1

1
——<fiAr<— 7.7.14
5 < fdrs ( )

7.8 Phuong phap chuin sai tich luy phan tich xu thé

Chuén sai 1& hiéu gita cac thanh phan cta chudi va gia tri trung binh
d=x,—X. Do d6, ti chudi ban dau ta c6 thé thanh lap dudc chudi chuén sai {d,,
t=1..n} D&u chuén sai cho biét tri s cta chudi tang hay giam, con gia tri chuédn sai

danh gia mtc dd ting hay gidm cta cac thanh phan trong chudi so véi trung binh.

Chuén sai tich lu§ D, 1a tdng cac chuén sai d,, dudc xac dinh béi:
t
D, = >4
i=1

Nhu vay, D, = d,, D, = d,+d,, ... , D, = d,+ d,+...+ d, = 0, ttc la ti chudi {d,,
t=1..n} ta sé thanh lap dudc chudi {D,, t=1..n}. Ta thdy gia tri caa D, phu thuodc vao
trang thai dao déng va xu thé& ctia chudi. Néu chudi c6 xu thé tang thuan tuy thi
gia tri trung binh cta chudi sé nam & vi tri khoang gitia chubi, do d6 cac thanh
phin dau chudi chuén sai d, sé mang ddu 4m con cac thanh phin cuéi chudi mang
d&u duong. Céc gia tri chuén sai tich luy D, vi thé sé cang 4m khi ¢ ting cho dén
khoang gitia chudi, sau d6 sé giam dan vé gia tri tuyét d6i (nhung van mang diu
am) cho dén 0. Tinh huéng ngudc lai sé xay ra néu chudi cé xu thé gidm thuin tuy.
Cac hinh 7.14a va 7.14b da dan ra vi du mo6 phéng minh hoa cho céac truong hgp
nay, trong d6 xu thé tang, giam dudc cho theo qui luat gan tuyén tinh.

Néu chudi c6 xu thé ting rdi giam hoidc giam rdi tang, tic 14 theo bién trinh

Y . X » A . o A o 2 . A N X N 9,
thoi gian chudi c6 mot cuc dai hodc mot cuc tiéu, tri s6 trung binh cta chudi ndm 6
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hai vi tri khoang gitta doan dau va khoang gitia doan cudi cia chudi. Cac chuén sai
d, sé bit dau bang nhiing gia tri &m (néu chudi tang rdi giam) hodc ducng (néu
chubi giam roi tang), cho dén khoang gitta doan dau thi mang ddu ngudgc lai va gii
nguyén ddu dén khoang gitia doan cuéi lai d6i d&u cho dén hét chudi. Minh hoa cho
cac truong hop nay dugc dan ra trén cac hinh 7.15a va 7.15b.

Dt t Dt

Hinh 7.14a Xu thé tang thuan tuy Hinh 7.14b Xu thé& gidm thuan tuy
Dt

Hinh 7.15a Xu thé tang rdi gidm Hinh 7.15b Xu thé& gidm rdi tang
Trén cac hinh 7.16a va 7.16b din ra d6 thi biéu dién su bién déi cia D, theo ¢
{ing véi cac tinh hudng chudi c6 xu thé tang réi giam sau d6 tang va gidm rdi ting
sau d6 giam.
T cac hinh 7.14-7.16 ¢6 thé nhan th&y mét tinh ch&t chung cta chuén sai
tich luy D, 1a, nhin chung véi D, Am thi chudi c6 xu thé tang con véi D, duong thi
chudi c¢6 xu thé giam.

Dt

Hinh 7.16a Xu thé tang réi gidam sau d6 lai tang Hinh 7.16b Xu thé& gidm réi ting sau d6 lai giam
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Trudng hgp cac thanh phan cta chudi dao dong ngau nhién xung quanh gia
tri trung binh, cac chudn sai d, ¢6 dd4u 4m duong dan xen nhau, hon niia gia tri
tuyét d6i caa ching khéng khac nhau nhiéu, thi ¢6 thé néi chudi khéng cé xu thé.
D6 thi ctia chuén sai tich lu§ D, theo ¢ vi vay cling sé dao dong ngdu nhién xung
quanh tri s6 0 va c6 khéng thé hién rd rang qui luat bién déi.

Vi du 7.8 Bang 7.4 dan ra trich doan chudi sé liéu tong lugng mua nam cta
mot tram va nhiing két qua tinh chuén sai d, va chuén sai tich luy D, caa chudi.
Tri s trung binh toan chudi 1a 1899.2 (mm). K&t qua tinh toan dugc biéu dién trén
hinh 7.17.

Tt hinh nay ta thdy su bién d6i cta chudi luong mua nam vé cd ban dudce chia
lam hai giai doan. Giai doan ti dau thé& ky dén khoang nhiing nim dau thap ky
bén muoi lugng mua cé6 xu thé ting dan theo thoi gian. Giai doan tit dau thap ky
bén muoi dén cudi nhiing ndm tdm mudi lugng mua c6 xu thé giam dan. Tuy vay,
su nhap nho cua dé thi da phan anh xu thé bién thién cta chudi dan xen nhau gitia
cac thoi ky c6 tong luong mua vudt chudn va dudi chudn. Hay néi cach khac, ton tai
trong chudi mét su ludn phién cta cic thoi doan c¢6 ddu chuén sai duong va am.

Bang 7.4 Chuén sai va chuén sai tich luy téng lugng mua nam (mm)

Nam Téng ludng mua n3m Chuén sai d, Chudn sai tich luy D,
1907 1906.2 7.0 7.0
1908 1837.4 -61.8 -54.7
1909 1644.0 -255.2 -309.9
1910 3029.6 1130.4 820.6
1911 1233.8 -665.4 155.2
1912 1239.9 -659.3 -504.0
1985 2346.4 447.2 166.5
1986 1669.9 -229.3 -62.8
1987 1838.8 -60.4 -123.1
1988 2022.3 123.1 0.0

7.9 Phuong phap hdi qui phan tich xu thé

Mot trong nhiing phuong phap phan tich xu thé thuong dudc xét dén trong
viéc nghién citu dao ddng khi hau 1a phuong phap hoéi qui.

Phuong phap héi qui dugc dé cap 6 day 1a hdi qui gitia bién khi hau x va thoi
gian ¢, tic 14 su bién ddi ctia x theo ¢: x = f(t). Né&u f(t) 14 mét ham tuyén tinh ta cé
xu thé& bién ddi tuyén tinh. Trong nhiing trudng hgp khac ta sé goi né la xu thé
khong tuyén tinh.
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Hinh 7.17 Budng chuén sai tich luy tng ludng mua nam
Dé nghién ctiu xu thé bién d6i tuyén tinh ta thanh lap phuong trinh héi qui:
x(t) =at +b (*)
trong d6 a va b 1a cac hé s6 hoi qui dude xac dinh bdi:

i (x¢— X)(t t)

a= b=x —at

Jg P

- 13 1
X=—Y Xy, t=—>t
n n

T phuong trinh (*) ta c6 thé nhan biét duge xu thé bién d6i cua chudi thong
qua phan tich hé s6 géc a. Dau cua hé s6 a xac dinh xu thé tang (khi a>0) hoic
giam (khi a<0), con tri tuyét d6i ctia a cho biét mtic 46 tang giam cua chudi.

Trong tng dung thuc hanh, ta c6 thé chia chudi thanh cic doan khac nhau dé
phan tich xu thé. Khi d6 cin ci vao cic hé s6 géc a ta cé thé bist duge xu thé caa

chudi qua cac thoi ky khac nhau.
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PHAN PHU LUC

Phu luc 1. Mot s kién thirc vé ma tran va dinh thirc

1. Ma tran

Ma tran A cap (hay bac mxn, ky hiéu 12 A(mxn) 12 mo6t bang hinh chi nhat
gdbm céac s6 hay cac phan ti a;, duge sip xép thanh m hang va n cot:

a]l alz ceee a]n
A= a21 322 azn
Aml Am2 Amn

Doi khi dé cho gon ta thudng viét A = (a;), hosc don gian hon: (ay). Trong
pham vi tai liéu nay ta sé luon gia thiét rang cac phan ti a, 1a nhiing s6 thuc.

Khi m = 1, ma tran A chi gdm mot phan ti a,;, va né dugc dong nhat véi mot
s6. Khi m = n, ma tran A dudgc goi 1a ma tran vudng.

— Ma tran A’(nxm) tao thanh tit ma tran A(mxn) bing cach d6i chd vi tri hang
thanh cot dude goi 1a ma tran chuyén vi cua A: a'ik =ay

— Ma tran A'(nxm) tao thanh t& ma tran A(mxn) bang cach d6i chd vi tri hang
thanh cot duge goi 1a ma tran chuyén vi ctia A: a), =a,; véi k=1..m, i=1..n.

— Téng ctia hai ma tran cung cdp A va B 1a mét ma tran cung cdp C ma cac

phén ti ciia n6 bang tdng cac phan ti tuong tng cua cidc ma tran A va B:
Cik = A + by

— Tich cua hai ma tran A(mxn) va B(nxp) sé& 14 mot ma tran C c4p (mxp), trong
d6 cac phan ti ¢, dugc xac dinh béi:

n
Cik = Zaijbjk
j=1
Cén luu y réang tich hai ma tran chi thuc hién dude khi s cot cia ma tran thi

nhat bang s6 hang cia ma tran tht hai. Hon nita phép nhan ma tran khong c6 tinh

giao hoan, tic 1a n6i chung AB#BA trong trucng hgp phép nhan thuc hién duge.
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— Néu A 1a mot ma tran vuoéng thi cac phan ti a; (chi s6 hang bang chi s6 cot)
lap nén dudng chéo chinh cia A va cac phan ti d6 dudc goi 1a cac phan ti dudng
chéo. Néu A c6 cac phan ti do6i xting qua duong chéo chinh thi A dudc goi 1a ma
tran dé61 xtng.

— Ma tran d6i xiing A c6 cac phan ti bang 0 trit dusng chéo chinh dudge goi 1a
ma tran dudng chéo. Ma tran dudng chéo ma cac phan ti déu bang 1 dudc goi 1a ma
tran don vi.

— Ma tran chi gom mét hang hosc mot cot dugc goi 1a vects hang hoic vectd cot.
2. binh thuc

Mbi mot ma tran vudng A(nxn) tuong ting véi mot s6 D nao dé dudge goi 1a dinh
thitc cia A. S6 D dude ky hiéu bing:

all a12 e aln
D= |A| = |aik| = 321 322 420
Aml Am2 4mn

va dudc x4c dinh bdi tong:

D= taj a,,..ay,

trong d6 cac chi s6 ry, ry,..., r, chay qua tdt ca n! hoan vi c6 thé c6 cta cac s6
1,2,...,n, con ddu cua mdi s6 hang la (+) hay (-) tuy theo hoan vi tuong ting 1a chan
hay 1é. S6 n dudc goi 1a c4p cta dinh thiic.

— Pinh thtc clia ma tran vudng A va chuyén vi A' cia né bang nhau.

— Né&u d6i chd hai hang hay hai c¢ot cia ma tran cho nhau thi dinh thtc déi
dau. Do d6 néu ma tran cé hai hang hoic hai cdt giong nhau thi dinh thiic cia né
bang khong.

— Dinh thiic cta tich hai ma tran vuong béang tich cac dinh thtc ctia ching.

— Néu A 1a mét ma tran bat ky thi ma tran A, nhan dudc ti ma tran A bang
cach bé di mot s6 hang va mot s6 cot dude goi 1a ma tran con cua A. Néu A 1a ma
tran vudng thi ma tran con vudng cua A cé cac phan ti duong chéo chinh 14 nhiing
phan ti dudng chéo chinh cua A.

— Dinh thtic cia mdt ma tran con vudng cua ma tran A dude goi 1a mot tu thic
cua A. Ta goi phan phu dai s6 A, clia phan ti a; ciia ma tran vudng A 1a tich cua tu
thtc nhan dudc bang cach bd di hang thd i co6t thd k, nhan véi
(~1)*,
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— Ta c6 mot s6 dong nhat thic quan trong:

$,.a, [0  Miizk

a“ s =

SN o khiizk
o D  khii=k
a-A. =

E T {o khiizk

Phu luc 2. Mdt sé ham dic biét

1. HAm Gamma
Ham Gamma I'(p) dudgc xac dinh bdi hé thiic sau véi moi s6 thuc p>0:
+00
I'(p) = pr_le_xdx
0

Néu p dan téi 0 hay t6i +oo thi ['(p) din t6i +oo. Ham I'(p) ¢6 cuc tiéu duy nhat
tai p, € (0; ) va ngudi ta da xac dinh dudc gia tri gdn ding cua p, 1a p,=1.4616.
Gia tri ham ['(p) tai diém cuc tiéu bing I'(p,) = 0.8856.

Mot s6 tinh chat cia ham I'(p):

1) V61 moi p>0 ta c6 T'(p+1) = pI'(p)

2) Néu p 1a s6 nguyén duong n thi I'(1) =1 va I'(n+1) = n!

+o0
3) Véi moi a>0, A>0 ta co: jxk’le*“"dx :Li”)
0 a

oo o2
2. Ham Béta
Ham Béta B(p,q) duge xac dinh bdi hé thice sau v6i moi p>0 va ¢>0:
B(p,q) = }xp*a—x)“dx
0

Gitia ham I'(p) va ham B(p,q) lién hé v6i nhau baoi hé thic:

_ I'(mIl(q)
B(p,q) = Tora)
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Phu luc 3. Mdt sé bang tinh sén

12
1. Bang gia tri ham Laplas ®(x) = \/;_Te_zt dt
To
X D(x) X D(x) X D(x) X D(x)
0.10 0.0398 0.60 0.2257 1.10 0.3643 1.60 0.4452
0.15 0.0596 0.65 0.2422 1.15 0.3749 1.65 0.4505
0.20 0.0793 0.70 0.2580 1.20 0.3849 1.70 0.4554
0.25 0.0987 0.75 0.2734 1.25 0.3944 1.75 0.4599
0.30 0.1179 0.80 0.2881 1.30 0.4032 1.80 0.4641
0.35 0.1368 0.85 0.3023 1.35 0.4115 1.85 0.4678
0.40 0.1554 0.90 0.3159 1.40 0.4192 1.90 0.4713
0.45 0.1736 0.95 0.3289 1.45 0.4265 1.95 0.4744
0.50 0.1915 1.00 0.3413 1.50 0.4332 2.00 0.4772
0.55 0.2088 1.05 0.3531 1.55 0.4394 2.05 0.4798
X D(x) X D(x) X D(x) X D(x)
2.10 0.4821 2.60 0.4953 3.10 0.4990 3.60 0.4998
215 0.4842 2.65 0.4960 3.15 0.4992 3.65 0.4999
2.20 0.4861 2.70 0.4965 3.20 0.4993 3.70 0.4999
2.25 0.4878 2.75 0.4970 3.25 0.4994 3.75 0.4999
2.30 0.4893 2.80 0.4974 3.30 0.4995 3.80 0.4999
2.35 0.4906 2.85 0.4978 3.35 0.4996 3.85 0.4999
2.40 0.4918 2.90 0.4981 3.40 0.4997 3.90 0.5000
2.45 0.4929 2.95 0.4984 3.45 0.4997 3.95 0.5000
2.50 0.4938 3.00 0.4987 3.50 0.4998 4.00 0.5000
2.55 0.4946 3.05 0.4989 3.55 0.4998 4.05 0.5000

231



2. Phan bd 2

Bang tinh gia tri x*, Gng v6i xac sudt p=P(y*>y*)= If(x,n)dx, trong d6 f(x,n)

12 ham mat do xac suat y* véi n bac tu do.

2
Xp

=

0.99

0.98

0.95

0.90

0.80

0.70

0.50

0.30

0.20

0.10

0.05

0.02

0.01

0.001
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0.000
0.020
0.115
0.297
0.554
0.872
1.239
1.647
2.088
2.558
3.053
3.571
4.107
4.660
5.229
5.812
6.408
7.015
7.633
8.260
8.897
9.542
10.196
10.856
11.524
12.198
12.878
13.565
14.256
14.953

0.001
0.040
0.185
0.429
0.752
1.134
1.564
2.032
2.532
3.059
3.609
4.178
4.765
5.368
5.985
6.614
7.255
7.906
8.567
9.237
9.915
10.600
11.293
11.992
12.697
13.409
14.125
14.847
15.574
16.306

0.004
0.103
0.352
0.711
1.145
1.635
2.167
2.733
3.325
3.940
4.575
5.226
5.892
6.571
7.261
7.962
8.672
9.390
10.117
10.851
11.591
12.338
13.091
13.848
14.611
15.379
16.151
16.928
17.708
18.493

0.016
0.211
0.584
1.064
1.610
2.204
2.833
3.490
4.168
4.865
5.578
6.304
7.041
7.790
8.547
9.312
10.085
10.865
11.651
12.443
13.240
14.041
14.848
15.659
16.473
17.292
18.114
18.939
19.768
20.599

0.064
0.446
1.005
1.649
2.343
3.070
3.822
4.594
5.380
6.179
6.989
7.807
8.634
9.467
10.307
11.152
12.002
12.857
13.716
14.578
15.445
16.314
17.187
18.062
18.940
19.820
20.703
21.588
22.475
23.364

0.148
0.713
1.424
2.195
3.000
3.828
4.671
5.527
6.393
7.267
8.148
9.034
9.926
10.821
11.721
12.624
13.531
14.440
15.352
16.266
17.182
18.101
19.021
19.943
20.867
21.792
22.719
23.647
24.577
25.508

0.455
1.386
2.366
3.357
4.351
5.348
6.346
7.344
8.343
9.342
10.341
11.340
12.340
13.339
14.339
15.338
16.338
17.338
18.338
19.337
20.337
21.337
22.337
23.337
24.337
25.336
26.336
27.336
28.336
29.336

1.074
2.408
3.665
4.878
6.064
7.231
8.383
9.524
10.656
11.781
12.899
14.011
15.119
16.222
17.322
18.418
19.511
20.601
21.689
22.775
23.858
24.939
26.018
27.096
28.172
29.246
30.319
31.391
32.461
33.530

1.642
3.219
4.642
5.989
7.289
8.558
9.803
11.030
12.242
13.442
14.631
15.812
16.985
18.151
19.311
20.465
21.615
22.760
23.900
25.038
26.171
27.301
28.429
29.553
30.675
31.795
32.912
34.027
35.139
36.250

2.706

4.605

6.251

7.779

9.236

10.645
12.017
13.362
14.684
15.987
17.275
18.549
19.812
21.064
22.307
23.542
24.769
25.989
27.204
28.412
29.615
30.813
32.007
33.196
34.382
35.563
36.741
37.916
39.087
40.256

3.841

5.991

7.815

9.488

11.070
12.592
14.067
15.507
16.919
18.307
19.675
21.026
22.362
23.685
24.996
26.296
27.587
28.869
30.144
31.410
32.671
33.924
35.172
36.415
37.652
38.885
40.113
41.337
42.557
43.773

5.412

7.824

9.837

11.668
13.388
15.033
16.622
18.168
19.679
21.161
22.618
24.054
25.471
26.873
28.259
29.633
30.995
32.346
33.687
35.020
36.343
37.659
38.968
40.270
41.566
42.856
44.140
45.419
46.693
47.962

6.635

9.210

11.345
13.277
15.086
16.812
18.475
20.090
21.666
23.209
24.725
26.217
27.688
29.141
30.578
32.000
33.409
34.805
36.191
37.566
38.932
40.289
41.638
42.980
44.314
45.642
46.963
48.278
49.588
50.892

10.827
13.815
16.266
18.466
20.515
22.457
24.321
26.124
27.877
29.588
31.264
32.909
34.527
36.124
37.698
39.252
40.791
42.312
43.819
45.314
46.796
48.268
49.728
51.179
52.619
54.051
55.475
56.892
58.301
59.702

232



ham mat d6 phan bé ¢ véi n bac tu do.

3. Phan bé Student (t)

Bang tinh gia tri t, Gng vdi xac sudt p=P (|t| > tp): 2 jf(x,n)dx , trong d6 f(x,n) 1a

tp

0.900

0.800

0.700

0.600

0.500

0.400

0.300

0.200
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0.050

0.010

0.001
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0.158
0.142
0.137
0.134
0.132
0.131
0.130
0.130
0.129
0.129
0.129
0.128
0.128
0.128
0.128
0.128
0.128
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.127
0.126
0.126
0.126
0.126

0.325
0.289
0.277
0.271
0.267
0.265
0.263
0.262
0.261
0.260
0.260
0.259
0.259
0.258
0.258
0.258
0.257
0.257
0.257
0.257
0.257
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.256
0.255
0.254
0.254
0.253

0.510
0.445
0.424
0.414
0.408
0.404
0.402
0.399
0.398
0.397
0.396
0.395
0.394
0.393
0.393
0.392
0.392
0.392
0.391
0.391
0.391
0.390
0.390
0.390
0.390
0.390
0.389
0.389
0.389
0.389
0.388
0.387
0.386
0.385

0.727
0.617
0.584
0.569
0.559
0.553
0.549
0.546
0.543
0.542
0.540
0.539
0.538
0.537
0.536
0.535
0.534
0.534
0.533
0.533
0.532
0.532
0.532
0.531
0.531
0.531
0.531
0.530
0.530
0.530
0.529
0.527
0.526
0.524

1.000
0.816
0.765
0.741
0.727
0.718
0.711
0.706
0.703
0.700
0.697
0.695
0.694
0.692
0.691
0.690
0.689
0.688
0.688
0.687
0.686
0.686
0.685
0.685
0.684
0.684
0.684
0.683
0.683
0.683
0.681
0.679
0.677
0.674

1.376
1.061
0.978
0.941
0.920
0.906
0.896
0.889
0.883
0.879
0.876
0.873
0.870
0.868
0.866
0.865
0.863
0.862
0.861
0.860
0.859
0.858
0.858
0.857
0.856
0.856
0.855
0.855
0.854
0.854
0.851
0.848
0.845
0.842

1.963
1.386
1.250
1.190
1.156
1.134
1.119
1.108
1.100
1.093
1.088
1.083
1.079
1.076
1.074
1.071
1.069
1.067
1.066
1.064
1.063
1.061
1.060
1.059
1.058
1.058
1.057
1.056
1.055
1.055
1.050
1.045
1.041
1.036

3.078
1.886
1.638
1.533
1.476
1.440
1.415
1.397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.350
1.345
1.341
1.337
1.333
1.330
1.328
1.325
1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1.311
1.310
1.303
1.296
1.289
1.282

6.314
2.920
2.353
2.132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
.796
782
771
.761
.753
.746
.740
734
729
125
721
q17
714
711
.708
.706
.703
1.701
1.699
1.697
1.684
1.671
1.658
1.645

JEL NI UL UL U UL UL (UL U UL U UL UL UL UL U U

—_

12.706
4.303
3.182
2.776
2.571
2.447
2.365
2.306
2.262
2.228
2.201
2179
2.160
2.145
2.131
2.120
2.110
2.101
2.093
2.086
2.080
2.074
2.069
2.064
2.060
2.056
2.052
2.048
2.045
2.042
2.021
2.000
1.980
1.960

63.656
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.499
3.355
3.250
3.169
3.106
3.055
3.012
2977
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2771
2.763
2.756
2.750
2.704
2.660
2.617
2.576

636.58
31.600
12.924
8.610
6.869
5.959
5.408
5.041
4.781
4.587
4.437
4.318
4.221
4.140
4.073
4.015
3.965
3.922
3.883
3.850
3.819
3.792
3.768
3.745
3.725
3.707
3.689
3.674
3.660
3.646
3.551
3.460
3.373
3.290
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